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Heber  die  üinie   Squidifferenter  Po- 
tenzen bei  zwei  Kreisen. 


Von 

Herrn  Doctor  Kosters 

zu  Warendorf. 


Der  geometrische  Ort  des  Punktes ,  der  eine  solche  Lage  zu 
zwei  festen  Kreisen  hat,  dass  die  Quadrate  der  von  ihm  aus  an 
die  Kreise  gezogenen  Tangenten  eine  constante  Differenz  haben, 
heisse  «ydie  Linie  aquidiffcrcnter  Potenzen  für  diese  zwei  Kreise." 

Die  beiden  Kreise  seien  M  und  N  mit  den  Radien  R  und  r« 
der  Punkt  J)  liege  in  der  Linie  Squidiffierenter  Potenzen,  und  die 
von  ihm  aus  nach  JH  und  N  gezogeneu  Tangenten  seien  T  und  t; 
dann  ist: 

wo  €^  die  conitante  Differenz  isf.  Um  nun  die  Ortslinie  des  Punk- 
tes D  zu  flndon,   ziehe  man  die  Centrallinie  AfJV^  und  theile  diese    ^ 
m  A  80,   dass 


Jf  il  -  2Vi4  = 


wi« 


wo 

ist,    dann  ist  die   in  A  auf  MN  errichtete  Senkrechte  die  ver- 
langte Ortsiinie,  weiche  wir  L  nennen  wollen. 

Th«il  XIX.  1 


Fuhrt  man  die  Tangenten  auf  die  von  D  aus  ffcxogenen'Cen- 
trallinieii  DM{a)  und  DN{b)  zurück,  so  ist  filr  7^— <«  =  c«: 

Aus    der  Betrachtung   dieser  Ortslinie  L  will    ich  hier  nur 
einige  spezieile  Fälle  hervorheben. 

1)  Es  sei  zunächst  die  Aequidifierenz  c^=0  oder: 

7^-f2iz=0,  und  a*-Ä2=iR«— r«. 

Dann  ist  L  die  Linie  der  gleichen  Potenzen,  axe  radical,  die  ab» 
eine  hei  der  Betrachtung  der  Kreise  äusserst  fruchtbare  Linie 
hinlänglich  bekannt,  wenn  auch  noch  weniger  in  Handbücher  auf- 
genommen ist  Man  findet  sie  vielfach  sowohl  analytisch  als  rein 
geometrisch  betrachtet,  cf.  Stein er's  geometrische  Constructio- 
nen  n.  69.;  Adams  harmonische  Verhältnisse  p.  249.;  Plü 
ckern  geometrische  Entwickehingen  L  48.;  CJiasles  Geschichte 
der  Geometrie  p.  202. 

2)  Setzt  man: 

oder: 

ra-/«=:n(Ä«-r«), 

oder: 

a«-6«=(n+l;(R«— r«); 

so  ist  L  die  Linie  der  gleichen  Potenzen  für  jedes  Kreis- 
paar, das  ans  den  beiden  Peripherien  der  ursprünglichen  Kreise 
M  und  N  um  zwei  entsprechende,  entweder  innere  oder  äussere 

Berührungspunkte  von  T  und  t  mit  den  Radien  R^Tn  und  rV^n 
beschrieben  ist;  und  die  Durchschnittspunkte  sämmtÜcher  dieser 
Kreise  mit  den  jedesmal  zugehörigen  Tangenten  T  und   t  liegen 

in  zwei  Kreisen,  die  aus  M  und  N  mit  den  Radien /2V^n-fl  und 

rVn  +  l  beschrieben  sind  und  für  welche  L  die  Linie  der  glei- 
chen Potenzen  ist 

3)  Setzt  man: 

■  c«=-n(Ä«-r*), 
oder: 

oder: 


a«-6»=-(ii-l)(fi«-.ft); 

so  ergiebt  sich  dieBedeatong  der  Linie  L  flir  diesen  altgemeineB 
Fall  durch  eine  der  Forigen  (eob.  2.}  Ibniiche  Betrachtung;  ich 
werde  hier  nur  zwei  apeuelle  Fälle  beeondera  bervorhciien. 

a)  Ea  ad 

c*=— (fi*  — r*),  oder  ii=:l; 
folglich : 

dann  ist  alao: 

a* — 6*=0,  oder  a=6. 

Hier  ist  L  die  Ortalinie  dea  Pnnktea,  der  Fon  den  Mit 
teipnnlEten  M  und  N  gleiche  Entfernung  hat 

b)  Ea  aei 

c«=-2(Ä«-r«),  oder  «=2; 
folglich; 

r*-l*  =  — 2(Ä«-r«); 
^n  iai: 

oder: 

Die  Linie  äquldifferenter  Potenzen  iat  f&r  dieaen  Fall,   daaa 
die  DIfferena 

c»=-2(Ä«— r«) 

Iat,  von  beaonderer  Bedeutung  In  ihrer  Anwendung  auf  die  Auf- 
ICaung  von  Aufgaben,  und  aie  ma^  in  der  nun  folgenden  Betrach- 
tung  vorzugsweise  die  Linie  Squidifferenter  Potenzen  Im  Gegen- 
satze zur  Linie  dergleichen  Potenzen  heissen,  welcher  Gegensatz 
deutlich  hervortritt  in  den  zwei  Gleichungen: 

und 

««— 6«=— (JP—f«). 

Die  Linie  äquidiferenter  Potenzen  kann  ebenao,  wie  die  Linie 
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gleicher  Potenzen,  aasser  durch  die  oben  ansegebene  Theilung  der 
Central linie  JUN^  auf  mehrfache  Weise  einfach  construirt  werden. 
Eine  sehr  einfache  Construction  ist  folgende: 

£rricbte  auf  lUN  die  zwei  senkrechten  Radien  MH  und  NR^ 
ziehe  UK,  und  im  Halbirungg»punkte  Q  der  Linie  HK  die  Senk- 
rechte QG,  welche  MN  in  O  schneidet,  dann  ist  die  Senkrechte 
auf  MN  im  Punkte  O  die  gesuchte  Linie  L  äquidiffer enter  Po- 
tenzen für  die  zwei  Kreise  M  und  JY.  —  Beschreibt  man  nun  aus 
O  mit  OH  oder  OAT  einen  Kreis;  so  schneidet  dieser  die  Cen- 
tralHnie  il/iV  in  jS  und  s,  welche  Punkte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  alle  aus  den  einzelnen  Punkten,  z.  B.  />,  der  Linie  L  mit 
den  entsprechenden  Entfernungen  von  <$  oder  j,  z.  B.  mit  DS 
oder  Ds,  beschriebenen  Kreise  die  Peripherien  der  zwei  gegebe- 
nen Kreise  M  und  N  halbiren. 

Ist  ferner  O  der  Hauptpunkt  der  Linie  L  äquidifferenter  Po- 
tenzen, so  ist,  wenn  X  der  Ualbirungspunkt  von  ^iV  ist,  und 
XOi^^zXO  gemacht  wird,  Ox  der  Hauptpunkt  der  Linie  derglel» 
chsn  Potenzen  für  die  zwei  Kreise  Ar  und  N  oder  der  Central- 
punkt  der  in  der  Linie  MN  durch  die  Einschnitte  der  zwei  Kreise 
A,B  und  a,b  bestimmmten  Involution,  deren  Hauptpunkte  <$|  und 
Si  sjnd,  durch  welche  alle  aus  der  Linie  der  gleichen  Potenseo 
mit  den  zugehörigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise  gehen. 

Zudieser  Mittheilung  veranlasste  mich  eine  Aufgabe  im  Archiv 
Tbl.  XllL:  „Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  ziehen» 
der  einen  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durch- 
messers des  letzteren  Kreises  Schneider^  —  um  zu  /zeigen,  wie 
mit  Hülfe  der  Linie  äquidifferenter  Pa|enzen  mehrere  Attfgaben> 
zu  denen  auch  obige  gehört,  leicht  aufgelöst  werden  können,  um 
so  mehr,  als  eben  derartige  Aufgaben  dem  nächsten  2wecke  des 
Archivs  entsprechen  und  auf  dem  Gebiete  des  Gymnasialunter- 
richts vorzugsweise  wünschenswerlh  erscheinen. 

Besagte  Aufgaben  verlangen  die  Construction  eines  Kreises, 
der,  wenn  Punkte,  Geraden  und  Kreise  zu  zwei  oder  drei  Stück 
zusammen  gegeben  sind,  durch  die  gesehenen  Punkte  geht,  die 
Geraden  berührt  und  die  Kreise  in  aen  Endpunkten  desselben 
Durchmeaieers  schneidet. 

Es  sollen  hier  nur  zwei  (Taf.  H.  Fig.  2.)  besonders  hervorge* 
hoben  werden. 

1,  Aufgabe.  Gegeben  sind  zwei  Punkte  E  und  F 
und  ein  Kreis  M,  es  soll  ein  zweiter  Kreis  beschrie* 
ben  werden,  der  durch  die  zwei  Punkte  geht  und  den 
gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durch- 
messers des  letztern  Kreises  schneidet. 

Auflösung.  Alan  beschreibe  um  EF  als  Durchmesser 
einen  Kreis  N,  construire  zu  ßl  und  N  die  Linie  L  äquidifferen- 
ter Potenzen ,  errichte  NP  seukrecht  auf  £F,  so  ist  der  aus  P 
mit  PE  beschriebene  Kreis  der  verlangte. 

Beweis.  Der  aus  P  mit  PE  beschriebene  Kreis  geht  auch 
durch  F,  weil  P  in  der  Ortslinie  PN  des  Punktes  liegt,  der  von 
E  und  F  gleiche  Entfernung  hat,  und  die  Peripherie  des  Kreises 
M  ist  in  G  und  H  halbirt,  denn  der  aus  der  Linie  äquidifferen- 
ter Potenzen  beschriebene  Kreis  halbirt,  wenn  die  Peripherie  des 


eine«  gegebenen  Kreises 5    alK^h  die  des  andettn  Kreises,*  was 
sieb  ^infacb  aLso  beweiseii  iXsM: 

Ziebe  MH  und  JUG,  <o  ist: 

«. 

(weil  P  in  X  liegt)  nach  der  fi«tinel : 


Es  ist  aber: 


folglicb : 


PN*+]SE^=:PE^=Pm, 


pm^ipm+ium; 


folglich  ist  HM  senkrecht  auf  PM,  und  da  ebenso  MG  senkrecht 
wir  PM  ist,  so  ist  GO  Durchmesser  des  Kreises  JU  und  folglich 
die  Peripherie  in  Cr  und  H  balbirt. 

2.  Aufgabe,  Gegeben  sind  drei  Kreise  Jlf,  iV  und 
F;.  es  soll*  ein  vierter  Kreis  beschrieben  werden,  der 
dl«  Peripherien  alter  drei  Kreisor  haibirt. 

Auflösung.  Ziehe  zu  31  und  iV  die  Linie  L  üqnldifferenter 
Potenzen,  und  ebenso  zu  M  und  F  die  Linie  Li  äquidifferenter 
Potenzen,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  von  L  und  Li  der 
Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  und  zieht  man  nun  PiV,  und 
EF  senkrecht  auf  P^ ,  so  ist  der  aus  P  mit  PE  beschriebene 
Kreis  der  verlangte. 

Es  giebt  eineganzeSch aar  Ton  Aufgaben;  dl&sich  mit  Half  e  der  Linie 
fiquidifferenter  Potenzen  ebenso  leicht  als  die  vorigen  uuflusen  las. 
sen,   und  der  Satg;    „dass  alle  aus  der  Linie  äquidifferenter  Po. 

tenzea  mit  V^«*  +  Ä*  oder  V6*  +  r*  beschriebenen  Kreise  die 
Peripherien  der  zwei  gegebenen  Kreise  halbiren^',  spieft  hier  eine 
fihnhche  Rolle  als  bei  der  Linie  der  gleiche»  Potenzen  der  »Satz: 

„dass  alle  aus  ihr  mijt  V^a* — fi*  oder  \fb^—r^  oder,  was  das- 
selbe ist,  mit  den  zugehörigen  Tangenten  beschriebenen  Kreise 
die  zwei  gegebenen  senkrecht  schneiden.  Eis  sollen  im  Folgenden 
einige  solshe  Aufgaben  aufgestellt  werden. 


Aufsahen. 

1)  Einen  Kreis  ziehen ,  der  die  Peripherie  zweier  (der  Lage 
nach)  gegebener  Kreise  haibirt,  und  durch  einen  gege- 
benen Punkt  geht. 

2)  Einen  Kreis  ziehen,  der  die  Peripherie  zweier  gegebe- 
ner Kreise  haibirt,    und  eine  gegebene  Gerade  berührt. 
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3)  Einen  Kreis  ziehen ,  der  die  Peripherie  eines  gegebenen 
Kreises  halbirt  und  zwef  gegebene  Geraden  berfihrt 

4)  Einen  Kreis  ziehen,  der  Mh  Peripherien  zweier  Kreise 
halbirt  und  einen  dritten  ifGhtwinKelig  schneidet. 

5)  Einen  Kreis  ziehen  ^  Anr  zwei  gegebene  Kreise  recht- 
winkelfg  schneidet  und  die  Peripherie  eines  dritten  halbirt. 

6)  Einen  Kreis  ziehen ,    der  durch  einen  gegebenen  Punict 

Seht,  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  nnd 
ie  Peripherie  eines  andern  halbirt 

7)  Einen  Kreis  ziehen,  der  eine  gegebene  Gerade  berdhrty 
einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  und  die 
Peripherie  eines  andern  halbirt 

8)  Einen  Kreis  ziehen»  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht,  einen  gegebenen  Kreis  berflhrt  und  die  Peripherie 
eines  andern  halbirt 

9)  Einen  Kreis  zieli\^ »  der  eine  gegebene  Gerade  nnd  einen 
gegebenen  Kreis  berflhrt  und  die  Peripherie  eines  an- 
dern halbirt 


Bemerkong  dM  Herausgebers  zu  vorsteheDdcm 

Aufsatze. 

Dar  Berr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  hat  zu  dem- 
selben nur  eine  Figur  (Taf.  II.  Fig.  2.)  eingesandt,  welche  zu  den 
beiden  Aulgaben  auf  S.  4.  und  S.  5.  gehurt.  Wenn  auch  die  Le- 
ser wahrscheinlich,  so  wie  i<Ai,  Zeichnungen  zudem  ersten  Theile 
dieses  Aufsatzes  ?erroissen  werden ,  so  habe'  ich  denselben  dessen- 
ungeachtet auch  ohne  dieselben  abdrucken  lassen,  weil  es  mir 
scheint,  dass  diese  Zeichnungen  ein  Jeder  sich  leicht  wird  selbst 
entwerfen  können,  so  dass  dadurch  die  Deutlichkeit  wesentlichen 
Schaden  nicht  leiden  därllte. 


« 


II. 

Ton  den  einem  I^else  umschriebenen 

und     einem    zweiten   Kreise    einbe- 

sclirielbenen  Tieleci&en. 

Ton 

Herrn  Planck, 

Repetenten  an  der  polytechnischen  Schule  zn  Stuttgart. 


Man  fiodet  in  Poncelefs  Trait^  des  propri<$te8  pro- 
jectives  einen  ausffthr liehen  Beweis  des  Satzes: 

»,Wenn  zwei  Kceelschnitte  eine  solche  Lage  haben, 
dass  irgend  ein  neck  dem  einen  umschrieben  und  zugleich 
dem  andern  einbeschrieben  werden  kann,  so  lassen  sich  im- 
zkhli^e  andere  necke  unter  denselben  Bedingungen  lie- 
schreiben.^ 

•  Das  Folgende  enthfilt  eine  Vereinfachung  der  von  Poncet  et 
angewandten  Beweismethode,  und  sodann  noch  einen  hesondem 
davon  unabhängigen  Beweis  für  das  einem  Kreise  umschriebene 
und  einem  zweiten  Kreis  einbeschriehene  Drei-  und  Viereck. 

Da  wir  dabei  vom  Pasca Ischen  Satze  in  dem  Sinne, 
wie  derselbe  in  Nr.  XXI.  Theil  XVIII.  dieses  Archi%'s  auf- 
gefasst  wurde,  vielfachen  Gebrauch  machen  werden,  so  mes- 
sen wir  auf  das  in  Mro.  I.  dieses  Artikels  Ausgeführte  im  Voraus 
verweisen. 

I. 

Betrachten  wir  ein  System  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  Geraden  OP  (Taf.  I.  Fig.  ].)  liegen,    und   die    den    mit 
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OP:=lOP'  besohriebenen  Kreis  ortbosonal  durchscbneiden.  Wird 
ein  solcber  Kreis  von  der  Geraden  OP  in  den  Punkten  R,  5  ge- 
troffen»  so  ist 

OP^=^OP^=::ORxOS, 

mitbin  sind  P^^  R,  P,  S  vier  barmoniscbe  Punicte»  d.  b.  die 
Punkte  P*,  P  sind  für  alle  Kreise  des  Systems  zugeordnete  Pole. 
Was  im  Folgenden  für  P  bewiesen  wirds  gilt  auch  für  /^. 

Ist  ABCD  ein  irgend  einem  der  Kreise  einbescbriebenes 
Viereck,  dessen  Diagonalen  swh  in  P,  dessen  gegenüberliegende 
Seiten  a,lso  verlängert  sieb  auf  der  Polare  von  P  schneiden,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  jede  durch  P  gezogene  Gerade  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  AB,  DC  in  zwei  Punkten  A',  C  trifft» 
welche  zu  P  und  zum  Schnittpun)||t£  der  Geraden  mit  der  Polare, 
von  P  harmonisch  liegen.  Hiera«s  aber  folgt  unmittelbar»  dass 
die  Punkte  A',  O  wieder  auf  einöle  Kreise  des  Systems  liegen» 
und  ferner,  dass  die  beiden  andern  Punkte  R^  Z)^  in  welchen 
AB,  DC  diesem  Kreise  begegnen,  gleichfalls  mit  P  auf  jsiner 
Geraden  liegen. 

Da  nun  APB,  DPC  sowohl  als  A'PB\  D'PC  ähnliche 
Dreiecke'  sind ,  so  folgen  nachstehende  wohl  meist  bekannte  Sätze: 

1)  Irgend  zwei  Kreise  des  Systems  werden  von  einer  belie- 
bigen Geraden   in  vier  JPunkten  von  der  Lage  geschnitten,    dass 

fcein  Paar  vion  Geraden,    welche  zwei,    nicht  auf  einerlei  Kreis 
»gencle,  Punkte   mit  dem  Punkt  P  verbinden,    denselben  Win- 
kel bildet,  wie  das  andere  Paar,  {DPD'=CPC  u.  s.  w.). 

2)  Da 

AA^ABf  -  DD'^DC 

die  Lage  der  Punkte  A  und  D  aber  ganz  unabhängig  von  einan- 
der ist,  so  folgt,  dass  das  Verhältniss  von  AP  zu  der  von  A  an 
den  zweiten  Kreis  gezogenen  Tangente  constant  ist,  oder  allge- 
mein, dass  das  Verhältniss  der  von  einem  Punkt  A  irgen4  eines 
der  Krebe  an  zwei  andere  Kreise  des  Systems  gezogenen  Tan- 
genten sich  mit  der  Fortbewegung  von  A  nicht  ändert 

Hierin  liegt  zugleich: 

3)  Den  Berührungspunkt  einer  Sehne  AB  mit  einem  Kreise 
des  Systems  erhält  man,  wenn  man  von  P  nach  AB  die  den 
Winkel  APB  halbirende  «Gerade  zieht. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  zu  beweisen,  dass,  wenn 
zwei  Selten  AB,  AC  eines  einem  Kreise  des  Systems 
einbeschriebenen  Dreiecks  Tangenten  an  zwei  anderen 
Kreisen  des  Systems  bleiben,  dann  auch  die  dritte 
Seite  BC  immer  Tangeute  an  einem  und  demselben 
Kreis  desselben  Systems  bleibt 
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Dies»  zeigt  sieb  nun  hier  weil  rinfacher,  ab  bei  Mbieelet, 
der  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinscbafUicber  reeltelBekanle 
betrachtet  Poncelet  gibt  zunächst  fär  den  Punlit»  in  «relehem 
die  Seite  J0C  ihre  Umbüllungscurve  l>eruhrt,  folgende  CoBstruction: 
"Wenn  c  der  BerQhrungspunIct  von  AB,  b  der  Beruhrungsponict 
von  AC  mit  den  beiden  gegebenen  Kreisen  ist^  so  flndetmanden 
Berührungspunkt  a  auf  JBC,  indem  man  den  Punlit  A  mit  dem 
Schnittpunkt  von  Bb  und  Cc  verbindet  Dann  wird  weiter  bewie- 
sen, uass  der  Punkt  a  zugleich  derjenige  ist^  in  welchem  BC 
einen  Kreis  vom  System  bertthrt.  Das  Letztere  ergibt  sich  nun» 
wenn  wir  jene  Construction  voilKufig  voraussetzen,  einfach  daraus» 
dass  zwischen  den  Punkten  0^0,0  1)  die  belcannte  Refation 
SUtt  findet: 

AexBaXCb=sAbxBcXCc, 

und  dass  2)  nach  den  oben  angefahrten  Sätzen: 


womach  man  also  erhält: 


JP 

—  'CP' 

ßc 

Ac=^ 

Bm 
1P' 

srliai 

t! 

Ba 

Ca- 

BP 
CP' 

Ist  nun,  scbliessen  wir  nach  Poncelet  weiter,  die  UmhSlIungs« 

curve  von  BC  kein  Kreis  vom  S^^stem ,   so  muss  sie  zusammen^' 

fallen  mit  der  Umhüllung  aller  Kreise  des  Systems,  während  doch 

eine  solche  gar  nicht  existirt:  es  bleibt  also  anr  das  Erste  fibrig«  ^  « 

\^ 
Die  einstweilen  aufgenommene  Voraussetzung  hinsichtlich  der 

Construction  des  Berührungspunktes  a  Hesse  sich  umgehe» ».wn 

nachzuweisen  wäre,  dass  das  Verhältniss 

BP      CP      BP+CP 
Ba"  Ca'^      BC 

unter  den  festgesetzten  Bedingungen  constant  bleibt,  indem  dann 
von  selbst  folgen  würde,  dass  a  immer  auf  demselbeft  Kreise 
liegt.  Man  hätte  dann  einen  allgemeinen  rein  elementaren  Beweis 
unsres  Tbecfrems.  Allein  der  directe  Nachweis  dieses  Satzes 
scheint  mehr  Sache  der  rechnenden  Geometrie  zu  sein,  und  des- 
halb ist  es  wohl  vorzuziehen,  die  gemachte  Voraiisetzung  mög- 
lichst einfach  zu  beweisen. 

Wir  scbliessen  deshalb  nach  Poncelet  zunächst  so:  Der 
gesuchte  Schnittpunkt  irgend  einer  Lage  BC  mit  der  ihr  unend- 
lich nahen  Lage  ist  jedenfalls  kein  anderer,  als  der  Schnittpunkt 
von  BC  mit  oerjenigen  nächstfolgenden  Lage,  die  man  erhalten 
würde,  wenn  bei  der  Fortbewegung  von  A  die  Seiten  AB,  AQ 
statt  Tangenten  an  den  beiden  ICreisen  zu  bleiben ,  sich  um  Ihre 
Berührungspunkte  e^  ö  drehen  würden.  Man  siebt  sich  daher 
auf  die  Aufgabe  zurückgefiihrt: 


H 
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Do#='tPiinkt  zu  bestimmen^  in  welchem  die  freie 
Seite  JlC  eine«  einem  Kreise  einbeschriebenen  Drei- 
ecks  ABC,  dessen  Seiten  AB^  AC  sich  um  zwei  feste 
Ponkte  •»  6  drehen,  ihre  Umhüllungscurve  berflhrt. 

^Poncelet  beweist  die  schon  gegebene  Constniction  dieser 
Aufgabe  mittelst  Projection  zweier  concentriscber  Kreise.  Wenn 
man  sich  aber  an  die  Aaflusung  der  Aufgabe  erinnert,  die  Lage 
von  BC  zu  finden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so 
wird  man  auf  eine  sehr  einfache  LOsune  unseres  Problems  kom- 
men, da  der  gesuchte  Punkt  eben  die  Bedingung  erfüllen  muss, 
dass  sich  durch  ihn  nicht  noch  eine  zweite  Sehne  vom  System 
der  Sehne  BC  ziehen  lässt.  Wir  werden  hier  mit  folgender  Be- 
trachtung ausreichen. 

Wenn  (Taf.  L  Fig.  2.)  BC  und  B^'  zwei  Lagen  der  freien 
Sehne  sind,  so  schneiden  sich  nach  dem  PascaTschen  Satze 
BO  und  BC  in  einml  Punkt  der  Geraden  bc.  Dieser  Punkt 
rückt  immer  näher  dem  Punkt  Z>,  in  welchem  BC  die  bc  trifft, 
wenn  B'O  sich  der  La;?e  BC  nähert,  und  rällt  mit  ihm  zusam- 
men, wenn  B'C  mit  BC  zusammenfällt.  Dann  aber  sind,  wie 
man  siebt,  der  Schnittpunkt  von  BC  und  BO  und  der  mit  D 
zusamnftngefallene  Punkt  zwei  zu  £,  C,  oder  B\  O,  harmoni- 
sche PunlUe  geworden,  und  daraus  folgt  aus  bekannten  Gründen 
die  angezeigte  Construction. 

Der  weitere  Gang  des  Poncet et'schen  Beweises  ist  nun 
der.  Wenn  irgend  ein  neck  einem  Kreise  umschrieben  und  einem 
^sweiten  einbeschrieben  ist,  so  wird  jede  Diagonale  des  necks 
"einen  dem  System  der  beiden  Kreise  angehürieen  Kreis  in  einem 
bestimmten  Punkte  berühren ,  und  wird ,  wie  sich  aus  dem  erwie- 
siSHen  Hilfssatz  ergibt,  auch  Tangente  an  demselben  Kreise  blei- 
ben, wenn  man  der  Annahme  Kaum  gibt,  dass  bei  einer  Ver- 
rfickung  des  Polygons  eine  Seite  desselben  aufhuren  würde,  Tan- 
gente an  den  ersten  Kreis  zu  sein.  Bleiben  aber  die  Diagonalen 
immer  Tangenten  an  denselben  Kreisen,  so  muss  wieder  nach 
dem  Hilfssatze  auch  die  Seite  des  Polygons,  deren  Bewegungs- 
gesetz in  Fra^e  gestellt  wurde,  Tangente  an  dem  Kreise  bleiben, 
an  welchem  sie  es  in  ihrer  ersten  Lage  war. 


II. 


Man  sieht,  dass  der  Nerv  deis  Beweises  im  Pascafschen 
Satze  liegt.  Auch  Poncelet  beweist  eigentlich  bei  seiner  Con- 
struction des  Berührungspunktes  diescfu  Satz  nur  zum  zweiten 
Mal.  Im  Folgenden,  wo  wir  die  Betrachtung  der  Umhüllungs- 
eurven  zunächst  ganz  umgehen  werden,  werden  wir  uns  gleich- 
falls des  PasGafschen  Satzes  auf  einer  andern  Seite  wieder 
bedienen. 
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Is  sei  (Ttf.  I.  Fiff.  3.)  das  Dreieck  ABC  eioem  Ereise 
nit  dem  Mittetponkt  O  mneebriebeii.  Die  Peripherie  des  Krel- 
eee,  dem  das  Dreieclc  einbeschriebeo  ist,  wird  troo  der  fieradee 
AO,  BO,  CO  in  den  PuelcteB  D,  E,  F  getroffen,  EF  begeg- 
net der  AO  in  G.  Da  Bogen  AFssBFf  Bogen  AE=zCE,  ee 
kty  wie  man  leicht  erlcennf»  Dreieelc  AEF  congruent  Dreieclc 
OEFf  fiberdieaa  AO  \n  G  senkrecht  balbirt  Zieht  man  nun  den 
Durchmesser  AQ,  der  der  EF  In  P  begegnet»  und  trifft  POvkt" 
Ungert  die  BC  in  R,  so  ist,  weil  QD  parallel  EF  und  QF=zDE, 

FAP=:EAG=:FOP=EOG==COR, 

sooMi  DreleckCOA  fihnlich  Dreieck  EOG,  oder  OR  seekreeht 
88  BC  und  gleich  dem  Halbiiiesser  des  dem  Dreieck  ABC  ein- 
beschriebenen Kreises,      i 

Nun  bemerke  man»  dass  PO,  OR  Projectionen  der  Sehne 
BF  von  den  Punkten  E  und  C  des  Kreises  aus  sind.  Da  aber 
PO  auch  eine  Projeefion  von  QD  ist  (vim  ^  aus),  so  mussnach 
dem  PascaTschen  Satze  OR  gleichfalls  eine  Projection  von  QD 
Ton  einem  Punkt  5  des  Kreises  aus  sein.  Somit  ist  ODR^AQO, 
und  da  fiberdiess  />Oß=POCr=Q^O,  das  Dreieck  DOBthn- 
lieh  dem  Dreieck  QAO,  womach  man  hat:  ** 

ODXAO 
^^- ÄQ~' 

ein  anderwärts  her  bekannter  Ausdruck»  der  zeigt,  dass  der  Halb« 
messer  OR  ?on  der  bestimmten  Lage  des  Punktes  A  unab« 
hfingig  ist 

Es  sei  jetzt  (Taf.  I.  Fic.  4.)  das  Viereck  ABCD  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  O  umschrieben,  und  einem  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkt  M  einbeschrieben.  AO  halbirt  den  Bogen 
BD  in  E,  CO  in  G,  BO  halbirt  den  Bogen  AC  in  F,  DÖ  in 
H.  Dann  sind  EG,  FH  Kreisdurcbmesser»  EG  senkrecht  zur 
Sehne  BD  in  Q,  FH  senkrecht  zur  Sehne  AC  in.P.  Da  nun 
OM  eine  Projection  sowohl  der  Sehne  DF  (von  H  aus)»  als  der 
Sehne  AG  (von  E  aus)  ist,  so  8ind  diese  Sehnen  von  einerlei 
System  in  Bezu^  auf  den  Durchmesser  OM,  und  es  wird  daher 
die  Projection  der  Sehne  DF  von  B  aus  zusammenfallen  mit 
der  Projection  der  Sehne  AG  von  C  aus»  d.  h.  AC  und  BC 
werden  sich  in  einem  Punkte  iV  des  Durchmessers  OM  schnei- 
den« Hieraas  folgt  einstwellen  so  vIelydaÄi  der  Schnittpunkt  der 
Diagonalen  des  Vierecks  unabhängi||  ist  von  der  besonderen  Lage 
des  Punktes  A\  denn  der  Punkt  N  ist  durch  M  und  O  bereits 
gegeben. 

Ganz  ebenso  wird  man  schlifeüssen,  dass  DF  und  AG  Sehnen 
von  einerlei  System  sind  in  Bezug  auf  die  Gerade  PO,  dass  folg- 
lich DB  ond  EG  ^eb  auf  einem  Punkte  dieser  Gerade«  schnei- 
den» oder  dass  die  Punkte  P,  O,  Q  in  gerader  Linie  Hegen  (ein 
anderwärts  her  bekannter  Satz). 
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Ffir  die  LSnge  r  ^es  dem  Viereck  ABCD  einheschriebenen 
Ereises  bat  man  nao,  da  OABs=zEGii,  und  EBG=s\2i,,  mit- 
teUt  ähnlicher  Dreiecice; 

r  _EB 
OA  —  E6' 

oder,  ds  BE^ssEGxEQ: 

Wollte   man   jetzt   den   in  I.    gefundenen   Satt-/: benutzen,    das« 

EilxJEM     .  ^  .  «  ESn 

— P^       eine  constante  Grösse  ist«    also  z.  B*  =  ^ju24.oMf^ 

(wenn  nemlich  der  Punkt  Q  mit  üf  zoÄmmenßllt) ,  so  wflrde  man 
erhalten: 

OA^XEO^ 
^^^EW+OAn)' 

Man  Jcann  aber  dasselbe  Resultat  unabhängig  davon  aus  den  Ei- 
genschaften des  Dreiecks  EOG  erbalten.    Da  nemlich 

EOQ=GOM,    EOM=zGOQ; 

so  hat  man: 

EOX  OQ     EQ 
^^  OGxOM'-mi' 


'2) 


EOxOM  __EM, 
OGxOQ—  GQ' 


irorans 

3) 

somit 


E0^_  0G^_  OE*+OG^_  Q£?  +  OG^ 
EQ  ^  GQ~   EQ  +  GQ  ~        EG 


r«= 


OA^X  OE^ 


OE^+ÖG^' 
ein  mit  dem  obigen  ad»  bekannten  Gründen  Identischer  Ausdrack. 


IIL 

Noch  lässt  sich  in  ziemlich  einfacher  Weise  der  Satz  bevrei- 
son»  durch  den  man  mit  dem  Dreieck  und  Viereck  zugleich  fer- 
tig wird: 


Wenn  zwei  Selten  AB,  JC  eines  elnem'Kreiee  ein- 
beschriebenen Dreiecke  Tangenten  an  einen  iweiten 
Kreise  bleiben,  so  bleibt  auch  die  dritte  Seite  BC 
Tangente  an  einem  dritten  Kreise,  der  mit  den  beiden 
ersten  einerlei  (reelle  oder  ideale)  Selcante  hat 

• 

Betrachten  wir  zwei  parallele  Landen  BC  und  B'O  (Taf.  IL 
^l^.  L).  AO  halbirt  den  Bogen  BC  in  P,  AO  den  Bogen 
tfC  xn  P*.  Der  Durchmesser  PP*  steht  senkrecht  zu  BC  in 
D,  senkrecht  zu  B'O  in  Et,  Ist  PP*=1R,  und  der  Halbmesser 
des  andern  Kreises  r,  so  hat  man,  da  PAC^='PP'C,  wegen 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 


Ebenso  indet  man: 


»/^»^ 


4JPr* 


Es  ist  aber 


fvlglich 


3)    PD  +  />ö'=2ä(^,+  -^), 


oder,  wenn  £  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  ^beider  Kreise  be- 
aeicbuet: 

OP^4-  OP^ 
PD  +  P'ir:^2R--Dir=2Rr^^:^^^^. 


=  4Är* 


(Ä^—A^)«  • 


Da  somit  zwei  parallele  Laiben  von  BC  immer  denselben  Abstand 
haben,  so  kann  man  den  iSatz  hiemit  als  bewiesen  betrachten, 
<^er  auch,  wenn  man  will,  den  Beweis  in  einer  oder  der  andern 
Weise  vervollständigen. 

Was  man  aber  daraus  in  Bezug  ^nfrflns  einem  Kreis  nm- 
schriebene  und  einem  zweiten  Kreis  einbeschriebene  Drei-  und 
Viereck  zu  schliessen  hat,  leuchtet  ein. 
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III. 

Beltriffe  mar  KemUilss  des  genkillBl 

ffea  Drelecluk 

Hern  C.  Ilellwig, 


Allg«aelft«  Betracktvftg. 


Uif  g^h««  ▼•«  d««i  HftUe  tmm,  iMmm  die  drei  taf  de« 
rtoM     llraiedke    .lirr*    (TaT.    Ill.i    Im    ilifM    MMm    «.    4.  « 
erfirlilelr»  Lethe  •Irli   ie    eieen  renkte   (/  arlineidre.     \m  itm 


Millelpeekle  dee  krMe».  «rldier  eicli  en  d*»  Dreieck  beuhfel 


Ihifrb  dir  Vevliiedeiie  vee  e.  6.  r  eeirr  einaeder  eeUtefcl 
dfte  Ihrteci  «Ar.  itmmrn  Scilrii  nit  deeen  von  ABC  nirelM  m4 
«e  lldAee  ve«  iheee  «ied.  IHe  «eflka«cffteii  Ulke  mV»  kV.  tO 
■fcire  dekrr  die  ll^bee  dee  UreifcU  «*r  ecie .  »eklM  eMi  rfM 
etoefel»  »IrU  io  rtaeei  eiMieen  Henkle  kreeartt.  Bei  Im  Hllü 
ilH.  jr#\  CC  ve«  ilAC  Mg  dkM    iA   IT  «toll 


JeUt  eMchen  »ir 

e^isTe.     6i>|sr*.    rC^stV 

vnd  vfthiedee  d^  eflulleM«  Penkle  J,»  IT..  Ti  »ll  IT  end  alt 
A»  Ü.  C    «elriM  letilefen   ikremrtle   »H  t'  tetkendra  «etdett. 

Imker  eecW  Bliiikte  imI  gleidiea  2Wle«; 

■ewvee  emi  HeBeseewn   ees  eieseB  eesB* 
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recbt  auf  einandery  und  je  zwei  angrenzende  dieser  RMttiboD  ha- 
ben eine  Seite  gemein.  In  der  Figur  sind  die  Seümi  liier  sechs 
Rhomben  durch  punktirte  Zeichnung  markirt  worden  mul  jede  der 
punktirten  Geraden  ist  mithin  dem  Radius  des  um  das  Drcfieck 
ABC  beschriebenen  Kreises  gleich. 

Durch  die  Verbindung  der  Punkte  Ai^  B^  Ci  unter  einaii* 
der  erhält  man  jetzt  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  mit  denen  von 
ABC  als  Gegenseiten  in  Parallelogrammen  bezfiglich  gleich  und 
parallel  sind  {^A^ByC^^ ^ABC).  »Die  Lagis  der  beiden  Drei« 
ecke  ist  reciprok ,  da  einerseits  die  verlängerten  Geraden  Ai  ü, 
BiVj  CfU  die  Höhen  von  AiByCi  bilden»  andrerseits  aber  sich  ' 
leicht  zeigen  lässt,  dass  nicht  nur  AiBx  in  C|,  AiCi  in  6|i  BiCi 
in  Ol  halbirt  sind,  sondern  auch 

Aa^—Hai,    Bbi=Hbi,    Cci^Uc^ 

sein  muss,  so  dass  also  in  H  der  Mittelpunkt  des  um  AtBiCi 
beschriebenen  Kreises  liegt.  Die  einander  entsprechenden  IStficka 
der  Hüben  beider  Dreiecke  sind  natürlich  ebenfalls  einander 
gleich,  z.  B« 

Aait=:Haiz=Aia=s  Ua. 

Ehi  Ober  AB  beschriebener  Halbkreis  gehtÜurch  D  und  F,  und 
man  hat  deshalb: 

AH.HD  =  BH.BF; 

ebenso  ist 

AH.HD=CH.HG, 

d.  h.  die  Produkte  aus  den  Abschnitten  der  Höhen 
eines  Dreiecks  sind  gleich. 

Wegen  der  kurz  Torher  gemachten  Bemerkung  über  die  Gleich- 
heit von  Aüi  und  Bai  u.  s.  w.  gehen  die  aufgestellten  Beaiebun- 
gen  über  in: 

Hai.HD  =  Hbi.HF  =  Bci.BG, 

welche  me\^,  dass  die  Punkte  ax,  6|,  Ci,  D,  F,  G  eii|pm 
einzigen^reise  angehören.  « 

Verbindet  man  A  mit  a,  so  schneidet  Aa  die  Gerade  bc  in 
J  so,  dass  Jb^=Jcy  und  errichtet  man  nun  auf  bc  in  J  ein  Loth 
bis  zum  Durchschnitt  mit  BC  in  K,  so  muss  DK=saK  sein. 

Wendet  man  dies  auf  das  Dreieck  AHB  an,  so  muss  ein 
Lothj  auf  cri6i    in  der  Mitte  errichtet«  auch  auf  cG  in  der  Mitte 


»  16 

'  senkisecht^eben.  Wdl  nun  aber  der  Mittelpunkt  des  vorerw&bn- 
len  Kreisel  offenbar  der  Durcbscbnitt  der  auf  a|6i  io  d«r  Mitte 
Bnd  auf  CiCr  in  der  Mitte  erricbteten  Lotbe  ist,  so  müssen  sidi 
kl  diesem  Hittelpunkte  aucb  die  auf  cG  und  CiG  in  den  Mitten 
erricbteten  Lotbe  treffen,  d.  b.  dieser  Mittelpunkt  muss  der 
Durcbscbnitt  M  der  Diagonalen  GGx  und  cci  des  Rechteck« 
cticiGi  sein..  Auf  eleicbe  Weise  geben  durcb  denselben  die  Dia- 
gonalen der  Recbteä«  nDaiDi  und  bFb^Fi,  Der  gedachte  Kreis 
S^bt  mitbin  nocb  durcb  die  Funkte  a,  b,  c  Weil  nun  M  die 
erade  DDi  balbirt  und  DH  =  und  ||  UDi  ist,  so  muss  M  wei- 
ter die  Mitte  der  Verbindurigsgeraden  ÜH  sein. 

Wird  ÜH  von  Aa  in  5  getroffen,  so  sind  die  Dreiecke  ABS 
und  aüS  winkelgleicb  und  es  verblUt  sieb: 

AS:aS=zHS:  US=AHz  Da, 

« 

woraus  wegen  AH—Wa  folgt,   dass  AS—%aS  und  HS=i2US 
ist,  d.  b. 

Die  Geraden,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecke 
mit  den  Mitten  der  Gegenseiten  verbinden,  schneiden 
sich  auf  der  Verbiiidungsgeradeu  des  Huhendurch- 
Schnittes  und  des  Mittelpunktes  vom  umschriebenen 
Kreise  so,  dass  ^le  Abschnitte  dieser  Geraden,  wie 
ihre  eigenen  sich  verbalten  zu  einander  wie  2:L 

Die  Grosse  des  Radius  ßir  den  Kreis  um  M  ergiebt  sich 
leicht  aus  der  Bemerkung,  dass  Aai^zzaiH  und  HM=iMU  tat; 
denn  es  muss  deshalb 

Mui=}^VA=^R 

sein  (12  bezeichne  den  Radius  des  Kreises  um  ABC), 

Sq|ineidet  endlich  Aa  den  Kreis  aus  M  in  N  und  den  Kreis 
aus  17  in  Q,  so  haben  die  Dreiecke  SNM  und  SQIJ  einen  glei- 
chen Winkel  und  zwei  ihrer  Seiten  solche  Beschaffenheit,  dass 
2MN=UQ  und  ^MS=:VS  ist;  weshalb  auch  2SN=SQ 
sein  muss. 

•^  Wir  glauben  in  dem  Vorstehenden  einen  sehr  einfachen  Nach- 
weis Ober  die  Lage  gewisser  bemerkenswerther  Geraden  und 
Punkte  eines  Dreiecks  geliefert  zu  haben,  und  wenden  uns,  darauf 
fussend,  zu  anderen  Geraden  und  Punkten  der  Figur. 

Verbindet  man  nämlich  Z>,  F  und  G  unter  einander,  so  ist 
Jf  der  Hittelpunkt  des  Kreises  um  Dreieck  DFG  mit  dem  Ra- 
dius 5i2,  wie  sogleich  erbellt;  aber  es  ist  ferner  H  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  DFG  eingeschriebenen  Kreises;  denn 
man  bat: 
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^DG€i=^DaiCi  (PeriphcrieHnkel)  =:^DAC 

^FGci=zj^FbiCi  (Peripherievvinkel)  =^FBC, 
«0  dass,  weil 

^DAC=^FBC, 
auch 

^DGci=^FGci 

sein  muss. 

Daher  bilden  die  Hohen  vom  Dreieck  ABC  die  Halbirungs- 
eeraden  der  Winkel  vom  Dreieck  DFG,  deren  Durchschnitt  mit- 
oio  den  Mittelpunkt  des  Kreises  darstellt»  welcher  sich  in  das 
-Dreieck  DFG  beschreiben  lässt  Daraus  fliesst  die  weitere  Fol- 
gerung, dass  A,  B,  C  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreieck  DFG 
angescbriebenen  Kreise  sind,  da  ihre  Verbind ungsgeraden  auf 
den  Halbirungsgeraden  der  Winkel  von  DFG  senkrecht  stehen^ 
and  somit  die  Aussenwinkel  von  DFG  halbiren. 

Fällt  man  in  DFG  von  //  die  Lothe  HX,  Hi\  HZ.   so  ist 

GX=Gr,    FX=FZ,    DY=DZ; 

▼erlSngert  manZX?  und  DF  und  fallt  von  A  die  Lothe  AP,  AT, 
AV ,  so  ist 

GP=:GT,    DT=DV,    FP^FV, 

welches  Alles    durch  Congruenzen    sich   leicht  nachweisen  iSsst. 
Es  ist  also 

DT=:Dr   oder    DG+GT^DF  +  FV, 

hiervon  DT=^DZ  weggenommen,  bleibt 

Gr+GT=:FZ+FV, 

oder 

GX'i^GP=FX+FP, 
woraus  durch  Subtraction  von  PX^=PX  folgt: 

2GX=2FP    oder    GX  =  FP. 
Daher  hat  man  auch: 

GT=GP=FX, 

DT=DG  +  FX=DV=DF+GX. 

Theil  \J\.  2 
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Ein  Kreis,  mit  HX  tus  H  beschrieben,  geht  durch  Xf  F,  Z ;  ein 
Kreis,  mit  AP  aus  J  beschrieben,  geht  durch  P,  T,  V,  Verbin- 
det man  also  X^  F,  Z,  sowie  P,  T,  V  unter  einander,  so  sind 
die  bezeichneten  Kreise  die  den  entsprechenden  Dreiecken  XYZ 
und  PTV  umschriebenen. 

Wir  gehen  nach  dieser  Erläuterung  der  Fieur  zur  Bestimmuns^ 
der  Entfernungen  der  beroerkenswerthen  Punkte  von  Ecken  una 
Seiten  der  betreffenden  Dreiecke  und  zur  Aufstellung  von  Bezie- 
hungen zwischen  den  Fi&chen  dieser  Dreiecke  selbst  über. 


II. 

Der  Durchschnitt  der  Verbindungsgeraden  der  Ecken 
eines  Dreiecks    mit   den  Mitten  der  Gegenseiten  oder 

der  Schwerpunkt 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  durch  S  bezeichnet    Wir 
setzen : 

BC=a,    AC:=b,    AB=c; 

SA^zBi,    SB=-e^j    ($C=6f 

und  nennen 

*i  >    ^>    ff 

die    Entfernungen  des  Punktes    iS  von    den  Seiten   des  Dreiecks 
ABCy  so  dass  z.  B.  SO^Sy, 


Man  hat: 


BDz=  Ba-'IJa^z^a-Da, 
CD=  Cfl+  />a  =  2a  +  ^ö; 


also  auch 


ÄO«  +  C/>2=?rt2+2I>n« 


Ferner: 


mithin 
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6«  +  c>=2JZ)»+2Da»  +  g  o» 
=2^a«  +  L«, 


d.  h. 


2i<o*=6«+c*-^o« 


Weil  nun 


also 


^S^^ei^iiAa  > 


2^a«=^e|» 


ist»  so  folgt 


9ei«=2(6*+c*-a2)+a».    Ebenso 

9e3»=2(aH6«-c«)+c2; 
woraus 

(2)  3(^x*+«2*  +  ^8*)  =  «*+6*+c« 

sich  ergiebt.    SO  ist  =!^^Z>;    bezeichnet  mao  aber  den  Inhalt 
von  ABC  mit  D,  so  ist  a,AD=^2D,  und  man  findet  also: 

€i  =  Q—  •    Ebenso 


3a 


(3) 


%  = 

2D 

=  3«  ' 

«8  = 

2D 

-3c' 

woraus 


(4)  a.€i+b.B2+c,€^=^'iD 

folgt. 

In  der  letzten  Formel  ist  ein  Satz  von  allgemeiner  Bedeutung 
angezeigt ,  nämlich  dass ,  wenn  man  von  einem  Punkt  auf  die  Sei- 
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ten  a,  6,  c  eines  Dreiecks  Lothe  l>j,  L^,  L^  Hillt,  der  Inhalt  D 
des  Dreiecks  bestimmt  wird  durch: 

(5)    €lLi  +  b:L^  +  C.L3 =2/>, 

vorauss;esetzt,  dass  dieselben  positiv  genommen  werden,  sobald 
sie  auf  der  inneren,  hingegen  negativ,  sobald  sie  auf  der  äusse- 
ren Seite  der  Dreiecksseite»  auf  welche  sie  gefällt  sind,    liegen. 


111. 

Der  Höhendurchschnitt. 

Die  Hoben  bezeichnen  wir  mit  A^,  h^,  A3,  so  dass  /ii  auf 
die  Seite  a,  h^  auf  6,  A3  auf  c  senkrecht  steht,  die  dadurch  be- 
stimmten Abschnitte  der  Seite  a  mit  aj  und  a^,  wovon  a^  an  der 
Seite  6  und  a^  an  c  liegt,  der  Seite  b  mit  6j  und  62  und  der 
Seite  c  mit  C|  und  c».  Die  vorhandenen  rechtwinkligen  Dreiecke 
ei^eben  dann  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 

Ai«  =  6«-ai«z=:c2~aa«, 

(6)     JA2«=a2-6|^=c^-V> 
(Ä3a=o«-Cx2=6*-C42; 
woraus  sich,  vermöge     • 

(«1  +  cr2=^> 


(7)     J6i+6a  =  6, 


sofort  ableiten  iSsst: 


(8) 


«1=        2«         ' 

« 

^       6«+««— c», 
*»  —        2ft 

J>a-       26         ' 

ca+6«-a« . 
""*  =       2c         ' 

aus  welchen  Gleichungen  man  wiederum  findet: 
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Die  IiifaaUsbestiiniuaDg  erfolgt  durch: 

(10)    2D=za.hi=b\-c.h:3^ 
Aus  (9)  und  (10)  folgt  dann  weiter: 

(11)     jÄ3.aa  =  Äi-<?i» 

^^  •  &SI  =  As  •  ^2  • 


IV. 

Der  Mittelpunkt    des    umschriebenen    Kreises. 

Der  Radius  desselben  sei  R,  die  Lothe  von  dem  Mittelpunkt 
auf  die  Seiten  a,  b,  c  seien  ferner  ii,  4'  4»  ^^  ^^^^  ^i  ^^  Loth 
auf  a  ist. 

Dann  hat  man: 

(12)    Ä«=Ja'+/i«  =  j6>+4«=|C«+4« 

und 

(13)    2D=a./i  +  Wa  +  c73,    vergl.  (5). 

Wenn  man  sich  nun  erinnert,  dass  früher  gezeigt  wurde: 

Aai=:aiH=^li,     Bbi=biH=:l^,     Cci  =  CiH=:Iq; 

so  verwandelt  sich  die  oben  aufgestellte  Gleichheit  der  drei  Pro- 
ducte,  in  welchen  diese  Grossen  vorkommen,  in  folgende  Glei- 
ch ungeu: 

f/i(Äi~2/0=/:,(Aa-2/a), 

(14)     j/i(Ai-.2/,)=/,(Ä3-24), 

'4(V-24)=:/3(/i3-2/3). 
Weil  aber  durch  B,  D,  H,  6^  ein  Kreis  sich  legen  lässt,  so  wird 
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r2li .  A|  =  c^  •  r.    Ebenso 
(15)     kl^.h^==:a^.a 

Eliminirt  man  aus  der  ersten  dieser  Formeln  hg  vermöge  (10)» 
so  ergiebt  sich: 

^  =  j^  (6«  +  c*—  a«) .     Ebenso 
(16)     i   /2=§X^(«Hc»-6«), 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich,  wenn  a-fA-fc==tf  gesetzt  wird, 
auf  folgende  Form  bringen : 

4  =  g^.{ff(ff-2a)-26cU 
(17)     ^    4=^.U(a-26)-2acl, 

^  =  ^.{<F(<F-2c)  — 2a6}. 

Es  fallt  nicht  schwer,  aus  dem  Vorigen  die  Werthe  von  /| ,  Z^,  ^ 
noch  in  anderer  Gestalt  darzustellen.    Aus  (12)  folgt  nämlich*: 

(18)     ^/,»-^»=J(c«-a«). 

4*-V  =  i(c»-6*). 

Multiplicirt  man  femer  die  erste  Gleichung  in  (15)  mit  a,  die  zweite 
mit  b  und  berücksichtigt  (8)  und  (10),  so  ist: 


2/i.Z>=Ja(6«  +  c«— a») 


und 


2/i./>=jÄ(a«  +  c«-^«) 
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mitbiD 

2Z)(/,-ü  =  Jt(a  +  6)*-c«|.(6-ii), 

wie  sich  nach  einigen  leichten  Transformationen  ergiebt.  Hier- 
nach bildet  man  ohne  Mühe  auch  die  Werthe  fiir  2D(4  —  l^)  und 
2D(Li'-l^),  und  erhält  so:  ' 

/i  —  'a  =  -g^ .  <y(<y— 2c), 
(19)     ^^/|-(i  =  ^.cr(cy-26), 

Dividirt  man  jetzt  die  Gleichungen  (18)  entsprechend  durch  die 
in  (19),  so  kommt: 

2D    a  +  6_2/)     <y~c 
'^  +  ^  —  T  •  5:=2"c— "^' tf-2c ' 

(20)     Vi+^--r-cy-26-   a  '5=26 ' 

2D    &  +  e  _  2D   a-a 

Die  Addition  dieser  Ausdrücke  fuhrt  zu: 

und  die  Subtraction  der  Werthe  in  (20)  von  dem  letzten  end- 
lich zu: 

^^1  —  5"  •  |ö_26  +  tf-2c  "■  tf-2a} ' 
<2^)     i^  =  7-i5=2a+5=2c -^5:126}' 

^  -  ö  •  |tf-.2a+  ä=2i""  tf-2ci  ' 

Aus  den  so  eben  abgeleiteten  Formeln  kann  man  viele  neue 
Beziehungen  folgern;  so  ffinren  die  Gleichungen  (17)  in  Verbindung 
mit  (13)  zu  dem  folgenden  Werthe  von  D: 
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(23)    16Z>»=:  a«(6«+ca-a«)  +  6«(a«+c«— Ä«)  +  d^(a'^'{-li^-c'^ 
Nun  ist  aber 

6«(a«+c*-6«)  =  —  6«(a«+  6«-c«)  +  2a«6« 
und 

und  man  erhält  also: 


16Z>2=2a2(6*+c«— fl«)+(a«+6«-c*)(aHc*-6«).  Ebenso 
(24)     <  16D«=262(aHc*— Ä*) +(a«+6«-c2)  (ft^+c*— a«) , 

i6/>«=2c«(aH62— c^+(a*+c^-^*)  (6*+c«-a«) ; 
oder 

(25)  16i>*=2a«(6*4  c*-a«)+26«(«2+ca~6«)  -(a«+c*— 6«)(6M-c*-c«) 

(analog  noch  zwei  andere  Ausdrucke), 

was  vermöge 

6«+c«— a«=(a«+c«— **)  +  2(**— o^ 
und 

2<i«(Ä*+c^— a«)=4«  V + 2a«(6*-Ä«--c*) 

sich  verwandelt  in:  ♦ 

(26)     16i>*=4€i«c*-(a«+c*— 6«)«, 

(ähnlich  noch  zwei  andere  Formen). 

Cnd  hieraus  folgt  leicht  der  bekannte  Werth: 

16Z)«  =  (a  f  Ä+c)  {ai-b^c)  ißi-c-^i)  (6+c-a) . 


V. 

Die  durch   die  Hohen    bestimmten  Dreiecke,    die  Mit- 
telpunkte der  ein-  und  angeschriebenen  Kreise. 

Die  Dreiecke,  welche  nur  von  den  Hohen  und  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  eingeschlossen  werden ,  bestimmt  man  ohne  Wei- 
teres aus  den  schon  gegebenen  Formeln,  namentlich  aus  (8)^  (10), 
(16)  und  (24).    So  findet  man  z.  B. 
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(29)    ^ABD=I^D.      ^^.,     ^    . 

Wir  holen  jetzt  noch  eine  Bestimmunff  nach  in  Betreff  des 
Radius  dßs  umschriebenen  Kreises;  aus  (1*2)  und  (16)  folgt: 

ß2         1     2_L       «*     ^/2X    2         2^2        ^      2    16^+(^Hc^-«^)^ 

^  =  4  "^  +  64Z>ä  ('^Hc«-a«)2  =  4  o* . ig/^ä 

Der  Zähler  des  Factors  von  go^  ist  hier,  nach  einer  mit  (26) 
analogen  Formel ^  nichts  Anderes  als  ib^c^,  und  man  erhält  also: 

(30)    R  =  ^2)  • 

Dieser  Gleichung  stellen  wir  sofort  diejenigen  cur  Seite,  welche 
f{ir  den  Radius  des  eingeschriebenen  und  die  der  angeschriebenen 
Kreise  gelten.  Dieselben  ergeben  sich  iptt  Leichtigkeit  aus  (5), 
wenn  man  auf  die  hinzugefügte  Bemerkung  Rücksicht  nimmt.  Be- 
zeichnet man  den  ersten  Radius  mit  r,  die  librigen  mit  rj ,  r^,  r^, 
so  dass  Vi  auf  der  äusseren  Seite  der  Dreiecksseite  a  liegt,  so 
hat  man: 

2/>=r(a+6  +  c), 

|2Z>=ri(6  +  c— o), 

(31)      { 

|2D=r2(a+c-6), 

2Z>=r3(a+6~c). 

Wir  benennen  nun  weiter  FG  mit  a,  DG  mit  ß,  DF  mit  y, 
den  Inhalt  des  Dreiecks  DFG  mit  D  und  den  der  Dreiecke  BHC, 
AHC,  AHB  mit  Z)| ,  Z>a,  D^;  ferner  GX=GY mit  a.,  FX=FZ 
mit  a.2,  D¥=zDZ  mit  /?2>  ^^^  Radien  der  dem  Dreieck /)f6r  ein- 
und  angeschriebenen  Kreise  mit  q,  Qi  ,  Q2,  P3,  so  dass  ^|  zum 
Mittelpunkt  A  gehurt,  die  Seiten  des  Dreiecks  XYZ  mit  S| ,  Sn* 
«3,  die  des  Dreiecks  PTV  mit  «i,  u^p  «3»  die  des  dem  Dreiecic 
PTV  an  der  Ecke  Ä  entsprechenden  Dreiecks  mit  t?i,  r^,  ©3,  und 
die  dem  Dreieck  an  der  Ecke  C  angehurigen  mit  «?!  ^  toj ,  103,  end- 
lich   den    Inhalt   der    vier   letzterwähnten   Dreiecke    mit   A>  Ai» 

As»  As- 
Bestimmt  man  zuerst  die  Dreiecke  D^^  D^^^  D^y    so  ergiebt 
sich  aus  (10),  (16)  und  (24): 
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*'i= jg-g oder  AD.Di^=a*.ai.a^, 

(«5;    (lft'= jß2ji — »      4i;.I*t=6".6|.ft,, 


Jetzt  suche  man  a,  /^^  y  zu  finden.    Es  verhält  sich: 

Dabei  ist 

\         (aHc^-6^  (6Hc^*) 

und 

so  dass  man  bekommt: 

/«=2^(6ii+c«-a«)=^.    Ebenso 

U2-ä(«H6*-c*)=--^. 

Die  Addition  dieser  Werthe  liefert  unter  Berflcksichtigung  von 
(23)  die  einfache  Beziehung: 

SIP'      2D 
(34)    a^ß+y  =  -^  =  -g- ,  wegen  (30). 

Addirt  man  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (23)  und  sub- 
trahirt  die  erste  davon  ^  so  erhält  man  als  Factor  von  ^  /  den 
Ausdruck : 

6«(aHc*-^*) + cHaH^^—c^  —  a2(6«+c«— ««) 
=l60^2a2(6«+f^-a*)  nach  (23) 
=  (a«+6^-c«)(aHc*-Ä«)  nach  (24) 
=  KD.Di    nach  (32). 

Daher  wird: 
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■     .  8D.Di      2Di  ^, 

ß+f-f=-^=-]f  wegen  (30). 

(35)  ^«  +  y-^=-^^=-^-. 

Nun  kann  man  den  Formeln  (31)  entsprechend  Beziehungen 
zwischen  D,  or,  ß,  Vf  Q,  Qt,  q^,  Qz  aufstellen,  welche  unter  Be* 
rücksichtigung  von  (34)  und  (35)  ilbergehen  in: 

0'=  -^    .^  oder  DM=D,q  wegen  (30). 

L      4Z>.Z>.  ^  ^      ^ 

(36)  \ 

L       4PJPg  r^  o       r. 

—   fl6c    ' ^'  "  D,Ä=Z;3.p3. 

Die  mit  (30)  entsprechende  Gleichung  heisst/Z=:-H]|    oderD.ß 

cx/?v  1 

=  -3^,     weil    öÄ    der  Radius  des    um    DFG    beschriebenen 

Kreises  ist;  die  Gleichsetzung  dieses  Werthes  mit  denen  in  (36) 
fährt  zu  folgenden  Bestimmungen: 

aßy 

i^  —  W  ^ 

(37)     { 

fßy 

L  -"'*>' 


Aus  (33)  geht  ferner  hervor: 

(38)    ußy  =  g^^  (a^+fta— c2)  (a^+c^-^Ä«)  (6«+c«— a«) . 
Wir  unterwerfen  diesen  Ausdruck  folgender  Transformation: 
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o/Jy=^^|160»(i«+c»— a«)— 2a«(6«+c«-o«)«}  nach  (24) 
=  g-|- .  { l6D\aHf>Hc^)  -  2o«(t6/)»+(*»+c»-o*)*)  \ 
=  ilP .      ^"^     -  abc  nach  (26), 
d.  b. 
(30)    a|Sy+afi«=2/)». ^ =  /). jj-^g 

Den  bierdnrch  bestimmten  Wertb  von  a/3y benutzen  wirzur  Fest- 
stellung der  Wertbe  der  Radien  d,  Hi,  Q^,  Qz  Term5ge(37);  man 
findet: 

/*  =^67^"  +*"+'=  >-27r=  — 4ß ! 

oder    4ß.p=o«+6Hc«-8i2*, 
(40)     ^^'=i6^<**+c«-a«)      oder    4Ä.ei  =  *«+c»-o«, 

'to=  ^  («Hc«-6»)      „        4Ä.^=oHc*-6», 

Die  vorstehenden  Formeln  eignen  sich  sehr  gut  zur  Entivickelung 
von  Beziehungen  zwischen  unseren  Radien.  Wir  fuhren  von  die- 
sen Relationen  folgende  an: 


/^i+ea+ft  — ^+2Ä, 

U?lC2^3       —  !>*» 

(40) 

h'Q9iQ^        —  D(a+/3— y), 

hQQiQz        =l>(a+y-/J), 

Wp2?3         — D05+y-a). 

Bildet  man  das  Product  von  a  in  (33)  und  der  Werthe  von  q^  q^ 
in  (40),  so  ergiebt  sich: 

«^2^  =  326^ß^("''+*''^^''^  («Hc«-*^)  (6Hc«-a«) 
=  -jgr    wegen  (38), 
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d.  h. 


indem  ^Zzzzl}  ist. 

Bildet  man  aber   feroer  die  Summe  der   Ausdrücke  in  (40)> 
so  gelangt  man  zu: 

Pa  +  Ps  =  "])"  •     Ebenso 

?1  +  ?«  — *"^- 

Die  Entwickelung  Fon 

(«+ j3+r)  (j3+y-«) + («+y-«  f«+^-y) 

zeigt  ohne   Schwierigkeit,   dass  es  nichts  Anderes  ist,    als  Aßy\ 
mit  Hülfe  hiervon  erhält  man  aus  (34)  und  (35): 

^r= T^ — 

Aus  (36)  aber  Ihidet  man  vermöge  (41): 

(43)    D2.ß*=Z>/>iDaZ>3. 
Auch  folgt  aus  (36) : 

i^'oraus  man  durch  Addition  mit  Benutzung  von  (43)  ableitet: 

QQl-tg2Qz== gä » 

d.  h.  wegen  des  obenstehenden  Werthes: 

?p8  +  ^ie2=a/5- 
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IH#  Hreierk«    an   einerlei   Kckr,     in   weirbe  />/Y/  dorcli 
l^otli«   II \,    II Y,    HZ   tcrlrgt  wird,    »iod    congnieot; 
kal 


4  k 


I>  =  %\GIIX  +1  A/>/V/=  («I  +r)  f . 


/•,«j(«|(>-y),    «i«i|    «=(0+/Jfy).^.      EkMMi 


(«I)    ^••=j(«4r— />). 

Hie  Kotfernant en  de«  MittelpankU  //  loo  Ü.  F,  (i 
ftir  »it  :^ri  .  2r«.  ir«  «od  crlulteo  fflr  •!•: 

(46)    4r.»=fM/i«V    4c.«.eMV.    4r,»r^eM*i«. 

IIa  j«d«rii  e=^A^A      ^1.  »o  TAhrt  die«  mitteUt  (45)  sa: 

IHe  bekle«  Ha»inaiiden  de»  ZAlilera    in  dieaem  llrvcli«  f  thalttn^ 
mr  MI»*  den  mmm  {»)  MtrwAem  Mtamle«  Wertk 

gfiitn.  («f;^fr)(^lr    «>  *^  ie»eiiMrb«IUiclien  Factor, 
4cf  — d#re  Fartur  redarirt  »irll  bM  id  4;)/,  ao  dama  man 


i  ■♦»»*/ 

i  «tp*r 

ßf  fttrd   Mcll  (11)       #«,.   d.  k.  ^      «•fff*«  (3i).    «nI 


A^.^    evftebf    akk    aiM  (H)    «»d  (»)  der  Wertk      J  .nmimnk 


dW  Mite«  Mrlafi«i»ett  tbcfiakf  in 
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A 


(48)     ^c*  =  ^. 

die  auch  spfort  aus  der  Figur  sich  ergeben. 

Verbindet  man  den  Durchschnittspunkt  in  von  HD  und  bic^ 
mit  Z,  so  entsteht  ein  gleichschenkliges  Dreieck  i/Zm  ähnlich  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  VZD;  m  ist  nämlich  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  durch  D,  Y,  i/,  Z,.in  welchem  mtl  und  mZ  =  r| 
Radien,  und  ^inHZ  und  ^DYZ  Peripheriewinkel  auf  demsel- 
ben Bogen  sind.     Deshalb  verhält  sich: 

^:ti  =  #i:/32.  so  dass  t^-=:Q.^ 


oder 


(49)    *i  =  ^.^  nach  (48),  (45)  und  (35). 


Diess  lässt  sich  schreiben: 


und  man  erhält  wegen  (36): 


fj  =  a .  -jfi ,    Ebenso 

(50)     ^,,=6.?, 
_      D 

Gehen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  tii,  u^,  u^  über,  so  ist  klar, 
dass  den  vorher  benutzten  Grössen  2ci ,  ^t29  ^Cg  hier  Aj ,  62, 
C2  entsprechen,  und  den  Abschnitten  /Jj»  ^2*  ^1  ^•®''  ^^=y+«i> 
cTi ,  or^  analog  sind.    Danach  muss  man  haben: 

«i=2.^-j^.pi,    Ma=2.g^.(Pi,    M,=:2.~.^i; 
d.  h. 
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IN»  l>rei«>rk*   an   ttMtM  K<-k<>.     in   nrlehii  DFfi 
l<<i<l»*   ii\,    ilY,    HZ   lerlrRt  wird,    »iod    conKruent; 

bat  mut : 


«L  k. 


II = %^aux  ^%\ünis:  (a,  f  X)  9  • 


''•i«=j(«l<»-r).  »••«  «>=(«fpf7).f 


(49)    ^•t=j(«-*  r—/»). 


llir  KotfmianfeD  dcA  MittelpankU  //  loo  l>,  F,  Cr 
ttif  tmX  iCi  .  2rg.  'ir«  uttd  rrlijilteo  fflr  •&•: 

(46)    4r,*=fM/SBV    ^'  ^MV.    4ra»r^eM«i«. 

|>A  j«d«rii  f  =     .^.      i*l.  »o  fahrt  die«  mitteUt  (45)  bq: 


iHe  iM^Hlm  .HuniniaiMlrti  dr»  ZAbler»    in  di«««»fii  llmrll« 
mr   llill*  dm  aa*  riü)  folKriidr«  Mtaistttr«  Wertk 

m  »MWii»» .  /•  I  ;^  I  /)  < ^  I  /    41 ;  «!•  pM^iiMrluAlirli^fi  Factor » 
der  — d»fr  I  Actur  rodarirt  »irh  bald  id  4^/.  ao  daM  inaa 


I 


(471       4.,t=li'-U...^^ 


I 


fij  wird   i^arll  (It)       ««f.  d.  h. 


4/iXl, 


rff  *elil    »kli    a«a  (II)   «ad  (3S)  drr  Wrrtli      «y  •  %« 
dl»  M«ira  Mrlat»9i»ett  AbrffoW«  i« : 
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A 


(48)     ^c»=-i* 


A 

die  auch  spfort  aus  der  Figur  sich  ergeben. 

Verbindet  man  den  Durchschnittspunkt  in  yon  HD  und  b^Ci 
mit  Z,  so  entsteht  ein  gleichfschenkliges  Dreieck  UZm  ähnlich  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  VZDi  tn  ist  nämlich  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  durch  D,  V,  //,  Z,  in  welchem  mtl  und  mZ  =:ri 
Radien,  und  ^inHZ  und  ^DYZ  Peripheriewinkel  auf  demsel- 
ben Bogen  sind.     Deshalb  verhält  sich: 


oder 


(49)    *i=:^.^  nach  (48),  (45)  und  (35). 


Diess  lässt  sich  schreiben: 


und  man  erhält  wegen  (36): 


#1  =  a .  j\  .    Ebenso 

_      D 

Gehen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  von  ti|,  f<29  »3  über,  so  ist  klar, 
dass  den  vorher  benutzten  Grössen  2tri ,  it2>  2ts  hier  Aj ,  629 
c;2  entsprechen,  und  den  Abschnitten  ß^,  o^,  ori  hier  DV=^y-l-ai, 
Ol ,  02  analog  sind.    Danach  muss  mau  haben : 

«i=2.i-^.pi,    tia=2;g^.(Pi,    M,=2.~.^i; 
d.  h. 
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Hiernach  lassen  sich  ohne  Mühe  auch  die  Formein  entwerfen 
welche  den  Seiten  der  Dreiecke,  die  durch  die  aus  B  und  ( 
möglichen  an  das  Dreieck  DFG  beschriebenen  Kreise  bestimm 
werden y  angehören.    Es  ist:  ^ 

tt+ß+y  tt+<?"-y  ß+y—a 

^i  =  -Är"'^'      r2=-^.^.      rs=— ^-.e,; 

a^ß+y  tt-i-y—ß  ß+y—a 

Der  VVerth  ron  u^  ISsst  sich  schreiben: 

Transformirt  man  dies  mit  Hülfe  von  (10),  (31)  und  (36),  so  kommt 

«i=a,jj  .    Auf  analoge  Weise  ei^iebt  sich: 

(51)  <«4=  6 .  yjj  .  — jg —  , 

Ebenso: 

(52)  ^r,=a.2^ j^    -, 

_       D     o«-f.fta-c« 


und 


D 


(53) 


i 


**="-2^'      TB 
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Die  Ausdrücke  (50),  (51),  (52),  (53)  ^ebcn  ein  leichtes  Mit- 
tel an  die  Hand,   A»  Ai^  A2>  A3  zu  berechnen.    Denn  es  ist 

_  SiS^  __  abc     p* 
^■"    4q    ""   ig  '  D^ 


oder 


.       D«    abc    D     1 


Weil  aber 


a6c -^        D  _  ^ 


ist,  so  hat  man: 


(54)    A=^*    oder  A.Z>=D«. 


Ferner 


oder 


_  UjU^Us  _  abc    D»     (g^+c«— &*)(a^+6a-c«) 

D«    «6c   J)    (o«+6«-c^)  (oHiß*"-^*)    _JL 
Durch  (30),  (36)  und  (32)  verwandelt  sich  dies  in: 


D« 
Ai=/r    od©''  Ai»Öi  =  D*.    Ebenso 


D« 


(56)     ^A2  =  B^       .»     A2.öa=D«, 


D« 
Aa=2J-      ,,    A8Aj=D«. 


In  den  letzten  Dreiecksbeziehungen  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Fällt  man  in  einem  Dreieck  die  drei  Höhen^  so  ist 
das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  drei  Verbindungsge- 
raden der  Huhenfusspnnkte  sind,  die  mittlere  Pro- 
portionale zwitichen  dem  ursprOnglichen  Dreieck  und 
demjenigen,  welches  entsteht,  wenn  man  die  Fuss- 
pankte    der  vom    HOhendurchschnitt    auf  die  Verbin- 

Theil  XIX.  3 
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dangggeraden    der  Hohenfusspunkte    gefällten   Lotl 
mit  einander  verbindet. 


VI. 

Der    Ualbirungspunkt    der    Verbindungsgeraden    zw 
sehen    dem    Uuhendurchschnitt    und    dem    Mittelpun 

des  umscbriebeuen  Kreises. 

Dieser  Punkt  ist  in  unserer  Figur  der  Punkt  M  und  sei 
Entfernung  von  der  Seite  a  durch  3iK  dargestellt.  Wir  bezeic 
nen  diese  durch  fls^ ,  so  wie  seine  Entfernungen  von  den  Seit 
b  und  c  durch  092  und  ta^x  seine  Entfernungen  von  den  Eck 
sind  AM,  BM,  CM,  weiche  wir  Oj ,  o^,  03  nennen. 


Dann  ist 


1  1 


aber 


Äi-/i= ^^ '   nach  (10)  nnd  (16). 


Hierdurch  findet  man ,  wenn  man  (23)  berücksichtigt : 

6«(oa+c^65  +  c«(a«+6«— «*)       «.^ 
(Ol  =  — TSöD *    *'°*"*® 


^,      .           fl2(62^,e2^a)  ^  c«(a^-f  6«~c>) 
(56)     <»,  = ^|gg2>  ' 

o^6*+c*— n«)  +  6*(a»+c»~6») 


Weil  ferner 


DK  =  laD~(aB^BD)=l{la^m^) 


also 


ÄA=.5(ja  +  ii2) 


ist,  sa  wird: 


4h*= J  «•  +  •iH*iH/|Hii.««-2*|.A . 
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Hierin  ist 

0.0^  = g ,      iSA].^^  = ^ 

Vermugc  dieser  Werthe  ergiebt  sich: 

i4o,«=iP  +  a«+c*— 6*.    Ebenso 
4o3«  =  Ä«+a«4  6«-c«. 


VII. 

Entfernungen   des   Schwerpunktes,    des    Hohendurch- 
Schnittes    und   des  Mittelpunktes  des  umschriebenen 

Kreises  von  einander. 

Die  Entfernung  der  beiden  ersten  Punkte,  welche  sich  in. 
unserer  Figur  als  SH  darstellt,  bezeichnen  wir  mit  j&,  die  des 
Schwerpunktes  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  iireises.,  in 
der  Figur  <SC7,  mit  E^,  die  des  letzteren  vom  Hohendurchschnitt, 
in  der  Figur  ÜH,  mit  £3.    Dann  ist: 

2  1 

(ßS)    £|==ä£s    und  £!2=n£s' 

Da  im  Dreieck  BHÜ  die  Seite  J7C7  halbirt  ist  in  ilf ,  so  hat  man 
nach  einem  in  No.  II.   abgeleiteten  Satze: 


oder 


wenn 


£;3«=8/.«  +  2Ä«^4oa«, 


lJt=R^^\bK 


Folglich  wird: 

(50)    i;8*=91P— (a«  +  6«  +  ca). 


8* 


36 

Au8  (40)  ergiebt  sich: 

wodurch  (59)  übergeht  in: 

(60)    JE;3«=ßa-4l?.p  =  /?(Ä-.4p), 

rl.  b.  die  Entfernung  des  UohendurchschnitteK  vom 
Mittelpunkt  des  umscnriebenen  Kreises  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  Radius  dieses  Kreises 
und  dem  Unterschiede  des  eben  erwähnten  Radius  und 
des  vierfachen  Lothes,  welches  vom  Hohendurch- 
schnitt  auf  eine  Verbindungsgerade  zweier  Hohen- 
fusspnnkte  gefällt  werden  kann. 


vin. 

Entfernungen    der    Mittelpunkte    der    umschriebenen, 
des    ein-    und  der    angeschriebenen  Kreise  von 

einander. 

Ffir  das  Dreieck  DFG  hat  H  die  Bedeutung  des  Mittelpunkt 
tes  des  eingeschriebenen  und  M  die  des  Mittelpunktes  vom  um- 
schriebenen Kreise,  dessen  Radius   ^R  ist,  so  dass  NM=-^  E^ 

i\ie  Entfernung  beider  Mittelpunkte  von  einander  darstellt.  Nach 
(60)  hat  man : 

In  Bezug  auf  das  Dreieck  DFG  sind  ferner  AM,  BM^  CM  die 
Entfernungen  der  Mittelpuhkte  der  angeschriebenen  vom  Mittel- 
punkte des  umschriebenen  Kreises.  Ersetzt  man  nun  in  den 
Ausdrücken  (57) 

A«+c«— a«,     a«+c«— A«,    a^+b^-c^ 

durch  ihre  aus  (40)  folgenden  Werthe,  indem  man  zugleich 
-jY=z4R  nimmt,  so  ergiebt  sich: 

ioi^=R^  +  iR.Qi=R(R  +  iQi), 

4oa*=  Ä«  +  4Ä.^a  =  R(R  +  4^^) , 

4o3«=  R^  +  4R.Q^  =  i?(Ä+4«)3) . 

Bezeichnet  man  daher  die  eben  erwähnten  vier  Entfernungen  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABC,  bei  welchem  der  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises  2R  und  die  Radien  des  ein  -  und  der  an- 
«geschriebenen  Kreise  r,  Ti,  r^,  r^  sind,  der  Reihe  nach  mit  E, 
E,,  Es,  Es,  so  ist: 


(61) 
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\E^^=R(R  +  2r^, 
E3*  =  /?(Ä+2r3); 


d.  h.  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  einge- 
schrielienen  vom  Mittelpunkt  des  unischriebeoen  Krei- 
ses ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Ra- 
dius des  umschriebenen  und  dem  Unterschied  dieses 
Radius  und  des  Durchmessers  des  eingeschriebenen 
Kreises. 

Für  die  angeschriebenen  Kreise  gilt  derselbe  «Satz, 
nur  muss  man  deren  Durchmesser  negativ   nehmen. 

Uro  die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  angeschriebenen 
Kreise  von  einander,  welche  in  unserer  Figur  durch  c,  S.  a  dargestellt 
sind  und  die  wir  mit  Ai ,  A^^  A^  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC 
bezeichnen  wollen ,  zu  finden,  kommt  es  nur  darauf  an>  a»  b^  c 
durch  Stöcke  des  Dreiecks  DFG  auszudrucken. 

Nun  folgt  aus  (40)  durch  Addition: 
(62)     JÄ«=2Ä(pi+^,), 

Setzen  wir  aber  diese  Ausdrücke  in  solche  fiir  das  Dreieck  ABC 
um ,  so  erhalten  wir : 

|^i*=4Ä(ri+r,), 

((i3)     La*  =  4Ä(ri+rs), 

(^3*=4Ä(ra  +  r3); 

d.  h.  die  Entfernung  zweier  Mittelpunkte  angeschrie- 
bener Kreise  von  einander  ist  die  mittlere  Proportio- 
nale zwischen  dem  doppelten  Durchmesser  des  um- 
schriebenen Kreises  una  der  Summe  der  Radien  der 
beiden  angeschriebenen  Kreise. 

Die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  der  drei  angeschriebenen 
Kreise  vom  Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises,  welche  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  mit  A i ,  A« ,  A3  bezeichnet  sein 
mögen  9  sind  beim  Dreieck  DFG  durch  2li,  2/^,  2^  repräsentirt. 
Nun  bat  man  nach  (12): 


3H 

4/,«     tlt*—m*r=ilf-I§H^^^)    Megen  ((W). 
*•*»»=»  +  *«— »1    •»•f«!  (41). 


4/,«    .2Ä(», -#). 
HlwMck  bekomat  mm  fOt  «ia«  l>rei*ck  ABC  die  ForaMln 

A,«     4«(r, -r), 

4W(r,-r); 


^A.«     4Ä(r, -r), 
)A,»  =  4«(r, -r). 


Ia..- 


4.  k,  dir  Kntferouns  dr«  Mittelpunkte»  eint«  asf«* 
•rkrlrbenen  fwm  Mittelpunkt  de«  eioKe»cbriebeii«B 
Kfcinen  i«t  die  wittirre  rroportiouale  twlscben  den 
ileppelteu  llurcbmeneer  de«  uuiBcbrlebeue«  «od  des 
l'ntererbirde  der  Radieu  de«  «o-  und  den  elngenclirl«* 
benrn  krrinrn. 


iX. 

Kntfrrnunften   dr«  llöbendurrbnrbnittn  %on  den  Mittel 
punkt«»n  de«  ein*  und  der  nnfenebriebenen   Kreln#. 


Wk  brteirlMrn  die««  Kntfemunven  In  Her uf  auf  dnn  tirnincfc 

rillen   mw    im   Ihrirrk    tßHi    tun   />  auf  Ff;  dnn    l^b    IM 

n#bn»m   /M  |l«*t«b  «Uni  doppelten  l«otb  .V«,   «on   M  nnf  HC», 

M  Mt  A  drf  ll;.brndMrcb.cbnilt  in  Ütis .    «Imi  M  neine   Kalfav- 
tn«  Millel|Ninkt  de«  einji^M-brirbenen  Kreieen.     Mnn  luit: 

ut 

Iflnnt.      iikrzthi    'M'J^^J'  ..  '^||j(;fi|^^«t) 
henri   <I0)  nnd  (M)|  odrr 

^*-  fwll 

Itetfi    rtll|.  Irtnrf 
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GJr=«,    und    GO=**'*'^~^. 

rv«gl.  (8)]. 

Entwickelt  tiaa  imn  obigen  Ausdrack  Ar  Hh^,    m  kann  man' 
4c,»  fiir  HX*+G2C»  und  6?*«  =  j^fa»+/J«— y»)«  [rergL  (16)] 
fiSr  «M'-I-Gd»  setzen,  und  bekommt  dann: 

85D  ""  2« 

Aus 

16D*  =  4««/3«  -  (a«  +  /3«  -  y»)* 
folgt: 

16D«       ""  "40*      r— Ä  — r» 

und  nach  (47)  ist: 

Die    beideo    letzten    Glieder  unseres   Ausdrucks     fQhreo    wegen 
^=-jrg7-   in  ihrer  Vereinigung  zu: 

-2^-«^f^=f^  ^«««n   (4«) 

=  -««— /P+o7  +  /?y— 2B.p. 

Durch    die  Vereinigung  der   so  entwickelten  Glieder  gelangt 
man  jetzt  zu: 

Die  Uebertragung  auf  das  Dreieck  ABC  liefert  daher : 
(65)    F«=4Ä«— 8Är  +  aA  +  ac  +  6c— (a*  +  6*  +  c*). 
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Um  diesen  Ausdruck  ooch  weiter  umzuformen,  sollen  wir 
Werthe  fiir  ab+ac  +  bc  und  a*  +  6*  +  c*  herzuleiten  suchen. 
Hierzu  dieoen  uns  zunächst  die  Formeln  (44),  aus  welchen  wir 
erbalten : 

'  ab  +  ac  +  bc=r{ri  +r»+r8)  +  ^r^  +  ^rs  +  t^t^  , 

aber 

nr^  +  nr^  +  r^r^  =  5  (»'i+»'2+»'a)*-^2  ^''*^+''**'''''»*^ 

^\{r  +  AR)^  -^(ri«+raHrs*)  nach  (41) 

=8Ä«  +  4/^r+?ra-J(r,«+raHrs«;, 

und 

K»-i-H'»+»'8)=K»-+4Ä)=:i'«+4ßr. 
Hierdurch  resultirt: 

(66)     ab-^ac-i^bc  =  8Ä«+  8Är  +  |r«  — ^(riHraH»-»*). 

Bestimmt  man  weiter  aus  (31)  die  Werthe  von  ri,  r^»  r^  und 
addirt,  so  findet  man  nach  einigen  einfachen  Reductionen  mit 
HOlfe  des  bekannten  Werthes  von  16Z>*  durch  die  Seiten  a,  b,cz 

(67)     r(ri+ra+r,)=2(aA+ac+6c)-(aH6*+c«). 

Dies  iiihrt  in  Verbindung  mit  (66),  indem  zugleich  r-^-AR  f&r 
ri-|-'t~l-^3  gesetzt  wird,  zu  folgender  Relation: 

(68)    a*+*Hc*=16Ä«-(r*+r,«+rj«+r3*), 

» 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  der  Kadien  der  ein-  und  der  angeschriebenen 
Kreise  ist  dem  Quadrat  des  doppelten  Durchmessers 
vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Hierdurch  nimmt  (65)  folgende  Form  an: 

(610    2F«=r«+riHr4Hrs»— 4(2Ä«-r«). 
Diesem  analog  sind  die  folgenden  Bestimmungen  gdbildet: 
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(70)     J2F,»=r«+riHr2*+r3*  -  4(2Ä^ra^)  > 
(3F3«=rHriHr2Hr3^— 4(2ß«-r32) ; 

d.  h.  das  doppelte  Quadrat  der  Entfernung  des  Hohen- 
darchschnitts  von  dem  Mittelpunkte  des  ein-  odereines 
aogeschriebenen  Kreises  ist  dem  Unterschiede  zwi* 
sehen  der  Summe  der  Quadrate  der  Radien  des  ein- 
uod  der  drei  angeschriebenen  Kreise  und  zwischen. 
der  Tierfachen  Differenz  des  doppelten  Quadrates  des 
Radius  vom  umschriebenen  und  des  Quadrates  des 
Radius  vom  jedesmaligen  ein-  oder  angeschriebenen 
Kreise. 

Der  Werth  iilr  2Fi^  hatte  auch  auf  ähnliche  Weise,  wie  der 
Ton  2F^,  durch  directe  Berechnung  gefunden  werden  können,  in- 
dem die  Entfernung  Fi  beim  Dreieck  DFG  durch  hA  gegeben 
ist  Zieht  man  nämlich  durch  d  bis  zum  Durchschnitt  mit  PA 
die  Parallele  dA'  mit  hAy  so  ist: 

dA'^^A'P^+Pd^, 
aber 

dA=zkA,    A'P=A'A+AP=kd+Qi 
Qod 

Pd=  PG--Gd=zFX-^Gd  =  a^GX-^Gd, 
folglich 

A^*=  (Qi+dh)^+  (a-GÄ-Gd)^. 

Die  weitere  Berechnung  dieses  Ausdrucks,  welche  wir  hier 
übergehen ,  würde  genau  den  obenstehenden  Werth  för  2F^^  ge- 
liefert haben. 


Entferaungeo  des  Ualbirungspunktes  der  Verbindongs- 
geraden  zwischen  dem  Htihendurchschnitt  und  dem 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  von  den  Mit- 
telpunkten des    ein-    und  der  angeschriebenen  Kreise. 


Bezeichnen  wir  die  angedeuteten  Entfernungen  durch  H,  Hi, 
H^,  Hs,  so  sieht  man  leiclit  ein,  dass  jedes  H  in  einem  Dreieck, 


dessen  Seiten  £3.  das  dem  jedesmaligen  H  entsprechende  E  und 
das    zugehörige  F   sind,    die  Verbindungsgerade  sein  muss  zvri- 
sehen  der  Ecke,    in  welcher  sich  E   und  F  schneiden,   und  dem 
Halbirungspunkt  der  Gegenseite  £3.    Deshalb  findet  folgende  Re- 
lation Statt: 

(71)    2Ha=Ea4  F«-^!:,*  [vergl.  No.  IL] 

fflr  jede  drei  zusammengehririge  H,  E  und  F. 

Substituirt  man  hierin  die  in  (61),  (65)  und  (59)   enthaltenes 
Werthe,  so  wird: 

(72)    2H« =1^^-  lORr+ab+ac+bc  -  g  (a*  +  6Hc«) . 

Die  Einsetzung  des  in  (68)  stehenden  Perthes  in  die  Glei- 
chung (59)  giebt: 

(73)    153«=(ß«+rHriHr2Hr3*)-8Ä«, 

d.  h.  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Huhendnrch- 
schnitts  vom  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
ist  dem  Unterschieue  zwischen  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Radien  des  um-,  ein-  und  der  angeschriebe- 
benen Kreise  und  dem  doppelten  Quadrate  des  Durch- 
messers vom  umschriebenen  Kreise  gleich. 

Die  Einführung  der  Werthe  aus  (61),  (69),  (70)  und  (73)  i» 
die  Gleichung  (71)  aber  führt  nach  einigen  sehr  einfachen  Re* 
ductionen  zu: 

2H  =Ä  — 2r, 

i2Hi=:Ä  +  2ri, 

(74)      , 

2H2=Ä+2r.^, 

2H3=Ä  +  2r3; 


d.  h.  die  doppelte  Entfernung  des  Halbirungspuoktes 
der  Verbindungsgeraden  zwischen  dem  Hubendurch- 
schnitt  und  dem  Mittelnun  kt  des  umschriebenen  Krei- 
ses von  dem  MittelpunKte  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses ist  dem  Unterschiede  zwischen  dem  Radius  des 
ersteren  und  dem  Durchmesser  des  letzteren  Kreises 
gleich. 

Dasselbe  gilt  für  die  angeschriebenen  Kreise  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  man  deren  Durch- 
messer negativ  nehmen  muss. 
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in: 


XI. 

Diednrcb  die  Mittelpunkte  des  um-,  ein-  und  der  an- 
geschriebenen   Kreise    und    den    Hühe.ndurchscbnitt 

bestimmten  Dreiecke. 


Um  durcb  die  Bezeicbnung  sofort  ausdrücken  zu  kOnnen, 
welche  Punkte  die  Ecken  des  jedesmaligen  Dreiecks  bilden,  %voU 
len  wir  för  das  Dreieck  ABC  festsetzen,  dass  M,  Mi,  M«,  M3 
die  Mittelpunkte  des  ein  -  und  der  drei  angeschriebenen  Kreise 
repräsentiren ,  während  ü  und  H  die  bisherige  Bedeutung  als 
I*  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  und  als  nubendurchschnitt 
behalten  mögen. 

Wir  betrachten  zuerst  folgende  Dreiecke: 

M1M2M3,    MMaM,,    MM1M3,    MMiMa, 

irelchen   beim  Dreieck  DFG    der  Reibe   nach  D,  Di,  D^^  D^ 
entsprechen.    Nun  ergiebt  sich  aus  (37): 


^^  -ir~     t>D     • 


ebenso  erhält  man: 


Daher  bat  man: 

MiM«M3.8Z)= 2a6c(a  +  6  +  c) , 

[MM^M,  .  8Z>=  labcib  +  c — a) , 

(75)      . 

|MMi  Ms  .  8Z)  =  2a6c(a  +  c  -  A) , 

MM1M2  .  8Z)  =2a6c(a  +  6  —  c) . 

Demnächst  wollen  wir  bestimmen: 

MMil7,    MMal7,    MMsf/, 

welchen  beim  Dreieck  DFG   offenbar  HAM,   HBM  und 
analog  sind.    Wir  berechnen  also  diese  und  übertragen  die  erhal- 
tenen Werthe  auf  das  Dreieck  ABC. 

Nennt  man  L  den  Durchschnitt  von  AH  mit  FG  und  W  den 
von  AM  mit  FG ,  so  ist: 
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IIA  IT  =  L.W     WAI»  f   ir.¥o,  I  o,  MHX  ->  UIX 
■z  L.4P     UIX  -  (IIM/^-  %%Mu^)  I  a^MliX 

I«  •!»•   ähfiliclirii  iHcierkm  /«.!/'  und   LUX  %trrhlill  »icll: 

LP:LX:=:.iP:HX. 

LPiLXiLP^LX^API  UXiAP^tlX. 


(APiUX){Lr-LX}  =  (.4P''IIX)(LP^LX} 

Dir  lliferrnt  drr  hrri«*rli»  LJP  und  /.//.Y  lU*»!  Mcb  i 
dvrrli»  da»«  man  /«A  auf  LP  ablra^l  und  durch  drn  Ablnix««| 
pubkl  nil  J/'riiir  l'arallrle  /ivlil.  in  c*mi  Tra|iri  %vr«%«indrlii»  db 

•TU  Uliall     durrb  J  IPl  NX) (LP-  LX)  AAf^rmtrWt  i«ird;    «cf 
4m  cbm  alifirleilrlrii  lUiirliunf  rrtlrlil   airli   daber: 

LAP^LHX     \{AP    UXHLPkLX)=:]^(AP--UX),PX. 
I«  gWrbrr  WriM»  Ut : 

%%Ap     II  jr«!  ->  ^Jl'  .y«i)./s. 

Ar  da»  Trapri  bat  man: 

r, .¥// A -  J  <  ¥0,  I  //A).  Au,. 

>arr  \lrft^   wird: 

tMA  ¥=(AP^ii\)PX    (.!/•     V-,  r  A., |(.»a,  »l/A). Au, . 

Hulat  SMU  bietiu  fOr  IM   M-inrn  WVrih  /^i,  |  .U, .  rntwicLrll    « 
mM  «irdrr  «u«a«airA.    •«•  %t*ff«AbJrll  »icb  dica  U: 

tMAM=:(  llu,  -//A)  Mh  f  (l/M  Va.)   Au. . 

/y^#«,       !/*=#•, -r.A      ■      a, 
d.  b 
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'^«1  =  2^^""'^^  wegen  (45) 


und 


A*ai  =  Gai  — GJC=s— «1  =  Q(y  — f^)- 


Folglich : 

Ueberträgt   man  dies    auf  das  Dreieck  ABC   unter  Berück' 
sichtigung  der  Bedeutungen  von  AP,  HX  und  Jü «i ,  so  ist: 

4MMi  I7=(c— 6).(ri— r+  2/|  1. 

Aber 

_   _      2D 2P AaD 

^^      ''""Ä+c— a       a-k-b-^c'^  {ai-b^^c)  (A+c— a) 


•"  4Z>.(a+6+c)  (6+c— a) 
j~(a+6-c)(fl+c-6)  =  -42)^**  +  ^*-^''^+ IF"' 


d.  h. 


ri— r=^j— 2/i  wegen  (16). 


Also  erhält  man: 

1MMil7.8Z)=a6c(c  —  6).     Ebenso: 
MM2l7.8Z>=aAc(c-fl)^ 
MM8l7.8/>=:a6c(a-6). 
Wir  gehen  nun  über  zu  den  Dreiecken: 

MMiÄ,  m&^u,  mn^u, 

in  Bezug  auf  DFG  durch  /^^A.    /^^A,    HCh  repräsentirt.    Die 
Bestimmung  von  ^/4A  ist  der  vorigen  sehr  ähnlich;  denn  man  hat: 

HAh=EAP--Ehd  -  (LAP-'LHX)+  XHhd, 

wodurch  man  zu  folgendem  Werthe   gelangt: 

2UAh=i(HX'-hd).PX  +  (AP+HX),dX. 
Hierbei  ist: 
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IM  =  #•  A - #7» ^  I.V  -  O A  =«,-€., . 

a.  h. 

/'%'=/  -ß     aarli  (45). 


4   h 


jx  .<>-^  (i*»y— > 

2a 


8«lMlit«irl    »Ml  iUr»9  Wrrtlie    an4  gebt   CttMi   llreieck   AB 
Aber.  ••  tiirtf: 

IHM,//-  (r-*).l4r-*(*,-H)f  **''^'"*(r,  |r)l 


Ator 


A|r  «|6fr       2/>       . 


«ftd 


»'•Iftlirll  rtkAll  mii  : 


Wtcia«!  MC*  Wkkt  M«  (75)  m4  (?•>   4m4  AMüm    wU  Sw 
lf«rte«;     4mii    fit    4a»    mH    M|M,r    f nMy4ifi«4i    Uro 
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Dadurch  bekommt  man: 

(78)    MiM.^C7.8D=a6c.{4(a+6-c)--(a+6)| 
oder: 

I(2MiMaM-M,  M,  U),SD=abc.(a  +  6).     Ebenso : 
(2MiM8M-M,M3  ü).SD=abc.(a-^c)y 
(SMaMsM-MaMs  ü)SD-abc,(b+c) . 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  folgenden  Dreiecken: 

M^M^H,    MiM^H,    M^Ma^. 

Denn  es  ist  ja: 

Aßh  =  AßH+  AHh+ Em 

und  ABh  hat  in  Bezu^  auf  DFG  dieselbe  Bedeutung,  wie 
^iM^H  bei  ABC,    Desbalb  ergiebt  sich  nach  (75)  und  (77): 

(80)  M,M2i^.8Z)  =  4a6c.(a+^— c)  — c(a+6)  {oHb^^-c^ 
oder : 

/  (2Mi  MaM^M,  M^H).8D = c.(a+6;  (oH**— c«) , 

(81)  |(2MiM3M-MiM3Ä).8Z)=:  6.(a+c)  (aHc^6«) , 
((2MalVl8M-MalVl8/0.8/>=«.(6+c)(6Hc«-.a«). 

Jetzt  bleiben  der  Betrachtung  noch  vier  Dreiecke  übrig,  von 
deren  Bildung  ausser  dem  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Krei- 
ses und  dem  Huhendurcbschnitt  je  einer  von  den  Mittelpunkten 
des  ein-  und  der  angeschriebenen  Kreise  Tbeil  nimmt.  Dies  sind 
folgende : 

MHÜ,    M^HÜ,    M^HÜ,    M^UÜ, 

welchen  beim  Dreieck  DFG  entsprechen: 

BhM,    AhMy    BhM.    ChM, 

Das  erste  Von '  diesen  ntiSssen  ,wir  direct  berechnen  und  zwar  In 
ähnlicher  Weise,  wie  oben  znr  Herleitung  von  (76)  und  (77)  an- 
gewandt wurde.    Es  ist: 

Hhm  =  HMu^  X+  HhdX^  Mhda^ , 

also 
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^  (//A-A«/ia|.l  f  //A     .tf«|).f/A. 

«vril  f/a,  f^«|A  I  f/A    i«t.     Alirr 

Milliiii : 

Werbei  bat  ma«: 
— ^ .r      r  .V=3-       —i.A.      Miirf  -=A, . 


•o 


a»« 


4.M//r  u  6, 2A  ;;j;^  >•;  -./.r. 


I'enirr 


mmI 


«W  1«//»  A|r     •       ,     ...  „ 


|l«rrli  4i4  \  vrrinic«inf  «Irr   b^id«»»   ••   rbcft  ll«f «cblirlMi  l»li# 


4imk  fik«  .M//C   ft»4r«.  ••  »«#111  M«n  UM.  4«m  Mcb 
•cMÜfirbaf  lad»«  b»fa«»ifb—  UmI. 


«f  *|c 
4/i 
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uod  der- andere  Factor  wird: 

a(b  +  c — a) — bc=(a — 6)(c — a). 
Demzufolge  erhält  nuan  die  merkwürdige  Relation: 

MHÜ.8Dz=:  l  (a+b+c)  (*-»)  (c— «)  (o-*) 


Jetzt  föllt  es  nicht  schwer,  auch  die  noch  übrigen  Dreiecke 
zu  bestimmen;  denn  man  hat: 

AhM  =  HAja  +  HAh-HhM 

und  ähnliche  Beziehungen  gelten  auch  fiir  BhM  und  ChM,    so 
dMS  mao  dadurch  folgende  Zusammenstellung  bekommt: 

Miiiü.8D  =^(b+c-a) (a+b) (a+c)  (c-6) , 
.  (82) 

)M^aü.SD  =2  (a+c-b)  (a+6)  (c— a)  (6+c) , 

MsJy  17.82)  =  ?  (a+6-c)  (a-6)  (a+c)  (6+c) . 

Um  die  so  berechneten  Relationen  für  die  Dreiecke  auch  durch 
die  Radien  auszudrucken,  wollen  wir  noch  Werthe  für  a*,  b\  e^ 
ableiten.    Es  ist: 

2D_         2D     _  i6D^  a 

«   ,  rx,   -IL      X       a     2D   2D 


d.  h. 

(83)    r|-r  = 
NoD  hat  man  aber  nach  (42): 


und  es  wird  folglich: 


TKoil  XIJL. 


•««-i(r,— rKr«fr,)      r|r,|r|f^— vrt---rr,.     tM^mmm 

(NB) 


'a«|€«    -••    .*(r,r,-rr|). 


1441  aarcll  A44ilio«  «od  .Svbiracti«« .   i    B. 

I  i    -  ^-T«  *  ''•'''  *  '•'  .^(^— r,)(r,-  r) 


l»il#ni  «kr  4k  Ober  aas  l^irku  Tfm^nrmmÜmm  ■fxifll  ««aa« 
Mrr«  für  dbrriü»aic  IiaII»«.  aUlUn  «Ir  4»r  lIrrirriaWlirlliiAff»« 


la  4rf  Wviar  a»lf  t  «««aMiaMW ,    4m»  «Ir  to«  Jt4vf  Vmpii^  \tm 
HrUlMHi^«   Rttf  rki«  anfdlirr«.    4a   ra  Jft  »icllt  adfett^r  QUll.    4ie 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

D«r  Htm  Verfasser  des  vorstehenden  Anrsatses  sebrelbl  ttlr 
M  Uebersendaog  desselben,  dass  er  bei  dieser  Arbeit  Swsr  ia 
cihltfen  Punkten  mit  Herrn  MO II mann  in  dem  Aebatse  Tbell 
XVli.  Nr.  XVI.  svsammem^etroffen  sei,  dass  er  aber  glaube  sei- 
aar  Arbeit  hinreichende  EigentbOmlichlceit  lieimessen  tu  darfea, 
so  dass  dieselbe  sehr  wohl  neben  Jenem  Aufsatse  besteben  kOone. 
A«eh  ich  glaube,  dass  auch  diese  Abhandlung  des  Herrn  Lehrer 
Hellwig  wohl  geeignet  ist,  das  Interesse  der  Leser  In  Anspruch 
in  nehmen ,  und  habe  ihr  daher  einen  Phtx  im  Archive  eiageriooii 


IV. 

jKitnser  Beweis  des  Gesetses,  uaeh 
welchem  die  Schwlnsunssebene  eines 
Pendels  sich  hei  dem  FoiUMiult'schen 
Tersnche  In  Folgte  der  Erdrotation  um 
die   Tertlkale    des    AnfhAnsepunkts 

dreht. 

Von 

Herrn  T.  J.  Eichweiler, 

Difaetor  der  ReaUchnle  ra  CSIn  •.  B. 


Zur  Ableitun|(  dieses  Gesetzes  bedarf  es  nur  der  Betrscbtimc 
desjenigen  sphXrischen  Dre!e«kB,  weichet  von  drei  Bogen  gebir 


S'i 

•IH  ««bti,  dir  lim  lliinnit-lB|ii>l  I'.  da«  Zrntlh  /  uimI  drti  %nti  drr 
5kliniuKiiiicftrliftir  dra  |*rndrU  urlroffriirti  Piinkl  .1  «Ir»  lluriffonl» 
»il  riiMttdrt  trfliiiNlcii.  Ilirse»  OrrircL  mt  wjihrrnd  drr  IVndrU 
Iir«rvuii8  rin  % i*rSnd«>ffllrhra  llrtm  itidrm  drr  Pol  |'  »Irlii  und, 
«Akmid  rinr»  /rifrlruirnl«  if.  am h  drr  l*unkl  .1  in  I  idi^r  dra 
ftCrH^Mw  flirr  PriMMiiiasa^,  In  ÜKrr  KirMuii«  t«  bHiwrr«,  ihre 
Laar  bekJMi.  iM^ihrriM  da»  /roilli  2  %rfiMMK^  flUr  Mulaliii« 
4f  F.r4r  «M  ibre  Arli»«  rwMi  klrinrn  Krri«  «m  f*.  «Mlutrli  di« 
1%lii|ir|  Wi  /'  uimI  /  ftiili  bridr  »Irlit  Andrf«.  Ka  komiHl  nvff 
4affa«l  Ml.  dl«  AUltacigliril  die»#f  Wiiikrl,  drrr«  rt»frr  airli  der 
E«C  |»ni|Mrli«a«l  iiftdert.  drr  Irlair  abr?  daa  AanevCli  drf  HrkMiM- 
»■Mttwae  m  IMI^  rn*MC.  #a  «rwiltdn.  Za  drei  tliide  iirlu«« 
kb  Mi.  Im  AefottC  der  llrwrimif  ari  dir  HrbHtnisMitM'briie  im 
McrMiaM.  ibr  AtiMvtb  bIba  0.  narli  Verlauf  drr  /nC  I  »ei  die* 
ara  Arimiilb  #/  und  dir  I  rdr  babr  »if  b  in  diribrr  /ril  um  drn 
\%ifikrl  ^  «rdrrbl;  in  drin  darauf  folcrtidrti  /rilrlrmrel  f/  l»e- 
ttagr  dirar  Ihrbunt  c'^ .  rbrn  •»  %  irl  aUo  aui  b  dir  A«*ndrrun| 
dra  WinkrU  /'.  dir  vlric  bfrili|;r  Arndrrunff  dra  A#iiiiulb»  »ri 
fti  IIa  nun  <Taf  11.  1 1«.  •!  I  fHia«brti  drn  bridrn  Winkrin  £ 
end  P  und  drn  bridm  Nriirn  AI*  und  /'/  (drrrn  lr|«lr  da«  (  «»m* 

Rlrmrnl  drr  Polbübr  oder  ic^otmplbWbr«  llrrilr  i'%»i}  die  brkannle 
lelalioe 

r  «Ni  ZI*  r .»  /'       mm  /If  cot«  If  I  -^in  |f  rotR  l 

beelebl  ««d   /-  IMU*-<I.    /I'     W* —/  iai.   eo  bfti  »an 

•iii/rea|>-uroa/ro|«IM  |  aialVolK«!  . 

Aeederl  aicb  nee  derrb  dir  i(i»tttig»  dea  Ürdkörper*  «Abrred  der 
Zeit  et  P  u%  P^i^,  d  glricb^nfii  in  ti  id.  «labrred  /  ued  dir 
Sril«  PA  eeveiAedrrl  Ueibre»  end  diiercsaul  i 
Me  VM%e  UrMhmg.  ee  rrbJlt  nfte  die  fulte^de 

•inM«l 
aini^ 

M  -     alelalntf^Y  f  ruCgl^iiMlraeJ?^ 
fjk  Ut  eber.    da  .12  nn  C/eedrMil  tat* 

•»       am/ 


d    I. 

Ms 


53 

Iitt^;riit  giebt  dies  t 

1    -  I  . 

•hae  Gonstante,   da  vorausgesetzt  wurde,    das«  im  Anfange  der 
Zeit  <  sowohl  d  als  ^=0  seien. 

Dies  Resultat  spricht  das  von  Foucault  entdeckte  Geseta 
aoBy.dass  nämlich  die  Geschwindigkeit»  (womit  die  Schwingungs- 
•beoe  des  Pendels  «ich  um  die  Vertikale  dreht,  sich  zu  derjeni- 
gen, womit  die  Erde  um  ihre  Achse  läuft,  eben  so  verhält,  wie 
djsr  Sinus  der  geographischen  Breite  des  Ortes »  wo  das  Pendel 
schwingt»  zu  1. 


Versuche  über  die  elektrische  In< 

duction. 

Von 

Herrn  Director  K.  W.  Knochen  hau  er 

zu  Meiningen« 


Erste    Abhandlung. 

Als  Einleitung  zu  den  Versuchen  über  die  elektrischen  In- 
ductionePy  welche  bei  Anwendung  der  Nebenbatterie  hervortreten, 
wurde  von  mir  im  Sommer  1850  eine  Reibe  von  Beobachtangen 
angestellt,  um  daraus  ein  allg^nein  gfiltiges  Ciesetzüberrdie;Ab- 
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nähme  der  elektrischen  Induction  mit  der  EntfemuDg  beraiMtaM 
Die  Reibe  zerfiel  In  zwei  Abtheilungen.  In  der  ersten  waren  sw«i 
ebene    zinnerne    Scheiben  AB  und  CD   (Taf.  IV.  Fig.  1.)  Til<| 
IViq  Linie  Dicke  und  18  Zoll  8%  Lioien  (par.  H.)  DurchoMMMÄ 
an  den  Rändern  mit  4  Ifialea  breiten,    nach  hinten  heneiilulidH 
den  abgemndeten  Holzringen  versehen,  auf  zwei  massive  gÜMiH 
Säulen  E  vnd  F  von  18  Zoll  Hohe  und  1  Zoll  Dnrcbmesser  «K 
telst  starker  an  die  Scheiben   gel5theter  Halsen  gekittet    Ye|£ 
dlesea  SSnlen  stand  die  eine  F  anf  dem  eisernen  Gestell  K^-^*^ 
andere  auf  dem  Schlitten  J,    der  durch  die  Schraube  L 
wurde:    die  bis  auf  5  Zoll  gebende  Entfernung  der  zu  eliilu.«.w 
paraHelen  Scheiben  wurde  auf  einem  nach  par.  Linien  ehigetheK^ 
ten  Massstabe  abgelesen.    Ein  63  Zoll  langer ,    1  Linie  starlMr 
Messinedraht ,   der  in  seiner  Mitte  mit  der  als  Gelenk  dienendei 
durchschnittenen  und  an    einem  Seidenfaden  hängenden  Kugel  Jf 
versehen  war,    führte  von  der  Klemmschraube  G  zum  Condoctor 
JV^  der  Elektrisirmaschine ;  ein  anderer  28  Zoll  langer  Kupferdrakt  j 
(0,513  Linie  Durchmesser)  ging  ebenfalls  von  G  zur  ersten  Ki^ 
O   des  Funkenmessers  Q,    von  dem  die  zweite  Kagel  P  dureb 
einen  Draht  mit  dem  Erdboden  V  In  leitender  Verbindung  stand. 
Mit  der  zweiten  Scheibe  CD  war  durch  die  Klemmschraube  t 
der  4'  lange  Kupferdraht  SR  verbunden,    der  zur  ersten  Kugdl 
R  eines  zweiten  Funkenmessers  reichte ;  die  andere  Kugel  5  hatte 
eine  Ableitung  zum  Erdboden   V,    Nachdem  die  Kugeln  R  undS 
In   eine    beliehige   Distanz   von   einander    fest  eingestellt  waresi 
wurden  die  Scheiben  AB  und  CD  dicht  an  einander  geschrauU; 
durch  einige  dazwischen  gelegte  Stanniol blätter  gut  metallisch  rer* 
bunden  und  der  Funkenroesser  Q  so  eingestellt,    dass  beim  Die- 
ben der  Maschine  die  Funken    mit    gleicher  Leichtigkeit  sowohl 
über  R  und  5  als  über  O  und  P  sprangen.    Dies  gab  die  Inten- 
sität   J  der  Elektricität  •    welche   zum   Durchbrechen    der  Lnftr 
Schicht  zwischen  R  und  5  erforderlich  war*).      Hierauf  wurden 
die  Scheiben  nach  und  nach  weiter  aus  einander  geschraubt  und 
bei  etwas  schnell  angehendem,  augenblicklichem  Drehe»  dar  Ma- 
schine diejenige  Distanz  zwischen  O  und  P  oder  diejenige  Inten- 
sität t  gesucht,  bei  welcher  eben  nur  ein  kleiner  Funke  zwischen 
R  und  jS  erschien.  —   Die  richtige  Stellung  zwischen  O  und  P 
liess  sich  bis  auf  Vso  Linie  genau  angeben;    denn  waren  O  und 
P  zu  nahe  an  einander,    so  zeigte  sich  zwischen  R  und  5  kein 
Funke,  während  die  Elektricität  kräftig  über  O  und  P  ging;  stan* 
den  umgekehrt  die  letztern  Kugeln  zu  weit  von  einander,    so  er- 
schienen mehrere  Funken  zwischen  R  und  S,  die  Scheiben  luden 
sich   wie    eine  Flasche    und  entluden  sich    hinterher  durch  einen 
stärkeren  Funken  über  O  und  P.  —   Die  vorstehende  Weise  de« 
Experimentirens  wurde  aus  dem  Grunde  gewählt,    weil  sie  alleii 


*)  Die  Intensität  werde  ich  nach  meinen  frühem  bereit«  in  Pogg^, 
Ann.  mitgetheliten  Versuchen  stets  so  angeben,  dass  ich  auf  jede  halb« 
Linie  Üistan«  twischen  0  und  F  10  ansetze,  fär  die  erste  halbe  Lialc 
jedoeh  13,f6.  Man  leitet  also  umgekehrt  ans  der  angegebenen  iBlenet- 
tit  die  wlrklieh  gemessene  Distana  von  0  und  P  in  par.  Linien  liar^ 
maa  ven  der  SUM  8,lft  sabtiaiilrt  und  den  Best  mit  ao  dividiii 
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die  St&rke  der  Induction  mit  einer  geiiiigeDden  Sicherheit  zu  mes- 
sen gestaltet;  deoii  theilt  man,  vTie  es  gewöhnlich  geschieht,  der 
ersten  Scheibe  AB  ein  bestimmtes  Maas  von  Elekfncität  mit,  so 
weiss  man,  dass  diese  Elektricität  mit  der  ganzen  Umgebung  in 
Wechselwirkung  tritt;  die  zweite  Scheibe  CD  töst  sie  hieraas 
mehr  oder  weniger,  je  näher  oder  je  weiter  sie  von  AB  entfernt 
ist;  der  auf  CD  wirkende  Theii  der  Elektricität  ist  somit  variabel» 
während  Ihn  die  spätere  Berechnung  der  Beobachtungen  als  con- 
Stent  voraussetzen  muss.  Steht  dagegen  AB  mit  dem  Conduetor 
in  Verbindung,  so  giebt  derselbe  zugleich  die  Elektricität  her, 
welche  durch  die  Wechselwirkung  mit  der  Umgebung  gehalten 
wird,  und  theilt  der  Scheibe  ^i?  zn  ihrer  Einwirkung  auf  CD  ge- 
naa  diejenige  Intensität  mit,  welche  der  Funkenmesser  Q  anzeigt. 

Ebenso  wenig  durfte  ich  aber  auch  auf  CD  Elektricität  sich  bin- 
den lassen^  einestheils  weil  die  Bestimmung  der  Quantität  der- 
sellien  auf  der  grosseren  Scheibe  nur  sehr  annähernd  hätte  ge- 
schehen können,  während  jetzt  mein  Apparat  durch  den  ersten 
schwachen  über  RS  springenden  Funken  ale  immer  gleich  starke 
Indnction  auf  CD  una  aus  der  Distanz  zwischen  O  und  P  die 
dasu  erforderliche  Intensität  der  Elektricität  auf  AB  mit  grosser 
Schärfe  angab,  aoderntheils  weil  bei  der  Rückwirkung  von  CD 
anf  AB  die  Stärke  der  Induction  kaum  mit  völliger  Evidenz  aus 
den  Beobachtungen  herzuleiten  gewesen  sein  würde.  Waren  meine 
VorUnssetzungen  richtig,  so  mussten  sich  hei  constanter  Entfer* 
mng  zwischen  R  und  S  die  Angaben  des  Funkenmessers  Q  nidit 
indem,  wenn  die  verschiedenen  Verbindungsdrähte  iVG,  CvO, 
PVi  HR  und  SV  geändert  wurden.  Es  wurden  also  bei  dem« 
selben  Stande  von  RS  fflof  Beobachtungsreihen  angestellt;  in  der 
ersten  enthielt  der  Apparat  die  oben  angegebenen  Drähte,  in  der 
sweiten  wurde  eine  Wasserrohre  hinter  P  vor  dem  zum  Erdboden 
kUtendeo  Drahte  eingeschaltet.  In  der  dritten  war  der  Draht  BR 
darcb  8'  feinen  Neustiberdraht  ersetzt,  in  der  vierten  waren  diese 
9f  Nensilberdraht  zwischen  N  und  JU  eingeschaltet,  in  der  letzten 
endlich  ersetzten  dieselben  W  den  Draht  GO.  Die  Resultate« 
welche  die  fünf  Reihen  lieferten  f  wichen  so  wenig  von  einander 
ab»  dass  die  Angabe  der  aus  allen  gezogenen  Mittelwertbe 
genügt. 
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INalau  iwi- 
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bMk.    1     b«r. 

M 

0 

IH.» 

i(t,(e 

14100 

jr 

».«1 

90.« 

OlttlM 
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0.3U7 

48 

43.73 

43.43 
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i      «».Xl 

OelKl 

•0»iM.  Mit  dvff  l^lfrnHiaK  bcNlvf  firlN*ilN^  •••  »«•••ilvf  r«««l- 
fAlirMit  4m  «SrlivilH-ttl  Ufl  i"'  H«M  «f Arier  M*lftlll.  H«ft   m  wm 

CM*llta'i»fel  ai  «»Irr  «Irr  l'aroirl :  m      r^^  -  .    «lori«  «.^A    -  U»S  i»C 

«InI  «  4Ni  IlteUaf  4r9  Srk^h^  io  par  ^M^  ■affirbl  llrrftlifMi 
•Mfe  br44r  5lrllc4fcMi,  »o  !•!  «  -  4  j«  m*I«mi  ,  wa^^rrli  4»r  l*«N 
4«r  airlAMMrl^n  Ho^fllinifif  ««ni  ilrm  ftfiffirlr«  l'alU,  4a»a  h^iAm 
Hdl»*lira  M  4»r  H«*r«llr«*f  siM^lrifiifrb  ^%nm  «Mbt  Miend»  Hrbirlil 


WrvcliftH  biet A«rli  i  •«•  drr  r«r«iel :  i  ^ 


AM 


J. 


J  n^tk 


4mm  lllbagr«  dir  b#i  drr  Hrr^liraM  «ttffkaMdrttr  «dvf  die  fur 
!lrM«r«rfle  Akef  lf.%  rr  für  drr  Im  Im  I«Imi«iUI  brirKb»H  lUm  rtmtr 
«•d  IHjI«  llr«b*rbl«»||   R«be«  A  ^  S%.0  aIm»  « ^ 


r.aii«  ffoiMle  Br*kacbl«*fMrtli«»  .   n  drf  dir  K^fel«  Ü  «i»d    ^ 
Hat««    MAbrr   «tAikdr» .    Iirfrrlr    •!•  Millrl  «••  ««ri   \  rr 
in  drMtt  dM  llrakl  Ulf  ec»»«!  mm  Ikafl«^*  «^^^  •»* 
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Distanz  zwi- 
schen    4B 
und  CD 

t  auf  AB 
beob.          ber. 

0 

14.25 

14,25 

2"' 

.16,25 

15,20 

3 

, 

15,58 

15,58 

4 

16.12 

15,96 

6 

17.00 

16,71 

9 

17.98 

17.85 

12 

19,16 

18.99 

18 

21,4Q 

21,25 

34 

23,67 

23«52 

36 

28,15 

28,06 

48 

32,75 

32,60 

60 

37,12 

37.12 

I 

•.  t 


>  .   i       • 

*  I       ■ 


ior  Berechnung  wurde  aus  den  beiden  äussersten  Beobachtungen 
}«2  also  0  =  37,7  gesetzt.  Noch  wurden  bei  verschiedenem 
le  von  R  und  iS  nur  die  erste  und  letzte  Beobachtung  bei 
l  48^^  Distanz  der  Scheiben  gemacht«  um  die  Werthe  von  6 
»ntrolireiL 


Distanz 


1  beob. 


b  ber. 


0 

12,48 

48«' 

28,12 

0 

16,06 

48"' 

36,37 

0 

17,91 

48"' 

40,87 

0 

21,69 

48'" 

49,62 

0 

25,50 

48"' 

58,37 

0 

28,94 

48'" 

66,87 

38,7 


38,3 


37,8 


37,7 


37,6 


37,0 
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OImcIiö»  6  BAke  roii»lAiil  biribi,  da««  »aa  dir  kirinro  l>if!»- 
rmini  Abrcsrlira  krHioIr,  so  »rliriiil  c«  darb  bra(bl«^B«rflb, 
daM  dir  WrHbe  »it  üarbMMlrai  Abalaiide  ittUrbra  H  und  X. 
alao  »il  taacbairadrf  lalriiAlUt  drr  iadttrircflidm  KIrhIriritit,  t^ri- 
■ilaaiit  blriBcr  aMJaJra ;  vM  dr«lllrbrr  wird  ria  ibalirbr«  \  cf • 
biltalaa  br«  dra  Varradira  aU  drr  Nrbrabatirrir  %orkomaira  -^ 
Da  ta  airbrra  Mr«*uaarn  ria  rtwaa  acbartt   brginaradr«  llrrbra 

arfMcw 


drr  Maacbiar  rrfordrrlirb  war,    ■•  «tarda  «rraacbt,    «lir  wril  daa 

ßMtKrbr  Aaatfrnara  dar  ElrklririlftC  aa«  riacr  aicb  rnlladradra 
»acbr  f«»rriaiftMM|t  mhfri  aa  «tardr  droiaarb  riar  KlaM>ba  ik«- 
bdra  aad  darrb  dra  var  JÜG  rlnacarbaltrlra  KanbrnRM>a*rr  dia 
Eattadant  aaf  AH  %rr«ittrll;  der  raakraairaarr  rt birll  aarb  aad 
aacb  dirjraitr  KiaatrllaaR .  »rlcbr  aiara  ria^iffro  •rbnarbrn  Faa* 
bra  Abrr  HS  tar  FalK«  ballr.  Ui«  llmallala  blirbra  dir«rlbra» 
m\m  bri  drr  frAbrra  Aa<»rdaaaK  daa  Ap|»arata,  aar  war  bri  l.ka« 
ataIhHit  dra  KaabramaaMpr«  aicbt  rina  «Irkbr  .SrbArfr  aa  rrtia* 
Ira;  drr  Aadraan  dar  KleiiHriUI  auf  AH  %iar  »cbna  la  grwall- 
aaai.  —  Zar  VrrgMcbaag  mM  dirara  Varaarbm  tirbr  irb  dia 
vaa  aikr  «of  Uafrrar  Zeil  ia  PoffK.  Aaa.  U  ^ü  p  il4  lirbanat 
maarblr«  brtbri,  «a  die  aaf  riarr  kirlara  kagrl  crbundraa 
EMtrkMAt  aiil  drr  Tafaioa«tiafa  aaairaara  «i«rdra  «tar.  I»r«lal* 
Maa  dftaaa  Vrraacbr  iwar  airbl  dra  Wrrtb  ««a  •  la  braltmaira 
«ad  naraa  aia  laamtait  frblrfbaft.  al*  aaf  dU  NArknirkua«  drr 
ladarirtta  KairrI  aal  dir  ftailarirrudc  kriar  ÜArkaicbt  graoaiaia« 
wardaa  kaaala,  mm  aar  docb  abra  diaaa  NArbaickaag«  aia  di* 
ffbia  Varaacba  »rbaa  d^ai«!«  aaigtrn.  aa  «rriac.  daaa  aW  bttcb- 
wMmmm  bal  drr  kirtaalaa  Ihalaai  «aa  3*  Haaa  •lArtr  IMa  Smr- 
aarba  Mrra  taai  aaaigalra,  daaa  kr|  kiriara  .Hcbribra  (biat 
Kaffrla)  drr  Wrtib  «aa  4  gariagar  «tlfd  Irb  atrNir  airlaa  Va^ 
aarba  dasMl»  anfi^f  dir  raipiriarbr  Fwrairl  ai^.14^'  (Abar  Jkm 
Badaalaa«  drr  HrjrirbaatiBra  •  rilivt.  Abb  ).  «rlrbr  dtr^rlba« 
bU  «sl<ld=|N*'  rrcbt  «al  darMrlllr.  Niaiait  a^a  aU«  dia  da- 
laaftgra  Brubacblaagra  ala  darrb  4wmmm  KarMrl  grgrbra  aa»  la 
A  aabakaaal  blieb,  aa  barrrbaaa  ala  aicb  jaCaC  aacb  dar 
l'anarl: 

V.XA 
*       «l>f  f 
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18 
24 
97 
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m  beob, 

0.707  J 

0.613  ,. 

0.649 

0.500 

0,428 

0.376.. 

0.354,. 

0.301  .. 

0.260,. 


,. 
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tn  ber. 

OfiSIA 
0.613  „ 
0,553 
0,504 
0,42»  ,. 
0.373  „ 
0,350,. 
0,295  „ 
0,245  „ 
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Auch  bler  zeigt  sich  die  Gültigkeit  der  ave  den  neoen  Beobach« 
tinigen  klar  entspringenden  Formel,  da  die  Abweichung  bei  3"' 
Diatanz  aicb  aus  dem  scbon  angegebenen  Grunde  blnreleheod 
erklärt 

In  der  zweiten  Abtheilung  der  Versuche  kam  unter  Binau- 
siebung  der  Nebenbatterie  (oleender  Apparat  In  Anwendung^ 
Ceber  die  beiden  horizontalen  1  Zoll  ntarlcen  Glasstäbe  Aß  und 
CD  (Taf,  IV.  Fig.  *2.),  die  in  einer  gegenseitigen  Entfernung 
Ton  2'  durch  einen  huizenien  Rahmen  getragen  wurden,  waren 
mittelst  Schrauben  und  seidener  SchnQre  die  beiden  S'  langen 
Kupferdrhhte  NACP  und  OBDQ  (0,513  Linien  Durchm.)  gegen 
die  Holzleisten  EF  und  GH  ausgespannt  und  trugen  an  Ihren 
Enden  kleine  Quecksilbernapfchen;  die  8tabe  Aß  und  CD  und 
ausserdem  die  Glasröhren  Jk  und  LM  waren  eingethellt,  um  die 
Distanz  der  Drähte  von  einander  zu  messen;  beide  Drähte  kenn* 
len  in  dem  Rahmen  nur  auf  6  Zoll  von  einander  entfernt  werden. 
Der  erste  Draht  NP  schloss  die  Hauptbatterie  17,  die  nicht  iso« 
Hrt  aufgestellt  vom  Conductor  der  Maschine  aus  geladen  wurde» 
und  aus  den  beiden  Flaschen  1  und  2  bestand;  die  Schliessunga» 
dräbte  waren  von  ü  ab  lVa'#C  (Kupferdraht  von  0,513L.  Durcbm.)» 
der  Funkenmesser  5  und  2'#C  bis  iV;  auf  der  anderen  Seite  von 
P  Im  a^K.,  von  n  bis  b  16.8  Zoll  Platindraht  (0,081  Linien 
Darchm.)  nnd  von  6  bis  V  4f  ll''  K.  Der  gesammte  Schliessungs- 
draht der  Hauptbatterie  betrug  demnach ,  wenn  man  fiir  den  Draht 
in  den  Flaschen,  filr  den  Funkenmesser  und  für  den  Platindraht 
ihre  annähernd  richtigen  äquivalenten  Werthe  0,5 — 0,7-^2  Fuss 
•obstituirt,  im  Ganzen  19' ,9  K,  Der  zweite  gespannte  Draht  OQ 
•ebloss  die  aus  den  Flaschen  3  und  4  gebildete  Nebenbatterie  X 
die  auf  gläsernen  Stühlen  gut  isolirt  aufgestellt  war;  es  bestand 
OÄ  ans  2fK.,  QZ  aus  Qe^S^K.,  cd^ViF,6  Platindrabt 
(fiJOSl  Linien  Durchm.)  und  dZ=r  K,;    die  Gesamrotlänge  des 
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iM  «%lril.  dir  dm  lliinnirl»|itd  I'.  dan  Zrtiilh  /  uimI  drti  ton  d^ 

5ic kw  i  11 K II II Kftrkr II r   dr»  iVtidrU   crlrnffriirii   Piilikl  .1  ilr*  llnriffnAla 

«il  rinatidri  irrliindcii.  I>ir»ca  UrrircL  iftl  Hahrrnd  drr  IV»d«l« 
Iirt»rguii8  rifli  % «•rXndMiIrtira  llrtm  itidrm  drr  l*fil  /'  ftlrl«  ii»d, 
«Akmid  ritir»  /rilrlriurnl«  <f.  am  b  drr  Pufikl  .1  in  I  tdur  des 
ftCrf*Wli»  drr  PriMMinaBM» .  in  ilnrff  IImIiIuii«  f«  bHiwrMi,  iliff« 
l«aar  bckJMi.  iMwrhrriM  da»  /rnilli  /  %f-fiui»cr  drr  Ünteliott 
der  F.r4r  «m  ibr«  Arli*«  rwr«  klriiirn  krrU  «m  Z',  «odiitrk  Sm 
y^ktkri  kei  /'  uimI  /  muk  liridf  »irlit  ündrrn  F.«  kf»mml  »«r 
datattl  Ml.  dl«  AUltaciBkril  dir»rr  Winlirl.  drrr«  rtufrr  »irk  dar 
E«C  |»ni|Mfti««jl  hftdert.  drr  IrUlr  »krr  da*  AiikmIIi  drr  Srln*!»- 
■«•«•»Imc  m  lM|v  rn^Rfll.  #«  mKilIrln.  Za  ilr«  Kndr  tarlMMS 
kb  Mi«  IM  Aftfaftr  drr  llrwrtmit  »^i  dir  ^irkHm|I«»t■•'brf■•  km 
MrHdMM.  ibr  AfiMiilk  bIba  0.  narli  \rfliMif  drr  /ril  I  »ri  di» 
Ars  Ariniiilb  #/  uiid  dir  I  rdr  Kuhr  »i«  k  in  dir«rr  Znl  um  dr« 
W  iiikrl  7  xrdrrkl :  in  drni  darauf  fidf  rndrn  /rtlrlrmrol  r*/  b#« 
IfAgr  dirsr  Ihrkuni  c'T .  rbrn  mn  « irl  aUu  aui  k  dir  \«-ndrruiiC 
dra  WinkrU  /',  dir  irlri«  k fruit; r  Arn«lrruns  dra  Afimulk*  rri 
tä  Um  nun  (T«C  II.  I  i«e.  •!  f  fwiaikm  drn  kridrn  Winkrin  2 
•nd   /'  «nd   drn  bridm  .Sriirn  .f|'  und  /'/  (drrrn  IrUlr  da»  (  «mm* 

RIrmrnI  der  Polkükr  udrr  ic^ograplbUckrn  llrrilr  ilmij  dir  krkanM« 
Irlalion 

r«M2/*rtMi/'    .  •MiZIfrotKlM^ain/froticZ 

kratokl  Md  Z^.  iHf^^ä.    IP   .W*»/  Ul.  ao  kal  m« 

•ili/roa/'-=:rfM/ro||t/M  |  %\ui^n%%§l , 

AMNlrrl  ftirk  fmn  durck  dir  l(»litiCü  dr«  llrdkürprr«  «Akrrttd  d«t 
Zril  i't  P  tu  i*^i%,  d  BiriffkfriliK  in  «tf  c<l,  wakrr»d  /  und  dir 
Sril«  Pfi  «»«riAadrit  UMkrn,  «nd  diCcrra«üt  MW  dfllim 
Mb  vm%c  UrMhmt.  «•  rrkJlt  m%u  dir  fwlKradr: 

sinM«! 
•-^'^^        .inrf»    - 

k*V 

M        alB/alnfK^  f  ri»lc/^iM/rM«ir> 

FjS  Ul  Akrr .    da  AZ  nn  C/oadranl  i«t- 
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13"  und  iHf^  Ton  «naiuler  enirernt.  In  den  Scbliessantcadrüit 
der  Nebenbatterie  worden  nach  und  nach  zur  ursprängliL-hen  Lfinj;« 
I.=  14',2  k.  noch  2,  4 bis  12' A'  hinzugefügt*).     Die  Erwfir- 

B  und  N  wurden  beobachtet,   daraus  -n  und   das  Ver* 


» ' 


pv. 


bUtnisA  der  StronistXrheii  V  -ji  gezogen,  Qberdies  die  gesamrote 
frei  gewordene  Warni»  C  berechnet  Uie  Ladung  der  Haontbat- 
tcrie  J  war  entweder  45,25  — S3,'25  oder  61,25,  bSndich  nacn  der 
<d)ea  angegebenen  Weise  aus  der  Distanz  der  Kugeln  am  Funken- 
nesser  beütimmt. 


Schliexsunss- 
dr.d.Nebenb.    J 
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H 


^h 


4ä,2511.6l 
.3,'25'l5.0 
45,Ü5  11,2 
53,M  14,6 
15,11,1. 
53,2.'>14.1 
45,-i5  1Ü,7| 
S3,25  18,9 
"    "10,7, 


8.2,0,713, 
10,60,711! 

8,70,778i 
11.10,758! 

9,10,819, 
11.60,826! 

9,2b.860, 
11.80,850! 

9,20,8(10, 
ll.9p,85l>l 

9,00,822, 

!ii.6<),8h! 

i  8,4jl,738, 
Il0,7|0,74li 


W.835:; 
0,907 


25,3 
:U,8 
25,4 
.34,8 
25,6 
34,7 
25.5 
34,9 
25.7 


■)    Ich  b,)ii,rl['e,  da«,  m  Tollkoramen  gleichgültig  ict. 
Stall,  4i,  Miidt  Onhifl  elogecchkltet  verden. 


2te  Reihe.    Die  gespatmten  Drihto  im  W"  DteUu. 


Scblieasmig 

ilr.d.NebeD 
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53,25 

18,»!  6,-2 

0,279   0,52S 

36,3 

61,% 

-•)  6,3 

* 

53,45 

17,0 

6,5 

0,369    0,607 

36,1 

S  1,-25 

-•) 

7,6 

4' 

53,25 

16,2 

8.u'0,492j          135,« 

51.25 

19,7 

9,4  0,475' •'■696  46,3 

6- 

53.25 

15,6 

8,90,5721 

35,8 

61,25 

19,1 

10,5  0,551  >0.'™ 

46,4 

8' 

53,25 

15,4 

9,1 0,593!  „,„ 

35,7 

61,25 

18,7 

11,00,586'  0.™ 

46,6 

lO- 

5.3,25 

15.7 

8,7 

WSSj  a,„ 

36,0 

61,25 

m.i 

10,4 

0.544'  0."2 

48.7 

12' 

53;25 

17,0 

6,9 

0.404) 

36,!l 

61,25 

21.0 

8,6 

0,410'  ".«'S 

48,4 

3te  Reihe.    Die  getpannton  Drihte  in  48"'  Dblaiu. 
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dr.d.Ncbenb. 

./ 
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45,25 

S.1.25 
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45» 

Sil  25 

6' 

45.26 
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,02,00,128, 
'20,02,6 
15,23,4 
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die  St&rke  der  Induction  mit  einer  genügeoden  Sicherheit  zu  nie»- 
een  gestaltet;  denn  theilt  man,  wie  es  gewuhnlich  geschieht,  der 
ersten  Scheibe  AB  eio  bestimmtes  Maas  von  Elekfncität  mit,  so 
wdbs  man,  dass  diese  Elektricität  mit  der  ganzen  Umgebung  in 
Wecbselvrirkang  tritt;  die  zweite  Scheibe  CD  löst  sie  hieraus 
vebr  oder  weniger,  je  näher  oder  je  weiter  sie  von  AB  entTernt 
bt;  der  auf  CD  wirkende  Theil  der  Elektricität  ist  somit  Tariabel, 
während  ihn  die  spätere  Berechnung  der  Beobachtungen  als  con- 
stant  voraussetzen  muss.  Steht  dagegen  AB  mit  dem  Conduetor 
fai  Verbindung,  so  gieht  derselbe  zugleich  die  Elektricität  her, 
welche  durch  die  Wechselwirkung  mit  der  Umjgebung  gehalten 
wird,  und  theilt  der  Scheibe  ^i?  zu  ihrer  Einwirkung  auf  CD  ge- 
MW  diejenige  Intensität  mit,  weiche  der  Funkenmesser  Q  anzeigt. 

Ebenso  wenig  durfte  ich  aber  auch  auf  CD  Elektricität  sich  bin- 
den lassen^  einestheils  weil  die  Bestimmung  der  Quantität  der- 
selben auf  der  grosseren  Scheibe  nur  sehr  annähernd  hätte  ge- 
schehen können,  während  jetzt  mein  Apparat  durch  den  ersten 
schwachen  über  RS  springenden  Funken  aie  immer  gleich  starke 
Induction  auf  CD  una  aus  der  Distanz  zwischen  O  und  P  die 
dazu  erforderliche  Intensität  der  Elektricität  auf  AB  mit  grosser 
Schärfe  angab,  aoderntheils  weil  bei  der  Rückwirkung  von  CD 
auf  AB  die  Stärke  der  Induction  kaum  mit  völliger  Evidenz  aus 
den  Beobachtungen  herzuleiten  gewesen  sein  würde.  Waren  meine 
Vortoiissetsungen  richtig,  so  mussten  sich  bei  constanter  Entfer- 
amig  zwischen  R  und  S  die  Angaben  des  Funkenmessers  Q  nicht 
Indern,  wenn  die  verschiedenen  Verbindungsdrähte  iVG,  GO, 
PVf  HR  und  SV  geändert  wurden.  Es  worden  also  bei  dem« 
selben  Stande  von  RS  fflnf  Beobachtungsreihen  angestellt;  in  der 
eisten  enthielt  der  Apparat  die  oben  angegebenen  Drähte,  in  der 
«weiten  wurde  eine  Wasserrohre  hinter  P  vor  dem  zum  Erdboden 
krttenden  Drahte  eingeschaltet.  In  der  dritten  war  der  Draht  BR 
durch  8'  feinen  Neustiberrtraht  ersetzt,  in  der  vierten  waren  diese 
9f  Neusilberdraht  zwischen  N  und  Jf  eingeschaltet,  in  der  letzten 
endlich  ersetzten  dieselben  W  den  Draht  GO.  Die  Resultate» 
weiebe  die  fünf  Reihen  lieferten  f  wichen  so  wenig  von  einander 
Af  dass  die  Aiignbe  der  aus  allen  gezogenen  Mittel wertbe 
genügt. 
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sefttg^ef  Kupferdraht  machte  0,02  aof  je  2\  Die  Constante  o  des 
Tbennometers  gaben  besondere  BeöMichtungen  für  die  beide| 
ersten  Reihen  0,0092 ,  fSr  die  ietete  an  einem  anderq^.Tage^  an^P 
stellte  Reibe  0,00035.  Bei  einer  einfachen  Entladung  der  Haupt* 
batterie  war  also  das  frei  gewordene  Wfirmequantunk  C=^ 25,60 
bei  7=45,25;  35,45  bei  J=: 53,25  und  46,90  bei  J=6l,2^.  Das*  i 
seffo^  Wärmeqaantum  erscheint  nach  den  vorstellenden  Beoback^  j 
tuneen  ebenfalls ,  wenn  beide  Batterieen  za  gleicher  Zeit  thättg  \ 
sind.  Die  kleinen  Differenzen  der  ersten  Reihe  erklären  sich  da- 
raus, dass  di^  Wärme  in  dem  gespannten  Drahte  znH  gesetst  l 
werdeii  masste,  was  nicht  vollkommen  genau  ist;  das  eine  abweW 
chende  Resultat  bei  12^"  Distanz  der  Drähte  weist  auf  eioea  ^ 
Beobachtungsfehler  hin*).  < 

Nach  Erledigung  des  ersten  Punktes  kam  die  Abnahme  der 
Induction  mit  der  Entfernung  in  Betracht  Der  Schliessungsdraht 
der  Hanptbatterie  blieb  unverändert  wie  vorbin,  der  Schliessung«- 
draht  der  Nebenbatterie  wurde  dagegen  um  7%',  also  bis  zu  2VMK 
verlängert,  worauf  in  einer  zweiten  Reihe  2'K.  in  ihm  durch  16'',8  Pla- 
tindraht ersetzt  wurden.  In  beiden  Reihen  stieg  die  Distanz  der  ' 
gespannten  Drähte  nach  and  nach  bis  auf  4S^"  auch  findet  man 
den  Fall;,  wo  die  Nebenbatferie  mit  dem  Draht  OP  verbunden 
war,  unter  0  Distanz  notirt.  Das Verbältniss  der  inducirten Strom« 

VN 
ja  wurde  in  der  ersten  Reibe  nach 

der  Formel 


V 


N  81 


H"  93,5+0?' 


in  der  zweiten  nach 


V2= 


43,7 


/f"~55,7  +  a: 


berechnet,  worin  o?  die  Distanz  der  gespannten  Drähte  in  Linien 
bezeichnet. 


*)  Seitdem  ich  den  nicht  unbedentenden  Widerstand,  welchen  die 
dnrchbrochene  Lnfttehicht  darbietet,  in  Anschlag  bringe,  fällt  die  Aa- 
nähme  eiaea  besondern  Widerstands  in  der  Batterie  fort,  den  ich  bei  der 
Bereehnang  meiner  in  den  Jahresber.  d.  Wien.  Acad«  mitgetheiltea 
Beobachtungen   ohne  weitem  Beleg  herbeitiehen  mosste. 


Iste  Reihe. 
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itt  den  Aneabeo  erzielen;    ich   werde  daher  nur  die  gefundenen 

N 
Verbältnisszahlen    wm  mittheilen.      Das   Maximum   der   Indaction 

fand  fitatt»  als  der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  34«3  Fuss 
lang  war,  der  Nebendraht  dagegen  zwischen  17  und  19  Fuss;  die 
letztere  Länge  wurde  beibehalten. 


Distanz 

N 
H 

N 

yj  Mittel 

V  <iH^*^^- 

V  527  ''•'• 

0 

1,530  1,538 

1,534 

0,876 

_       • 

3"' 

1,235  1,223 

1,229 

0,784 

0,774 

6 

1.U57  1,133 

1,095 

0,740 

0,739 

12 

0,8S0  0.912 

0,896 

0.660 

0.678 

24 

0,634  0,683 

0,659 

0,574 

0.582 

36 

0,500  0,534 

0,517 

0,508 

0.510 

48 

0.420  0.430 

0,425 

0,461 

0,454 

Die  Abnahme  der  Induction  wurde  nach  der  Formel 


V 


N_ 49,5 


berechnet,  die,  so  weit  es  erwartet  werden  konnte,  die  Beobach- 
tanffen  annähernd  darstellt  Der  Werth  der  Reihe  besteht  nur 
darin  zu  zeigen,  dass  bei  der  getroffenen  Anordnung  der  Batte- 
rien der  inducirte  8trom  stärker  als  der  Hauptstrom  ist,  wie  dies 
vorausgesetzt  werden   konnte. 

Das  Merkwürdigste,  was  filr  mich  als  neue  Thatsache  aus 
diesen  Versuchen  hervorging,  war  dies,  dass die  Induction  selbst 
bier,  wo  die  Platindrähte  sie  sehr  herabdriicken,  so  sehr  lang- 
sam mit  der  gegenseitigen  Entfernung  der  gespannten  Drähte  ab- 
nahm, und  somit  eröffnete  sich  die  Aussicht,  bei  Anwendung  des 
Funkenmessers  in  der  Nebenbatterie,  wo  man  dann  die  ganzen 
Schliebsungsdrähte  aus  Kupferdraht  bilden  konnte,  eine  noch  hei 
weitem  langsamere  Abnahme  der  Induction  zu  erzielen.  Clm  dies 
bestätigt  zu  finden,  wurden  die  Batterien  zu  je  zwei  Flaschen 
wieder  hergestellt  und  die  Platindrähte  ba  mAcd  (Taf.lV.Fig.2.) 
durch  je  2^  K  ersetzt,  wobei' der  ScblieHsungsdraht  der  Nebenbat- 
terie die  Länge  behielt,  welche  vorher  das  Maximum  der  In- 
duction geliefert  hatte*).  Der  Funkenmesser  5  der  Hauptleitung 
bekam  eine  feste  Stellung,  die  J=3],*25  machte;  ein  anderer 
Fonkenmesser  Y  verband  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  so  zwei  Stel- 
len   des   Schliessungsdrahts   der   Nebenbatterie,     dass    FJiC=t2', 


^)    Ob  darch  diese  Snbstitation  das  Mazimom  streng  getroffen  wor- 
den iet,  durfte  nicht  ganz  sicher  sein. 

6* 
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1*2 7*- r  «ar,  rt  \tr\»mnt\  aImi  cwr«  Punkt«*  •  di««  «n  3' «' A'  %•• 
drr  iniirtn  iiml  hu^umi  Krlruntig  •ib«taii<l«'a.  Intimi  »ii  h  jclxt 
äkr  llaoffillmltrH«*  Abrr  .\,  «o  kunnlr  drn  Ku|rin  %«•«}'  IrirMlIle« 
jeiuf«"  MlirrntinK  %iin  rinamlri  Krurbrn  n etilen.  In'i  dei  «uck 
wim  Vuwkrn  Obeiniirang;  liir  Meaaiinic  hu  unamiria  »rliafff,  »iclMf 
kl*  «uf  *  ^,  Linie  K***iau  llir  lN»ab«rlitrfrn  .S|MnntinK*«lifrtra«ra 
(IM.  in  cirr  T^liellr)  niij«ntrn  hirrjiif  miiI  ilir  lutalr  S|i4nnynK»- 
ditlrr*-nff  i  tlrt  \rl»riilMltrrir .  nnitliih  aiil  dir  .S|iannuri;:  #Hi«rKe« 
ilirrr  iniirrii  iiml  .luvarrn  llrlrtfuiitf  #iifiH  lktk**lnlirl  Mridrn.  |lie0 
knniifr  KeMhrhrn,  Mril  «irli  die  Nelieiihattfrie  ««."ihrrnd  der  Knl- 
UtlniiK  drr  Ilaij|»tb4tlrrir  c****!^  *****  t'^nr  Biili  entlAiIrtide  llatirrie 
%rrliAll.  dir  SpjinniinK  «(«u  ««•••  iniirnnafh  Jiii*»rn  .iiif  dem  .S«  hlie«- 
ftunKMlffalit  «111  i..itiKr  deMirlbrn  |iru|Mirti<inAlalinimtiit  *);  r»  iMu«ale 
drmnai  h  eiiie«tkriU  dir  !•!••••«•  Iirftliiiiuil  «lerdrn.  um  nrlibr  di« 
««iU  I  A»arerlirtirn  N|iaiiiiiiiiBMliffrffrnfra  iii  klein  »ind  («ef|l. 
l*»ffK  Ann  IM  7h  p  51V  und  die  diirl  fifirfe  ftdkrrr  Alilundl.), 
•  rdriflillieiU  eine  I  rKAn#«ti|[  der  ••»  rorrigirfen  «SiiannuniiMlitlrreaa 
fiir  «P  g'A'  lii*  fu  drn  ItelrKun^fen  %uri;enonini#n  ••  erden.  llirfAii 
Murdr  liei  •1"'  lh»Unf  der  gr»|i«nnlen  Hr^ible  der  l'uidLenmeMief 
I  r«fM  b  um  ."1.  djiin  am  10  I  u»*  weiter  turiirkcralelll ;  in  def 
ara|tf<intflif  brn  .Sirllung  fnb  er  '/».M.  !>'  laruik  l**.*Vi  und  W 
ruf  Utk  IJ.fi«'.  aUo  Auf  I'A*  eine  Ibnabme  drr  .Spannung  tun  l.*M 
ntid  I  •!>»  »der  im  MillH  ron  l.t?  |la  nun  iMiarben  den  bride« 
|*uiiklru.  wrlrbe  I*  furr«!  %rrbind.  ucicb  l\l  A  «I«  S<  blir»AUficn- 
dr ftbl  Uff*  n .  mi  »fdlle  die  beobai  biete  N|i4nnunu«diffrrriitf  mkM 
•lAtt  ?i.n  ffrwraru  «ein;  en  febllen  «ivnrfl  'i.'Jii.  «ebbr  /«bl  n«r 
um  riMjA  ffr*i«*rr  tat  «f*  dir  aul  dem  .Nrblir*aueffadr«bt  rinrr  (#• 
MMbnliibra  Haltet le  gefundene.  »\«cb  diearm  llrBidUle  ■itt»«|# 
im  dm  liculiMblrfrii  /ablrn  «iiüib«!  *i.*li  ««Idirl  und  da«u  d«MI 
die  .S|i4nnun|adiffrim<  für  •!'  ,'  A  bi«  «uf  beide  llrirgiingrn  bMH 
«•gefttcl  Mrrden.  nm  die  l«il.il>-  l^^dung  1  der  .Nebeftballetie  «■ 
erballen  iHr«  i«|  in  d«  r  njrbalrbrndm  Tabr|l#  ge*ff  beben.  weffM 
«nlef  IM  die  uf  •prunsli' k  lir^'b^f  birirn  /ablrn  .  unter  1  br«tb. 
dftiecm  die  dar«««  jibfrlnlrten  lul^r«  I«ad«ng9ii  drt  .N«bc»b«l* 
t«fir  r«MHtagefi  ftind. 

lliMa««    IM     ibeob  iber 
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Zur  Berechnung  des  inducirten  Stroms  in  seinem  Verhältnrss 
Hauptstroni  wäre  es  jetzt  nooh  nfitliii;  gewesen,  die  Ladung 
£  der  Nebeiibatferie  zu  kennen,  die  sie  erreichen  niusste,  wenn 
Haupt-  und  Nebenstrom  einander  gleich  sein  sollten.  Man  wurde 
mit  dieser  Zahl  die  beobachteten  Werthe  von  t  dividiren  und  die 

Qnotienten  m  unter  die  Formel  m^rzj-~r—  setzen,  also  t=i-^7^« 

Den  einzigen  Anschluss* durften  hierzu  die  von  mir  in  l^ogg.  Ann. 
B.  71.  p.  343.  mitgetheilten  Beobachtungen  gewähren*),  danach 
wäre 

31,25x2xFI.H-2  _ 
^""      Fl.  1+2+3+4      -**-'*-'> 

•omit  a=  145,5,   6  =  158,2  und  die  Differenz  zwischen  a  und  b 

würde  den  obigen   Tbermometerbeobachtungen  entsprechen;    ich 

trage  indess  Bedenken ,  den  Werth  von  E  scnon  jetzt  so  bestimmt 

featzusetzen ,  und  ich  will  deshalb  lieber  das  Produkt  oE  unge- 

4673,5 
trennt  lassen.    Die  Formel  zur  Berechnung  ist  dann  t=  igwo  i"* 

Das  Beachtenswertheste,  was  diese  Reihe  lehrte,  war  die  wirk- 
lich sehr  lanesame  Abnahme  der  Induction  mit  der  Entfernung  der 
seapannten  Drähte  von  einander  und  dazu  die  Sicherheit,  welche 
die  Messungen  mit  dem  Funkenmesser  f^ewährten.  Es  entstand 
aomit  die  Aufgabe,  die  Beobachtuns;en  lilier  den  inducirten  Strom 
der  Nebenbatterie  zunächst  nach  dieser  Seite  hin  zu  erweitern ; 
die  gewonnenen  Resultate  werde  ich  in  der  folgenden  Abhandlung 
darlegen. 


*)  Ich  bemerlke  hl«r,  da«»  in  der  cit.  Ahhandlnng  di«  Spannung, 
welche  die  Kebrnbatterie  erhiilt,  irrthumlirlierweine  auch  anf  die  Hanpt- 
batterie  während  ihrer  Entladung  übertragen  worden  ist,  wofür  keine 
Beobachtungen  sprachen.  Ein  anderes  Versehen  werde  ich  in  der  fol- 
gaaden  Abhandlung  verbessern. 
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VI. 

Veker  MoBtelllftche  «ad  TolnaieB  cy< 
llBdrltch-horartlfrer  MSrper. 

llirrn  Dortor  Wilh.  Hrhell, 

|*rif«|4«r««lra  mm  4m  I  «it »tsiiAl  $m    Maikiivg. 


HdM  »kill  MUÜlfilirll  Ul.  I»ir  M«n|rli«t  bfi  ift4  4m  % 
•tee«  «fllcllrtt  Hill»«  k^finra  mif  IImM»  cIm  lafr|ralfrcllMi«|,  M 
f^üiMicft  l'«f«ir«  il#«  «lutrliarUfr«  lUiiair«  mm4  4«rrll  Urtracfc* 
taftf^*  (rfaftd»«  «rttl»«.  wrlrlkr  »ic  li  mmt  dir  L«llr«  t«ai  ftclKi««^ 

ri«lil«  cbr«rr  4  urtrn  «i»d  |  Uf  KrnriaMf*  BtUiMlrii  (Ar  riiiic# 
illr,  in  «rlflbrfi  drt  «lufrli«r|«lr  li«aai  rin  ffvradvt  KrriAc^lMidrf 
Wf.  kt'iaAMi  irdmb  dir««  IIuIUmiiIIvI  dvrcli  rvin  |r«iB9lri»clic  et* 
••Ul  mmdmm,  «m  ••cb  dir«  Im  l'wlKrftdrii  «riKrn    «ird. 


I 

l'.ift  (•rad^f  I  \li»drr  «if  kf«*Un*«mi(r«  l^«#rarSftHf  lT*f  II 
|-)g.  i)  «rrd#  «'Hl  t»ri  |.WtMNi  Unii  n  «tid  H AH  i  t«^. 
tf  JjB  ilir  rf«lr«r  «Ifflir  •rfikfi-rKl  ««I  •riMrf  Air.  m-i  aI»«  m« 
KifjawIlmH .  dir  Bmr%%r  %r%  ri«  m  llivivr  9lliii|i*cKrr  ftcKnalt  \Hm 
iKiff  lbarb»HUliiti#  MÜf  lirtdrf  \  Urform  Irrs»  dt«  l\k»drfA%r  •• 
mumm  Piisktr  #'.  air  alrllt  draiaulidcr  Auf  dr«  (  \l«»drrftir  «r«! 
lerM  «ftd  1*1  gtric||«riffig  |l«ftK»#*»rf  dra  ktriattclisilU  «ad  iW«a« 
At#  da»  «llipiiMkrtt  ?wK»ilU  %Mnm  I  br»> ,  «rlrlb»  d«trb 
C'>lftdrffair  «viil  «ad  MakiccM  mC  BIT  »idM.    R«lwl  4m 


71 

Die  beiden  Ebenen  BDB'D'  und  BAB'A'  schneiden  nun  an». 
dem  Cylinder  zwei  con^ruente ,  hufartise  Körper  ABB'D  und 
AB* BD  heraus,  deren  jeder  van. den  Ebenen  eines  Halbkreises 
mit  einer  halben  Ellipse ,  sowie  von  der  krummen  Fläche  eines 
Gyiinderzweiecks  umschlo^tsen  wird  und  eine  geradlinige,  aber 
Bvrei  krammlinige  Kanten  besitzt,  nämlich  die  Linie  BB  uild  die 
Umfange  der  ebenen  Grenzflächen.  Wir  wollen  einen  tsnichen 
Körper  einen  „geraden  Cylinderbuf  mit  einer  die  Cylin- 
deraxe  rechtwink^ich  schneidenden  Kante''  nennen. 

Die  Ebene  CAD,  welche  die  Cylinderaxe  und  die  grosse  Axe 
der  elliptischen  Grenzfläche  enthalt ;  theilt  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  des  Hufes  in  zwei  gleiche  Theile;  ihre  Durchschnitts- 
figur  mit  der  Gesammtoberfläcne  des  Hufes  ist  ein  recbtwinklicbes 
Dreieck  CAD,  welches  w\t  den  Uauptschnitt  des  Hufes  nennen 
wollen.  Eine  dreiseitige  Pyramide  endlich ,  deren  Ecken  in  den 
Punkten  A^  D,  B,  JS'  liegen,  muge  die  dem  Hufe  eingeschrie- 
beoe  Pyramide  heissen. 

Ffir  die  Mantelfläche  und  das  Volumen  des  Hufes  gellen  als- 
dann  die  beiden  Sätze: 

1.  Die  Mantelfläche  eines  ceraden  Cylinderhufes 
mit  einer  die  Cylinderaxe  recntwinklicb  schneiden- 
den Kante  ist  das  Vierfache  des  Hauptschnitts. 

2.  Das  Volumen  desselben  ist  das  Doppelte  der 
eingeschriebenen  Pyramide. 

Beweis  1.  Bezeichnet  man  den  Radius  />6^(Taf.  U.  Fig. 5.) 
der  kreisfOrmtiren  Grenzfläche  mit/^,  dieHalblrungslinie^/)  der  Man- 
telfläche mit  U,  so  ist  der  vierfache  Inhalt  des  Hauptschnitts  2UH9 
Zieht  man  nun  durch  die  Endpunkte  eines  Bogenelement('s  mm^ 
des  Halbkreises  BDB'  die  beiden  ErzeugutigsTinien  der  Mantel- 
fläche, nämlich  mn^  m*n*,  so  ist  das  kleine  Trapez  wmWn  ein 
Element   der   Mantelfläche.    8ein  Inhalt   ist,    da  die  .Erzeugungs- 

finien  auf  dem  Bogenelemente  senkrecht  stehen,  =7/v{.7/i//i'.  Durch 
mn  legen  wir  nun  zwei  Ebenen,  eine  senkrecht  zuiii  Hauptschnitt, 
die  andere  durch  die  Cylinderaxe.  Die  erstere  schneidet  den 
Hanptschnitt  in  einer  Geraden  m"n''  =  m7i  ^  die  zweite  bildet  mit 
dem  Hauptschnitt  einen  Winkel,  den  wir  mit  t^f  bezeichnen  wollen. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  In  der  Ebene  des  Hauptschnitts  liegen- 
den Dreiecke  ADC  und  n"in"C  folgt  nun 

m"n":m"C^AD:DC 
and  da 

mV=»i7i,   m''C=  Äcost,  AD=U,  DC=tt 

int»  50  ergiebt  sich  hieraus 

mif^tfcos'^. 
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Daher  ist  der  Inhalt  des  Flächeneletnents  mm*n'm' 

J7.mm'.costf; 

ood  der  lohalt  der  MantelflSche  des  Hufes  also  die  Summe  aller    , 

/f.mm^co8tf;  oder,  da  H  fSr  alle  Elementec  onstant  ist,  so  ist  dieser    i 

Inhalt  gleich  dem    Produkt  aus  H  in   die  Summe  aller  mm'.cos^. 

Es  bedeutet   aber  mm\cos^  die   Projection.  des   Bogenelementes 

minf  auf  die  Kante  BB'  des  Hufes  und  es  ist  folglich  die  Summe 

aller  mm\co%ip  gleich  der  Länge  dieser  Kante,  d  i.  =212.  Der 
Inhalt  der  Mantelfläche  des  Hufes  ist  also  ^RH,  w.  z.  b.  w. 

2.    Der  Uauptschnitt  theilt  die  eingeschriebene  Pyramide  in 
zwei  gleiche  Pyramiden,   deren   gemeinschaftliche  Grundfläche  er 

ist  und  deren  Höhen  BC  und  B'C  sind.  Daher  ist  ^l^^^das  Vo- 
lumen der  eingeschriebenen  Pyramide.  Legen  wir  nun  durch  jede 
der  beiden  Erzeugungslinien  mn,  m'nf  und  die  Cylinderaxe  eine 
Ebene,  so  schneiden  diese  aus  dem  Hufe  eine  Elementarpyra- 
mide  mmfCnn'  heraus,  deren  ßasis  das  Fläcbenelement  mmn'm' 
und  deren  Höhe  Cu=:R  ist.    Der  Inhalt  einer  solchen  ist  also 


Ä  R .  mnn'm' 

und  die  Summe  aller  solcher  Pyramiden  des  Volumen  des  Hufes. 
Diese  Summe  ist  aber  gleich  dem  Produkte  aus  xR  indieOber^ 
fläche  des  Hufes  >  d.  h.  gleich 

1  2 

^RMRH  =  ^R^H,  etc. 

Co  roll.  I.    Bezeichnen   Sl  und   F  die  Mantelfläche  und  das 
Volumen  des  Hufes  >  so  bestehen  also  die  Gleichungen 

aus  welchen  durch  Elimination  von  2HR  folgt: 

Eliminirt  man  JB,  so  ergibt  sich 

Coro II.  2.    Bezeichnet  man  den  Neigungswinkel  der  beiden 
ebenen  Grenzflächen  des  Hufes  mit  r,  so  wird  H=zRigv,  mithin 
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Ä  =  2Ä2  tgr,     F=  3  Ä' .  tgo  .♦) 

Coroll.  3.  Es  seien  M  und  f?  die  Mantelfläche  and  das 
Volamen  eines  geraden  Cylinders  von  der  Hulre  /f,  aus  welchem 
nnser  Huf  geschnitten  werden  kann ,  so  ist 

Verbindet  man  diese  Gleichungen  mit  den  beiden  eben  gefundenen 


^  =  iRH,     7=1  R^n, 


«o  folgt: 


Ä:üf=--:2Ä,     V:C=7^:2R. 
n  3:r 


Ol? 

Da  nun  —  der  Abstand  des  Schwerpunktes  der  halbkreis- 

^  4Ä 

förmigen  Kante  BDB'  und  «r  -  der  Abstand    der  Fläche    dieses 

Halbkreises  von  der  Kante  BB'  ist,  so  enthalten  diese  Gleichun- 
gen die  beiden  8ätze: 

9,Das  Verbältniss  der  Mantelflächen  des  Hufes  und  des  Cylin- 
ders von  gleicher  Höhe,  aus  welchem  er  geschnitten  ist,  ist  gleich 
dem  VerbÜltniss  der  Entfernung  des  Schwerpunkts  der  halbkreis- 
förmigen Kante  von  der  geradlinigen  Kante  zur  Länge  der  letz- 
ten,  und: 

,,Das  Verbältniss  der  Volumina  des  Hufes  und  dieses  Cylin- 
ders ist  gleich  dem  VerhcHltniss  des  Abstaiules  des  Schwerpunk- 
tes der  halbkreisnirmigen  Grenzfläche  am  Hufe  von  dessen  Kaute 
Mir  Länge  dieser  Kante/' 

Coroll.  4.  Der  Körper  ABB'A  (Taf.  H.  Fig.  6.)  ist  die 
Differenz  zwischen  einem  geraden  Cvlinder  und  zwei  congruenten 
Hufen  von  der  erwähnten  Beschaffenheit.  Bedeuten  wieder  R 
und  H  den  Radius  des  Querschnitts  und  die  Hohe  des  Cylinders, 
UQ  ist  die  Mantelfläche  dieses  Körpers 

2nJÄÄ— 4JBÄ=2(«  -2)ß^, 

und  sein  Volumen 


*)    S.  Neier  Hirsch,  SammlunggeometrischerAiifgabeD.Thl.il., 
S.  961. 
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«Ivr  Wirtirr  Ak4«l#iNir  1I»4Uk  i»  «li«iien  «lir  .Nrl»riiliallrri« 
luil  flrita  llffahir  A/'  tit-i  llaopilMlfi-nr  uniiiittrlliar  %«*rlMiiiilrri  k«"- 
nrarii  Mar.  kiifinlr  Mb  iibiili«'li.  «i^  man  au»  *U-t  >k|r»nithriluii^ 
•«f  drtli  Ni  hlir»nuni;»ilralit  riitrr  ll^lli'rir  aul  itlr  lieitli  »nurnahn- 
Irn  Nrli«'n«lrc»ni  «itrl^Mnimmilrti  Fr»f  hnniinurn  «i  hlir«arii  k  um, 
auf  h  tii«*r  .  Krim  ilir  |.r«iartiiijii::rii //  uml  .%  in  ilrn  Si  hlir**iiii(** 
draklrii  ilrr  ||an|il  iiful  ilrr  Nrlirliliallrri«*  liiillrUt  finra  »l.ill  fi^  Uliil 
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iralrff^klrn  l'Uliiiilr.«lil  riilliH-ll.  ||f-ittr»nrn  i%urt|rn.  ilir  /u  «fMar* 
frtidrti  1  h.ila.i«  hrn  loihrr  ahii.%hrriiffi|{»t%ri«r  anyi  lirn  nnil  Mn«*l^ 
dir  lirrrff  kiiuiit;»M  ri«i*,  uir  tiiaa  an*  «t«'ii  I  r  •«  iMiiiiii'i:*'>i  '■■  *^^^ 
9%lr«i|ii»ldtLi'ti  L:rl*at*»t  /iinaih*!  iluiMr  iik  rr»i  rlrn .  tl.i«»  nfiii^- 
»Irna  lur  i:rriiij*i*  I  iilfrrnuii|{rii  Amt  tfr»|»at)ntrn  llr.ilit«*  «««n  nnan* 
drr  dir  IrMarinun',;  in  ilrin  Hialilr  ifi-i  Nrlirnlialli-nt*  liri  /wri 
^Irlftirn  llatirrirrn  ihr  M  iliMiniil  rrrrii  lirn  Miirilr.  Hrnn  tli«»  Im  i 
4rm  Ni  hlir»*i|ii;;ailr  ihlr  %tib  ulriihrr  l.iiijr  tt^rrii.  da**  da;*i -ifra 
bri  uritfiri«  brii  |&all«'ri«**'n  •!•••  ^1  itiiuiiiii  «rli'l;;«  n  «mnlr.  »trini  an  b 
dir  l.ähKrn  tirr  N- lilii-««iiii;:«ili.iblr  uiuUfLdirl  «« ir  «lif  /  ihl  ilrr 
«Irirhrfi  I  laai  hrti  in  Im  it|i  n  Hallrtirrn  %rfhirltrn.  Ilai.ii  kunnlr 
Ick  tartor  «iMirn,    da*«    uftlrt    mnmi    ülrirWa    \viballaiMrii  rin# 


«färb*  (U*chrii«abl  in  drr  NrbriibMll»ri«  iirfra  dir  rmlatbr  la 
4rr  lla«|ilballrrMP  dir  1  rttaruiuaK  .^  um  djia  «(arha  «Iciicrffa 
wArda.  und  da*«  aintf*'ki-krl  A  um  da*  m  fai  hr  •iiik«*n  «urdr. 
Wrnii  dir  /.ihl  drr  I  la«i  lim  in  drr  llau|itli  iltrrir  m  riial  i;r-'««rr 
IftI  «in  dir  /alil  dir  I  la»«  krn  m  drr  Nrliriiliallrnr  |  rriM*r  Muaafr 
Irb,  da*»  riiaii  bri  ;*lrif  brr  I  I  ••«  lirn/ abl  in  brii|f  iHliallr'irrn  .lul 
daa    \crbj|li.i»a   df  r   .NlruiMvUrkrn    in    liridrn    S«  t»lirft«uni-«dr  jhirti 

(rlatifff.  «rtia  man  aua  d«  mi  \rfktlliii»«  drf  I  rwjuiaai>;ian    »g  di« 

Quadrat »Mr/rl  #irkl.     diB**^«i>   '**'>    iin-iflricb«  r    im   ^rrktllM««  %un 
l.a    »irhriidt  r     I  ia»i  ki  iif.ikl  •'>  •!«  r    lliui-l      «ml  d«  r   \«liiiK«Mr 
ri#  da«  \  rik.ilti*»'*  dr*  n.ä  A  ;;•  i!r  ii-i:!' in    Nrkrn#lr*'in«  <um  llan|4 

..     rr\iS\\       l.i.il!.«li    k<-niilf     i«  k     D-*ib    «''rhrr    ri 

Nif 

ftarirn .  da»*  Mir  iirU-  W.irtnr  dir  lla'.|t||i  illrfir  bri  rnUrfiilrff 
Nrlirahafflrf  ir  ««if  iliirlM  Nt  hli*  ««■■■  «••Iralil  rr.tMitkrIt.  »ir  ft  na« 
rbri.an  «irlr  Lei  iki'ir*''  \rl*«-f  Naürffir  iii  lirldrn  .N«  lilirwaim^«» 
dfkbirffi  ftivanii  trn  «firurr»  ««iiffilr.  iialutlM  k  «tilrf  ilrl  \  ih  «■»■ 
arlfnrc  niirr  cir.ik  alarkrii  |.a<li.a£  drr  llaiiptballrrir  n  bndra 
lallrM.  I  •  Lti«  liui*  rill  af  bat  daiaul  «•■,  durt  b  b«  ••■•drrr  \  rv> 
•«rbr  ffu  rriMilIrli  nli  liittltbjnt*'»  *'*a  drf  |.iillrffn«ii(  •lffrltr>>4rft 
(ra|*aMilra  l^fiktr  %••»  la^hilrf  ila*  Matnaai*  d«*f  I  r«  iri«tjff«|| 
Mb  ?WM•rA•«f^e•dfabl  drr  \rljrr  fitll.  nr  kri  drr«rll»rfli  |  «ufp  rta« 
Irin  uad  iSatin.  «■«•m  tlf  ■  drr  lall  m  ar  r .  in  «rltbrai  .Maa«r  drff 
ihdsfitlr  HlfiNM  drf  NrltralMlIrur  lail  «Irf  lh«l«iii  drf  («-»i»«!.«' 
Ira  |lr<blr  altMmitil  /ur  I  rmililuikg  dr«  rfatr*  Munblr«  mut^^m 
4rr«  llvrkr«  «uAffrlBbrl .  ffurral  maiti.  dir  |lijkl>-  iß  \  und  i^Ji 
■aaiillalkar  mil  \  aad  /'  irrlMa.'m.  »afbdr«  drr  iH  .bl  l#V 
Iwffiraowira  »ar.  dann  Mardro  »lir  bridrtt  t v^fiannlati  |lf«bl» 
rn4ri    O.l  «ad  Qd  wiidat   mrl    l#V  >"   \rrbiadun<  »tat  d«»      aul 


12*  vni  48'*  von  einander  entrernt.  In  d»n  ScblleMnnftsdraht 
d«r  Neh«nbattene  wurden  nath  iinil  nach  zur  ursprQngltL-heii  LSn^ 
h=U',2  K.  noch  2,  4 bia  12' A'  tiinzugefagt *).  üie  Erwär- 
mungen /f  und   A  wurden  beobachtet ,   daraus  -j^  und   das  Ver< 


^i 


Tt  ' 

gezogen,  überdies  die  gesammte 


hkltniss   der   StroniülSrlteii 

frei  genordene  Wärme  C  liercclinet.  Die  l^aduiig  der  Hauntbat- 
terifl  J  war  entweder  45,25  —  53,'25  oder  8],'2S,  nfinilich  nach  der 
oben  an|;egpbenen  Weise  aua  der  Diütana  der  Kugeln  am  Funken- 
ffleaser  beistininiL 


Schlieasunra- 

dr.d.Nebenb. 
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45,23  11,6' 
54,2; 

45,-23  11,2 
5:1,25  14,6 
45,J5.II,1, 
53,ii|l4.l| 
45,25  lü,7l 
54.25: 13,9 
45,2310,7 
54,25lU,'J 
■  ■  - 10.« 


,S,2  0,ri:l, 
10,6,0.71 1! 

H,7,0,778i 
ll.in,75SI 

9,10.819i 
li.0(l,S26i 

9,2b.HtiO) 
11.8'0,H3t)< 

9,2'0,llli(l, 
U.Q&IUliS 

!),llü,»22, 
ll,«k).822< 

8,4>1.-:W, 
10,7,0,71li 


0,8U 
|0,876 

\«n 

0,926 

I 

0,926 

0,907 


25,3 
44,8 
25,4 
34,8 
25.6 
S4,7 
211,5 
34,9 
25,7 
36.1 
25.9 
:)9,4 

lo.8eiS 


•)     Ich  lepiarke,   daat  ei  totiknnnien  gleichg-nltig  )•(,   an  welcher 
Sirile  die  neaeH  Drähte  eingetchaltet  werden. 


>■•  IWk»    IM«  imiWMito  IMkto  b  li-  PWua. 
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Nach  diesen  Btobaehtongen  bt  das  Maximiiai  der  Induetioo 
von  der  gegeoseitigen  Entfernung  der  gespannten  Drähte  nnab- 
hiogig,  docD  wären  die  Versuche,  wie  das  Spätere  aeSgen  wird, 
richtiger  angestellt  worden,  wenn  die  Ladung  der  Hauptbatterie 
«Mverändert  geblielien  wäre;  wegen  der  eingelOgten  Platindrähte 
worden  die  Kleinen  Differenzen  nicht  bemerkbar.  Das  Maximum 
der  liiduction  findet  statt,  wenn  zu  dem  Schliessungsdraht  der 
Uaaptbatterie  =19^9  K.  der  Schliessungsdraht  der  Nebenhat* 
lerie  nicht  ganz  22',2^*  ist  Das  Kraltverhältniss  der  angewand- 
ten Hauptbatferie  zur  Nebenbatterie  ist  nach  meinen  Ermittlungen 
wie  2,0/3:1,927*),  demnach  sollte  der  Schliessungsdraht  der 
Nebenbatterie 


19.7X2.073 

• 

sein;  die  geringe  Differenz  stammt  einestheils  von  den  wohl  nicht 

Sana  genauen  Werthen  der  äquivalenten  Längen ,  anderntbeils  von 
er  Lufttichicht  zwischen  den  Kugeln  des  in  der  Leitung  der 
UauptlNitterie  befindlichen  Funken wessers,  die  ebenfalls  in  äqui* 
talenter  Länge  hinzugelOgt  «verden  muss.  —  Zur  Berechnung  der 
frei  gewordenen  Wärme  war  der  Widerstand  des  Uauptdrahten 
Bit  KOcksicht  auf  meine  Angaben  in  Pogg.  Ann.  B*79.  p.  2ÖIL 
=  1,51  bei  J=45,25;l,66  bei  7=63/25  und  1,83  bei  J=:6I,25; 
der  Widerstand  des  constanten  Nebendrahts  betrug  0,94  oder  1,04, 
Je  nachdem  der  gespannte  Draht  fortfiel  oder  hinzukam;    der  zu- 


^  Die  Kraft  einer  Flasche  bestimmt  man  entweder  ana  Thermo- 
terbeobachtungen ,  wie  Tun  mir  Pogf^p.  Ann.  B.  79.  p.  359.  geschehen 
lat,  dies  gab  Fl.  1=0,984,  Fl.  2=1,072,  Fl.  3=0,890,  Fl.  4=1,054| 
oder  man  zäliU  die  Ladung  der  Flaschen  bis  au  einer  festen  Schlagweite 
mittelst  einer  kleinen  Lane'schea  Flasche,  was  das  bequemste  Verfah- 
ren ist;  ich  erhielt  so  Fl.  1=0,988,  Fl.  2=1,094,  Fl.  3=0,878,  Fl.  4 
=  1,040;  oder  luan  bringt  die  Flaschen  am  besten  zu  je  zwei  %\i  einer 
Plascbensäule  zusammen,  wobei  aber  stets  zwei  Beobachtungen  mit  ver- 
inderter  Folge  der  Flaschen  angestellt  werden  müssen ,  weil  die  kleinen 
Ton  mir  angegebenen  Glieder  der  Formel  (Pogg.  Ann.  B.  79.  p.  354.) 
aichtbar  hervortreten  und  die  Spannung  der  vordersten  Flasche  gegen 
dlie  folgende  steigern.  Ich  mag  hier  nicht  noch  einmal  anf  die  Verhalt- 
■iase  bei  einer  Flaschensäale  eingehen,  Tielleicht  findet  sich  an  einem 
anieni  Orte  Gelegenheit,  die  nicht  nnbedentenden  Fehler  besonder«  her- 
wrsahebcn,  welche  durch  die  Verbindung  einer  grossem  Laae'schen 
FInaehe  mit  dem  letzten  isolirten  Gliede  der  Säule  herbeigeführt  nad 
nnbeachtet  gelassen  worden  sind;  Ich  bemerke  nur,  dasa  man  die  gleiche 
Ladung  der  Säule  allein  dadurch  erreichen  darf,  dass  man  die  innere 
Beleffung  des  ersten  mit  der  äussern  nicht  isolirten  Belegung  des  letz- 
ten Gliedes  durch  einen  Draht  mit  eingeschobenem  Funkeamesser,  dessen 
Kngeln  in  constanter  Entfernung  bleiben ,  verbindet.  Selbst  in  diesem 
Falle  noch  zeigt  sich,  wie  fluctuirend  die  Ladung,  ist  indem  Umstände, 
data  längere  Funken  etwas  zu  frühzeitig  überspringen;  in  Folge  dieses 
Dmatandes  stellen  sich  auch  die  zwischen  den  Flaschen  statt  findendea 
Differenzen  etwas  zu  gross  heraus.  Meine  Beobachtungen  geben  mir 
FL  1=0,968,  Fl.  2=1,124,  FL  3=0,862,  Fl.  4=1,0&6.  Die  Mittel- 
lahlen  ans  den  drei  rerschiedenen  Bestiramnngsarten  sind  FL  1=0,976, 
FL  2=1,097,  FL  3=0,877,  FL  4  =  1,050. 
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und  diese  Länge  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 

ist 

Hat  man  nun  n  Gerade,  Gi,  G^»  Gm,...Gn9  deren  Gleichun- 
gen unter  obiger  Form  vorausgesetzt  werden  sollen,  so  dass  eben 
die  Gieichuiig  der  Geraden  Gi 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
punkte,  für  welche  die  Summe  der  von  einem  beliebigen  dersel- 
ben auf  die  n  Geraden  geßdlten  Perpendikel  eine  Constante  k 
ist,  als 


V.  V  A'^4-  m  J 


oder,  wenn  man  ordnet: 

Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  also  eine  Gerade;  sie  heisst  der 
Entfernungsort  der  n  Geraden  (?!,  G^f—Gw  Da  die  Constante 
k  nicht  in  den  CoefBcienten  von  £  und  ri  erscheint,  so  folgt  un- 
Biittirtbar,  dass  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k  fBotspri^ 
chenden  Entfernungsurter  mit  einander  parallel  laufen. 

2.  Die  Cosinusse  der  Winkel  at,  ßi,  welche  das  vom  Ur- 
'Sprunge  der  Coordinaten  auf  eine  der  it.Geraden  Gi  gefällte  Perpen- 
dikel mit  den  Axen  bildet,  sind 

Ai  ^  Bi 

und  die  Länge  pi  des  Perpendikels  ist 

_  Ci 

Daher  kann  die  Gleichung  des  Entfernungsortes  auch  unter  der 
Form  dargestellt  werden:   , 

l .  2;(cosa)  +  ^ .  2;(cos^)  =  Jt — 2?Cp) . 

Hieraus  folgt,  dass  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  6,  welche  ein 
auf  den  Entfernungsort  vom  Ursprung  gefälltes  Perpendikel  mit 
den  Axen  bildet,   die  Werthe  haben: 
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Nachschrift  des  Herausgebenu 

Dvr  Htrr  Verfasner  des  vorstehenden  Anbatoes  sehreibi  mir 
M  Uebersendnng  desselben »  dass  er  bei  dieser  Arbeit  fewar  ia 
«falten  Punkten  mit  Herrn  M  Oll  mann  in  dem  Aebatte  Thell 
XVIL  Mr.  XVI.  Bvsammenjtetroffen  sei,  dass  er  aber  glaube  sei- 
w&t  Arbeit  hinreichende  bigenthdmiichiceit  beimessen  an  dfirfea, 
so  dass,  dieselbe  sehr  wohl  neben  Jenem  Aobatse  bestehen  könne. 
A«eh  Ich  glaube)  dass  auch  diese  Abhandlung  des  Herrn  Lehrer 
Hellwlf  wohl  geeignet  ist»  das  Interesse  der  Leser  in  Anspruch 
jn  nehmen,  und  habe  ihr  daher  einen  Plata  im  Archive  eiagerioml 


IV. 

Kurzer  Beweis  des  desetses«  uacli 
welchem  die  Schwlnsnnssebene  eines 
Pendels  slcli  bei  dem  FouiMialt'schen 
Tersnche  In  Folge  der  Erdrotation  um 
die   Tertlkale    des    Aufhansepunkts 

dreht. 

Von 

Herrn  T.  J.  Eschweiler, 

Direetor  der  ReftUehnle  ra  CSIa  a.  B. 


.*««iW*Ma«Htoi 


Zur  Ableitun|(  dieses  Gesetzes  bedarf  es  nur  der  Betrachtung 
desjenigen  sphilrischen  Drefeeks»  wsicheli  von  drei  Bogen  gebil- 
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Zcoaa '     JScosß 
sich  Sndenu  1 

Schneiden  sich  alle  n  Geraden  im  Coordinatenursprung,  «o  ist  ^ 
£(p)  z=z  0.  Die  Lage  des  Entfernangsortes  wird  alsdann  bestimmt 
durdi 

k  k 

11=:-«; »      C  = 


JScoacc*  2Jcosj3 ' 

Laufen  alle  n  Geraden  mit  einander  parallel,  so  wird 
Z  cosa = itcoscr ,    Hcosß = ncosß ; 

und  wenn  wir  das  arithmetische  Mittel  aller  Perpendikel»    n&m- 

lieb   — ^.  mit  m  bezeichnen ,  so  wird 
n 

Je  Jt 

m  "  —  tn 

n  n 

t«= 9  »= 5-- 

cosa  cosp 

i- 

5.  Wir  haben  oben  den  Winkel  bestimmt,  den  der  Entfern 
nungsort  mit  einer  der  n  Geraden  mit  Gi  bildet;  wir  wollen  nun 
noch  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  des  Ortes  mit  die* 
ser  Geraden  suchen.  Sind  ^,  m  die  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes,  so  bestehen  daRir  also  die  Gleichungen: 

Ai^i  +  Bi^i  +  Ci=Oy    Äosa.fe  +  Scosß.fii  +  {-Z;{p)— *)=0. 

Hieraus  folgen: 

_Bi  (k-2(p) )  +  C»2:cos/3 
"""    BiZcoaa-^AiZcoBß     ' 

Ai(k-^i:(p)H  Cjücosa 
^*'""  AiHcosß-BiZcosa    ' 

m 

6.  Ausser  dem  System  der  n  Geraden  Gi  G^G^  •••  Gu  sei  noch 

ein    zweites  gegeben  von  m  Geraden   (BiCB^CBa (5m.    Werden 

alle  entsprechenden  constanten  Grössen  dieses  Systems  mit  den 
deutschen  Lettern  bezeichnet,  so  ist  die  Gleichung  des  Entfer- 
nungsorts dieses  Systems: 

S .  2:cosa  +  lyÄosb  =  f  —  2:(p) . 

Dieser  Ort  schneidet  den  ersten 

l^coscr  -f  fi£coBß=k--  £(p) 
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2^(cosa) 
cosa  =  ^r  —  — 

cos6= 


V  ( Scosaf  +  (2:cos/5 )«  ' 
ud  dass  die  LSnge  P  der  Perpendikels  ist: 


P  = 


V(2:cos«)2  +  (2:cosj3)* 


3.  Bilden  die  Perpendikel  auf  zwei  Gerade  mit  den  Axen  die 
Winkel  «1 9  /?i;  «2.  |32,  so  ist  der  Cosinus  eines  der  Winkel,  die 
Ae  Geraden  unter  sich    bilden : 

cosof|  cosor.2  -\-  C0S/3|  cosj?2  • 

Seist  man  bierin  fiir  cosa. ,  cosj3|  die  Cosinusse  der  Winkel,  welche 
der  Entfernun^sort  mit  der  Axe  bildet,  fiir  cosa^^^  C09ß^  die  Co- 
^nosse  einer  der  Geraden,  Gi  z.  B.,  so  erhält  man  für  den  Cosinus 
des  Winkels  o,  den  der  Entfernunesort  mit  der  Geraden  Gi 
bildet : 

cosffi  2^cosa  +  cosj3i  -Tcos/? 
coscorz: — ^  . rj£=rr^=-=  • 

V{Zcosct)^  +  (Zcosß)^ 

9b  cosa*+cos/S*  immer  =1  ist,  so  kann  man,  wenn  man  will, 
d€B  Zähler  dieses  Bruches  auch  so  schreiben: 

■  • 

1  +  (cosoTi  +  cosa2  +  ••••  +  cosÄf-i  -f-  cosa/-|-|  +....  cosffii) 

+  (COSJ^I  +  C0SJ?2  + cos)?!-!  +  COSj^i-f  1  +  ....  COSßn)  , 

nod  der  Nenner  ist  gleichbedeutend  mit  der  Quadratwurzel  aus 

n  -f  2(2^cosormCosorn  i-  Zcosßmcosßn) , 

worin  die  Indices  m  und  n  alle  möglichen  Combinationen  der  ver- 
schiedenen cosa,  sowie  der  cosj9,  anzeigen  sollen. 

4.  Um  die  Stücke ,  welche  der  Entfemungsort  von  den  Coor- 
dlnatenaxen  abschneidet,  zu  finden,  stellen  wir  die  Gleichung  des- 
selben unter  der  Form   dar: 

5  v      _ 


=  ]. 


27cosa  Zcosß 

Beseichnen  wir  diese  Stöcke  mit  u  und  v,   so  ist  also 

Zcosa    '  J^cos/? 

Hieraus  folgt,  dass«  wenn  die  Constante  k  nro  ^k  zunimmt,    die 
Grossen  u  und  9  vm 

Band  XIX.  6 


(8.   2.) 
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^  —  2?(;>)2?co8a — ^(p).cosa 

^'^  (i:co8a)^+(£^^^ ""  V^(2;co8a)2+72^öIp ' 

—£(p)ZcoRß —£(p).ca8b 

Die  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Ursprung  ist: 

-^(P)___ 
V(2:cosa)a+  (2:cos/3)2 ' 

7.  LSsst  man  das  ganze  System  der  Geraden  Gi,GoiG^f,.Gn 
und  ihres  Entfernungsortes  um  eine  beliebige  in  der  Ebene  des 
Systems  liegende  Axe  rotiren »  so  beschreibt  jede  Gerade  eine 
Kegelflürhe.  Die  Kegelfläche,  Vielehe  derEntfernungsort  beschreibt, 
hat  die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
derselben  auf  alle  andern  Kegel  Normalen  fällt,  die  Summe  die- 
ser constant  ist. 

8.  Die  Anzahl  n  der  Geraden   des  Systems  GtG^ Gn  darf 

nicht  unendlich  werden,  sonst  verschwindet  der  Enäernungsort. 
Für  das  System  der  Tangenten  einer  Curve  gibt  es  also  keinen 
solchen.  Die  Eigenschaft  eines  Polygons,  Entfernungsurter  zu  be- 
sitzen, hört  also  mit  dem  Uebergange  desselben  in  eine  Curve  auf. 


1.    Es  sei 

^ar  +  jBy  +  Cr+/>=0 

die  Gleichung  einer  Ebene;    die  Länge  p  des  von  einem  Punkte 
1,1/,^  auf  sie  gefällten  Perpendikels  ist  alsdann 

Sind  nun  n  Ebenen  £i,  J^,  E^ En  gegeben  und   stellen 

wir  die  Gleichung  einer  jeden  von   ihnen  unter  obiger  Form  dar, 
so  dass  z.  ß.  die  Gleichung  der  Ebene  Ei  die  folgende  ist 

Aix^-Biy^Ciz^Diz^O, 
so  stellt 
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die  Stärke  der  Induction  mit  einer  genögenden  Sicherheit  zu  nie#- 
•en  gestattet;  deou  tbeilt  man,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  der 
Anten  Scheibe  AB  ein  bestimmtes  Mass  von  Elektncität  mit,  so 
weiss  man,  dass  diese  Elektricität  mit  der  ganzen  Umgebung  in 
Wechselwirkung  tritt;  die  zweite  Selieibe  CD  löst  sie  hieraus 
mehr  oder  weniger,  je  näher  oder  je  weiter  sie  von  AB  entfernt 
ist:  der  auf  CD  wirkende  Theil  der  Elektricität  ist  somit  rariabei, 
während  ihn  die  spätere  Berechnung  der  Beobachtungen  als  con- 
stsnt  voraussetzen  muss.  Steht  dagegen  AB  mit  dem  Conductor 
fai  Verbindung,  so  giebt  derselbe  zugleich  die  Elektricität  her, 
welche  durch  die  Wechselwirkung  mit  der  Umgebung  gehalten 
wird,  und  tbeilt  der  Scheibe  ^A  zu  ihrer  Einwirkung  auf  C/)  eo- 
diejenige  Intensität  mit,  welche  der  Funkenmesser  Q  anzeigt. 


Ebenso  wenig  durfte  ich  aber  auch  auf  CD  Elektricität  sich  bin- 
den lassen^  einestfaeils  weil  die  Bestimmung  der  Quantität  der- 
selben auf  der  grosseren  Scheibe  nur  sehr  annähernd  hätte  ge- 
schehen können,  während  jetzt  mein  Apparat  durch  den  ersten 
schwachen  Ober  RS  springenden  Funken  die  immer  gleich  starke 
Induction  auf  CD  una  aus  der  Distanz  zwischen  (ß  und  P  die 
dasu  erforderliche  Intensität  der  Elektricität  auf  AB  mit  grosser 
Schärfe  angab,  aoderntheils  weil  bei  der  Rückwirkung  von  CD 
snf  AB  die  Stärke  der  Induction  kaum  mit  völliger  Evidenz  aus 
den  Beobachtungen  herzuleiten  gewesen  sein  wQrde.  Waren  meiue 
Vorlmssetsungen  richtig,  so  mussten  sich  bei  constanter  Entfer* 
mag  zwischen  R  und  S  die  Angaben  des  Funkenmessers  Q  nidit 
indem,  wenn  die  verschiedenen  Verbindungsdrähte  iVG,  GO, 
jPF,  HR  und  SV  geändert  wurden.  Es  wurden  also  bei  dem* 
selben  Stande  von  RS  fünf  Beobachtungsreihen  angestellt ;  in  der 
ersten  enthielt  der  Apparat  die  oben  angegebenen  Drähte,  in  der 
swelten  wurde  eine  Wasserrohre  hinter  H  vor  dem  zum  Erdboden 
kfitenden  Drahte  eingeschaltet,  in  der  dritten  war  der  Draht  BR 
durch  8^  feinen  Neusitberdraht  ersetzt,  in  der  vierten  waren  diese 
8*  Neusilberdraht  zwischen  N  und  U  eingeschaltet,  in  der  letzten 
endlich  ersetzten  dieselben  W  den  Draht  GO.  Die  Resultate, 
welcbe  die  fünf  Reihen  lieferten  f  wichen  so  wenig  von  einander 
dl,  dass  die  Angabe  der  aus  allen  gezogenen  Mittelwerthe 
genügt 
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und  die  Länge  P dieses  Perpendikels,  nämlich: 


P= 


V  ( JSco8«)«+(-Scos/3)a+(-Scosy)* 


3.  Bilden  die  Perpendikel ,  welche  auf  zwei  Ebenen  geföllf 
werden  können,  mit  den  Axen  die  Winkel  oiiß\y\f^^^'^9  so  ist 
bekanntlich  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  iV  beider  Ebenen: 

co8iV=:  coscTiCOso^  -f  toBßiCOuß^  -f  cos/i  cosy^  • 

Daher  erhält  man  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  der  Etitfer- 
nungsort  mit  einer  der  n  Ebenen,  mit  £j,  bildet,  als 

_       cosor;  Zcosa  -f  cos/?{  Scosß  -f  cos^j  Sco%y 
V  {2:cosa)*+  (2:co8/3)^+ (Äosy)* 

Der  Zähler  dieses  Ausdruckes  enthält  wegen 

cos*«/  +  COtflßi  +  cos^i  =  1 

die  Winkel  «;,  /?;,  yi  nur  scheinbar. 

4.  Stellt   man  die  Gleichung  des  Entfernungsorts  unter  der 
Form  dar: 


<&oscr         2Jcosj3         ^cosy 

so  ersieht  man,  dass  die  Axenparameter  u,  v,  w,  d.  h.  die 
Stücke,  welche  der  Ort  von  den  Axen  abschneidet,  die  Werthe 
haben : 

£cosa   *  ^cos/!?   '  2Jco8/ 

■ 

5.    Ist    ausser   dem  System  der  n   Ebenen   Et,  E^,, En, 

noch  ein  zweites  System  von  m  andern  Ebenen  (^i^(^3...^in  ge- 
geben, so  ist,  wenn  die  entsprechenden  Grössen  dieses  letzteren 
mit  den  grossen  deutschen  Buchstaben  bezeichnet  werden,  die 
Gleichung  des  Entfemungsorts  des  zweiten  Systems : 

lÄosTt  +  lyXcosÄ  +  fÄosCzsÄ  -  £(P) . 
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A^Bfi+a  +  D 

den  geonietrigchen  Ort  aller  Punkte  |,  17,  S  dar,  fi3r  welche  die 
Summe  der  von  ihnen  auf  die  Ebenen  E  gefällten  Perpendikel  eine 
Constante  k  ist,  d.  h.  den  EntfernunKSort  dieses  Ebeneuiiytitemif. 
Üieae  Gleichung  kann  wieder  unter  der  Form 

Seschrieben  werden.  Der  geometrische  Ort  ist,  u  ie  mau  biebt,  eine 
Ibene,    und  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  k  entsprechen- 
den Lageil  derselben  laufen  mit  einander  parallel 


*i.  Bezeichnen  wir  mit  a/,  ßi ,  yi  die  Winkel,  wekhe  d 
vom  Ursprung  der  Coordinaten  auf  die  Ebene  Ei  gefällte  Perpen- 
dikel mit  den  Axen  bildet,  und  mit  pt  die  Länge  desselben,  so 
hit  man: 

Ai  ^  Bi 


Ci_ l)_ 

«^»y'~  ^rj^BiHc?  *     ^'■"  VJi^TBi^Vc? ' 

Daher   kann    die  Gleichung  des  Entfernungsortes  auch  unter  der 
Form  dargestellt  werden: 

|.  Scosa  +  ri-  Zi^osß  + 1. 2:cosy = A-  —  Zip) . 

Hieraus  folgen  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  b,  c,  welche  ein  auf 
den  Entfernungsort  vom  Ursprünge  gefälltes  Perpendikel  mit  den 
Axen  bildet,  nämlich: 

2Jcosa 
co8a= 


cos6  =  .  r .--— 


V(2:cos<0*+(^cos|3)2-K2;cosy)« ' 


— .  ^  > 


cosc  = 


V(2:cÖ8a)«+ (2:cos/3)H(^cösy)2 

2Jcosy        

V^(2:cos«)H"(2?co8^]«+ (2:cosy)* 
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Tin 


t 


Elnigre  Sätze  znr  Theorie  der  hyper- ". 

bolischen  Fanctionen. 


Von 

Herrn  Doctor  Moritz  Cantor 

za  Frankfurt  a.  M. 


^ 
1 


Die  hyperbolischen  Functionen  unterscheiden  sich  bekanntlich 
dadurch  von  den  trigonometrischen,  dass  sie,  wie  diese  von  Ex- 
ponentialgrossen  mit  imaginärem  Exponenten,  von  Exponential- 
grossen  mit  reellem  Exponenten  abhängen.  Zur  Bezeichnung  ge- 
braucht man  die  Buchstaben  des  deutschen  Alphabets  und  schreibt 
demgemäss : 


5inar=- 


tfoer  = 


2 


Aus  diesen  Definitionen  ergeben  sich  unmittelbar  die  Fundamen- 
taUätze : 

[1]    (tf ooor)« — {S'mx)^  =  1 . 
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Dieaer  Ort  schneidet  den  erstem 

SZcosa  +  fiScoBß + ^Eco^y = A:  —  Z{p) 

in  einer  Geraden»  welche  fQr  den  Fall,  dass  K=:A'  sein  soll,  die 
Gerade  der  gleichen  Entfernungen  beider  Systeme  genannt  wer- 
den kann. 

Ist  för  ein  drittes  System  Ton  q  Ebenen,   der  Entfernungsort 

JlJcosa  +  i?2:cosb  +  (2:cosc  =  f  —  Zijp) , 

•o  schneidet  derselbe  jeden  der  beiden  vorhergehenden  in  einer 
Geraden.  Diese  drei  Geraden  laufen  in  einen  Punkt  zusammen.  Fflr 
dM  Fall,  dass  2L=A:=Ü  ist,  kann  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt 
der  gleichen  Entfernungen  der  drei  Ebenensysteme  heissen. 

Die  Gleichuneen  der  Geraden  gleicher  Entfernungen  und  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  gleicher  Entfemnngen  ergeben  sich 
leicbt  aus  diesen  drei  Gleichungen. 


KH 


Till. 

KlBiffe  MlEe  sar  Theorie  der  hyper- 
bolisches PoBrAloBeB. 

Herrn  llorior  Moriti  Cantor 

IM  l'r «■  ^f mV I  •-   M 


lli#  k%|»rrboli«rli«*ii  l*iiorti«>firo  ufilrr*rli#ii|»fi  airk  l»#kafialbrk 
4«4iirrk  «Oll  Arn  lfisi»fl»uiurlfift«krii.  lU««  ■!••,  »tir  tlir»r  ««m  l'.i« 
^••rtiflialcriH»M*n    nitl    imaKinArt-ii«    I  i|*nti»ti|rii .    «im  I  t|M»iirtiliAl 

El ä«*ea  ml  rrrllrai   I  i|M»nrfi|rfi  4li||4iifrfi       Zur    |lr<r|i  kinitii    gr 
rMiffM  •«■  die*  Hur liaUWo  lir«  dr«ilMlirn  %l|ih«brU  «iad*«lwr«M 


Smt        e'     f    ' 
Am»  diTM*«   llrfcailitfftrn  rr^rkr«    »N-k    «nanllvIbAr   dir    I* 


[3] 
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|tfc0(ar+y)  —  tfo0(jr— y)  =2.5iii.f.5iiiy , 
5lii(a;  +  y)  +  5iil(ar— y)=5lii2^.tfc0^, 
5i!i(a:  +  y)  —  5itl(ar— y)  =2.tfo0a:.5iity . 


[4] 

tf  O0ar—  5iiiar  =  e-^ ; 

die  wir  zur  folgendeo  Entwicklung  voraussetzen  niflssen. 

Stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Summen  der  beiden  Reiben : 

1.  tfo0a+tfo0(a+6)  +  «oe(a+26)  + +  tfc«(a+n6)=«, 

2.  Sina+Sln(a+b)  +  5ln(a+26)  + +  5in(fl+w6)=i 

zn  finden ,  so  ergeben  sich  dieselben  sehr  leicht  durch  ffleichzei- 
tige  Behandlung  beider  Reihen.  Addiren  wir  nämlich  I.  und  2., 
so  ist 

S+j=(tfc«a+5iiia)+(tfc«(a+&)+5ltt(a+6))+(tfc0(a+26)+5lii(a+2&)) 

+ +  («c«(fl  f  n6)  +  (Sina+nb)), 

welches  wegen  [4]  in  folgende  Gleichung  übergeht: 

Aber 

e«  +*  e«+*  +  eH-«*  + -f-  <s«+n* 

ist  eine  geometrische  Reihe,  deren  Summe  leicht  darzustelleo 
ist,  also 

3.      5  +  *= ^jTj . 

Wird  ferner  2.  von  1.  abgezogen ,  so  Ist : 

5 — « = («O0a-5iiio)  +  (tf  O0(a+6) — 5ln(a+&) ) 

+(tf  o0(a+26) — 5m(a+26))  +  -..  +  (tf  c«(a+«6) — 5m(fl+»i6) ) , 

oder  gleichfalls  wegen  [4] 

Ä — *  =  IT-«  +  r-<«+*)  +  «-(•+«*)  f +  e-(«  ♦^"*) . 
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Zur  Reduction  der  Zähler  dienen  die  Formeln  [3]  und  es  wh 

271-4-1  b 

tfo0(fl  +  (n+l)6)  +  tfc«(a+it6)=2tfoe(fl  +  -^  b)  tfo0  ^  * 

tf O0(a  +  (n+ 1)6)  —  tf  O0(a+ii6)  =  2Slii(a  +  ^^  b)  ,S\n  | , 

2n-f  1  6 

5hi(a  +  (n+l)6)  +  Sin(a  +  w6)=25iii(a  +  -y-  6).tfc0  ,^  , 

5ht(a  +  {«+1)6)  -5iii(a+ii6)  =2tfce(a  f  ?^^6).5i«  |; 

Cc0(6-fl)  +  tfoea  =2tfc«  (^  .  tfoe(i^  —  «) , 

^  6  6 

«C0(6— a)— tfcea  =  25i« g.  Sin (^  -  «) , 

5lii(6-  a)  +  5iiia =25111 1-  tfce  ( |  —  a) , 

5iii(6 — fl)  —Sin  a  =  2«o0  ^  '^^w  ( j  —  «) ; 
und  durch  Substitution  in  die  Werthe  von  S,  $\ 

2(5111  ,j+tfc0^)(5ifi(a  +  ?^^2~*)  +  5ifi(,^-  «;) 

4.5J!i,*(5m^+tfc0*) 

25itt(a+?^6) +  5in(^-a) 
25in  ,2 

2(5in,^  +  tfO0|)(tfo0(a+?^6)-«ce(5- a)) 

4.5in2(5in^+tfe»2) 

tfe»(a+?^6)-tfo»(|-«) 
2SI«  I 
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/ur  Ur«lac|i»fi  ilrr  'AM^r  dkviirii  die  rornirln|')|  und  9m  «M 


'in  I  I 


46Mm  f  («I  1)6)  -ts^m  t  mb)T:iSin{a  f  -^    6). 5m 


in  I  I 

SHi(«  I  («  I  l,f»}  I  5m(«  f  irA)  =  i5iii(ii  f  ".y    6).tff« 


*'n  I  I  6 

(M     .  t 

tfc*«6    «)  -tff«if  =:*i5mv  5iN(  ^       «). 
5m(6-4)  f  5ma  ^ -i^m  ..€;•(  .^   -  •), 
5ia<6  — fl)  -5m«-. '.•€:♦..  .5m(  ,  -•ij; 


•ttd  darrk  .Vobsliluliun   ia  di#  \%  rf ik«  lon  .S,  «, 


.Sr-: 


A      ^      A  i«  I  I  A 

•i  5m.,  W:#  ,i  5m  .1  f       ,     Ä.  |  5m(  .      «,i 

•  •  • 

I  Sin  ,1  Sm     f  ^.•#  , ) 


.•5m ., 


4   ^i   ^ni 

I  5m  «(5m.f  |  tf?«^  » 


'i5ia 


4 

4 
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Endlich  ist  noch: 
Si»(a + — ti-  6)  +  51  n  ( *  -  «)=  2  5fn(  ^-  <f  c«6).(a+  ^ ) , 

<e»(a+  ^  b )  -  €c»(  I  -«) =25iii(  -J"  *)"SH«(«  +  ^* )  • 

>^ir  erhalten  daher  die  Summen: 

I.    tfo»a  +  tfe»(o+6)4  tfce(o+26)+ +tfe»(a+n6) 


f 


51«  2 


II.    5tita+5ttt(a  +  6) +5tn(a  +  26)+ ....  +5i«(a  +  nb) 


5iti(«  +  ^*).5i!i(^6) 


Wird  II.  durch  I.  dividirt»  so  erhält  man  die  mcrkwGrdige 
Relation : 

5ttia  +  5iti(«+6)  +  5t!i(a+26)  + +5ttt(fl+n6) 

"'•    tfc*a+tfo«(a  +  6)  +tfo0la+26)  + ....  +  tfo0(a+«6) 

Es  mochte  nicht  ohne  Interescie  sein,  za  bemerken,  dass  die 
Formeln  1.,  IL,  111.  auch  noch  richtig  bleiben,  wenn  statt  der 
Fanctionalzeichen  Sin,  <£c0,  Z^  die  sin,  cos,  tg  gesetzt  werden. 
Die  Ableitung  jener  l^^ormeln  geschieht  bekanntlich  auf  die  Weise, 
das«  man,  ähnlich  wie  wir  es  oben  thaten, 

/sin(a  +  Ä6)  =*,        -y"cos(a  +  Ä6)=Ä 

setzt,  die  erstere  Gleichung  mit  V^— 1  vervielfacht,  zu  der  zwei- 
ten  addirt  und  danu  die  Trennang  des  Reellen  von  dem  Imagi- 
. Bären  vornimmt. 
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Mir  in  I.  and   II.  der  Reih«  nacb 


•  -   •.     i  =  iA. 


1146,    &=s8*.    m^ 


—  fl|6.    6  =  *JA.    H  =  H  — I: 


•o  erlialf 
der  kAri 


5. 


n  wir  fnlfmd»  »erh«  ^(om^l•llnnen .    kvi  dene«  wir 
wrgrn  de«  .Svniinrniru  brii«  krdirorn  Hullea: 


« • 


«I 


10 


i  4:r.mt'iAh) 


•    • 


5wi 


4m6 


4w(«|(«|U)5Hi('^»|l>A) 
5mi 


J   $M    («  liAil         :^ 


-J     5l«(«lriA|l)A)r- 


i( 


5ia6 


Bdd 


di«    llifferMMfi  &.    -H  .  5   -7..   a-*9..  H.  — 10 . 


II       J       I      lrH:»r«|M) 


€c#(«  I  ■A)>-€c#<«|(af  I>4m. 


li      *-***(  ^l;*.tff#<«|M) 


;9M(«f  i>i)-  5m»4.. 


II     /**  r-i)*.fii<«  f  u* 


SMfBiMl 


^la  <«  I  M6»-5m«  |  (■  4  1^»  . 


05 


14.      -2"    (-l)*.5ln(a  +  AÄ) 

Uod  (ÜhreD  wir  die  Differenzen  der  (Co0.  und  Sin.  wieder  auf  Pro- 
docte  znrQck,  so  ist  nach  leichter  Reduction: 

IV,    Co0a — tf O0(a +6)  +  tf O0(a+2Ä) — ....  —  tf O0(a + (2it+l)4) 

5fit((n-f  l)6).5tn(a+  '^-^  b) 


«00, y 


V.  tf  00a  -  tf  O0(a + 6)  +  tf  00(0+26)  — +.tf  O0(a+2fi6) 

tfO0(-^  6).tfO0(«+Jl6) 

VI.  5lita— 5tn(a+6)  +  5tii(a+26)— 5tn(a+(2n+l)6) 

5ln((w+l)6).tfo0(a+  ^^  6) 


VII.    Slito-Shi(a+6) + Sfn(a+26) — + Sln(a+2n6) 

tfc»(^^6).Sin(a+nÄ) 

Daraus  folgt  ferner: ' 

„„    5lnfl-5ln(a46)+5ln(a+26)-....+  5ht(q42fi&) 

^"*-  tfO0a-tfo0(a+6)+tfo0(a+26)-....+tfo0(a+2ii6)-^^^^^+'*'^^ 

—      tfo0fl-tfo0(a46)+tfo0(a4-26)-..:.-tfo0(a-K2it+l)&) 
■^*       5lita-5lit(a+6)+5ln(a+26)  -....— 5tit(a+(2ii+l)6) 

^  ,     ,  2n+l., 
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songsdraht  der  Nebenbatteiie  fordert  als  im  letztem.  Die  Art, 
die  Versuche  anzustellen,  war  also dnrchgehends  folgende:  Nach* 
dem  der  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie  aus  einer  bestimm* 
ten  Länge  Kupferdraht  (überall  von  0,513  par.  Linien  Durchm«) 
gebildet  und  den  Kugeln  des  Funkenmessers  S  eine  feste  Stel- 
lung gegeben  war,  welche  die  Ladung  J  der  Hauptbatterie  be* 
stimmte,  wurden  die  gespannten  Drähte  bis  auf  diejenige  Entfer- 
nung von  einander  geruckt,  wo  der  Funkenmesser  F  noch  eioeo 
Funken  von  wenigstens  0,4  bis  0,5  Linien  Länge  gab;  dem 
Schüessungsdraht  der  Nebenbatterie  war  bereits  annähernd  dieje- 
nige Länge  gegeben,  welche  das  Maximum  der  Induction  lieferte; 
darauf  wurde  dieser  Schliessungsdraht  verkürzt  oder  verlängert, 
bis  das  Maximum  gfenau  erreicht  war.  Erst  jetzt  wurden  die  Fun- 
ken über  Y  bei  den  verschiedenen  Distanzen  der  gespannten 
Drähte  gemessen.  In  andern  Fällen  wurde  der  Schliessungsdraht 
der  NebMBubatt«rie  von  seiner  Länge  im  Maximum  der  Induction 
aus  um  2',  4r verkürzt  oder  verlängert.    Die  Berechnung  der 

aE 

beiden  Constanten  in  der  Formel  /=  r^; —  •  welche  die  inducirte 

Spannung  t  der  Nebenbatteiie  ausdrückt,  geschah  immer  aus  den 
Beobachtungen  bei  der  kleinsten  und  der  grOsttten  Entfernung  der 
Drähte;  .r  bezeichnete  aber  abweichend  gegen  früher  die  Distanz 
in  par.  Zollen,  da  hiernach  eingestellt  wurde;  die  Werthe  von 
aE  und  b  sind  also  gegenwärtig  12 mal  kleiner  als  die  in  der 
ersten  Abhandlung  gefundenen*).  Die  beobachteten  Werthe  von 
i  (in  den  folgenden  Tabellen,  wo  sie  angegeben  sind,  mit  FM. 
bezeichnet)  konnten  indess  nicht  unmittelbar  in  Rechnung  genom- 
men werden,  da  sie,  wie  schon  die  in  der  ersten  Abhandluns 
mitgetheilte  Reihe  gezeigt  hatte,  vorher. um  eine  bestimmte  Zahl 
vergrüssert  werden  mussten,  um  welche  der  Funkenmesser  die 
Spannung  zwischen  den  Belegungen  der  Nebenbatterie  zu  klein 
angab.  Die  Correction  wurde  dadurch  ermittelt,  das«  der  Funken* 
messer  Y  Stellungen  wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  bekam ,  wodurch  er 
um  eine  bestimmte  Zahl  Fusse  von  den  beiden  Belegungen  ent* 
fernt  ward**).  —  Die  sämmtlichen  Versuche  waren  zu  zwei  ver- 
schiedenen Zeiten  angestellt  wbrden,  ein  Theil  im  Winter  1850, 
der  andere  im  Sommer  1851;  beide  Abtheilungen  muss  ich  aus- 
einander halten,  da  die  ersten  mit  einem  kleinen  Fehler  behaltet 
sind,  dessen  Grund  ich  bis  jetzt  nicht  anzugeben  vermag.  Ich 
werde  die  Versuche  der  ersten  Abtheilung  mit  gewöhnlichen,  die 


•)  Wegen  der  Rererhniing  bemerke  ich,  daa«  ich  die  Werthe  vo« 
/  orsprönglich  mit  swei  Decimalen  notirt  und  mit  diesen  gerectinet  habet. 

'^*)  Im  Interesse  anderer  ^Unbe  irh  bcifuf^en  zu  mässen,  dass  jeder 
Btobachter  die  für  seinen  Apparat  etwa  erforderliche  Correction  besoa- 
ders  bestimmen  muss.  Bei  meinen  jetzij^en  Versuchen,  wo  ich  etwas 
über  eine  Linie  dicken,  in  seiner  ganzen  Lnnj^e  ausgespannten  Draht  und 
andere  Flaschen  anwende,  fällt  die  Correction  ganz  fort.  Soweit  inh 
bereits  die  Verhältnisse  kenne,  hatte  die  Correction  ihren  Grnnd  in  der 
Art,  wie  der  Schüessungsdraht  bei  den  bisherigen  Flaschen  mit  der 
innern  Belegung   Terbdnden  war. 
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Wersoche  fiber  die  elektrische 

IndDction. 

Von 

Herrn   Director  W.  Knochenhauer 

zu    Meint  n gen. 


Zweite  Abhandlang. 

Zu  den  Versuchen  über  die  Inductionseracheinuneen  bei  An- 
wendung der  Nebenbatterie  wurde  der  Apparat  (Taf.  IV.  Fig.  2.) 
in  soweit  verändert,  dass  die  Glasstäbe  AB  und  CD  in  einem 
neuen  Rahmen  auf  4f  Entfernung  von  einander  gebracht  wurden, 
damit  die  senkrecht  herablaufenden  Enden  der  gespannten  Drähte 
keinen  störenden  Einfluss  auf  einander  übten ;  iie  Drähte  in  ihrer 

Sanzen  Länge  gradlinig  zu  spannen,  gestattete  das  Locai  nicht. 
Lusserdeni  war  der  Rahmen  erweitert  worden ,  so  dass  die  Drähte 
bis  auf  IS''  aus  einander  gerockt  werden  konnten.  Um  die  Seiten- 
drähte OX  und  QZ  auch  mehr  aus  einander  zu  bringen ,  wurde 
der  FunkenmesMcr  Y  nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  mit  den  Belegungen 
der  Nebenbatterie  selbst  in  Verbindung  gesetzt,  indem  ein  starker 
Draht  von  der  einen  Kugel  aus  gegen  die  innere,  ein  anderer 
▼on  der  zweiten  Kugel  aus  gegen  die  äussere  Belegung  fest  ge- 
klemmt ward.  Meine  anfängliche  Absicht,  die  Kugeln  des  Fun- 
kenmessers  F  in  einer  constanten  Entfeniung  von  einander  zu 
laMen  und  dagegen  wie  frflher  bei  den  Scheiben  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
die  Batterieladung  je  nach  der  geringern  oder  grossem  Distanz 
der  gespannten  Drähte  zu  vermindern  oder  zu  steigern,  erwies 
eich  sogleich  als  unstatthaft,  da  die  Induction  bei  stärkerer  Bat- 
terieladung schneller  als  bei  schwächerer  abnimmt,  auch  das  Ma- 
^mum  der  Induction  im  erstem  Falle  einen  etwas  längern  Schlies 

Theil  XIX.  7 
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I 

lumne  giebt  die  am  Funkenmeäser  Y  beobachteten  Spannangeo 
an,  als  er  nach  Taf.  IV.  Fig.  3.  um  Sy«'  Ton  den  Belegungen 
der  Nebenbatterie  entfernt  stand;  aus  diesen  Zahlen  wurde  die 
Spannung  i  der  Nebenbatterte  (i  abgel.)  al>geleitet,  indem  za- 
nächst  2,9  addirt  und  dann  die  Spannungsdifferenz  für  3Vg'  hinza- 
gefilgt  wurde.  Nach  vorläufigen  Beobachtungen  hatte  sich  näro* 
rieh  ergeben,  dass  der  wie  Taf.  IV.  Fig.  3.  in  die  Leitung  ein* 
fi^eschobene  Funkenmesser  Y  bei  «7=36,75  die  Spannuns  um  2,80, 
bei  •/=:52,25  um  3,97  zu  klein  angab;  dazu  kam  ans  der  ersten 
Abhandlung  2,26  bei  J=  31,25  und  aus  einer  spätem  Beobach- 
tunig  (Xers,  Nr.  I.)  2,88  bei  •7=37,50;  der  in  die  Leitung  der 
'Nebenbatterie  eingeschobene  Funkenmesser  gab  also  ähnlich  wie 
im  einfachen  Schliessungsdraht  einer  gewohnlichen  Batterie  die 
Spannung  um  eine  zu  J  proportionale  Grösse  zu  gering  an,  im 
Mittel  um  3,0  für  J=:4i),0.  Wurden  mit  den  so  berechneten 
Werthen  von  t  die  Angaben  des  nach  Taf.  IV.  Fig.  4.  unmittel- 
bar mit  den  Belegungen  der  Nebenbatterie  in  Verbindung  stehen- 
den Funkenmessers  verglichen,  die  in  der  vierten  Columne  ent- 
halten sind,  so  machte  sich  fiir  ihn  in  dieser  Stellung  eine  Cor- 
rection  von  4,5  bei  .7=36,75  erforderlich;  die  Reihe  Nr.  4.  gab 
dieselbe  C-orrection  =3,4  bei  •7=27,5,  die  Reihe  Nr.  5.  =6,0  bei 
J=:53,2,  endlich  die  Reihe  Nr.  I.  =4,3  bei  J=37,5.  Aus  allen 
Angaben  zusammen  folgte  eine  wiederum  mit  J  proportional  wach- 
sende Correction,  die  ß'r  .7=40,0  im  Mittel  4,5  war.  In  der  ersten 
Abtheilung  habe  ich  die  unmittelbar  gefundene  Correction  beibe- 
halten, in  der  zweiten  Abtheilung  dagegen  bei  J=37,5  die  beob- 
achteten Werthe  von  i  um  4,3,  bei  J=53,0  um  6,0  und  bei 
Jr=63,7  um  7,25  vergrössert.  \Vill  man  demnach  ans  den  von  mir 
der  KOrze  wegen  in  den  folgenden  Tabellen  als  t  beob.  notirten 
Werthen  die  wirklich  gemessene  Distanz  der  Kugeln  am  Funken- 
messer Y  (nach  Taf.  IV.  Fig.  4.)  in  par.  Linien  ableiten,  so 
rouss  man  zunächst  die  eben  angegebene  Correction  and  ausser- 
dem 3,25  subtrahiren  und  den  Rest  mit  20  dividiren.  Die  in  der 
sechsten  Columne  enthaltenen  um  4,5  vergrusserten  Werthe  von  i 

nE 
wurden    nach   der  Formel   t=T-;; —    berechnet,   und  die  aus  den 

beiden  äussersten  Beobachtuneen  abgeleiteten  Werthe  von  b  und 
aE  unter  die  Reihe  gesetzt.  l)ie  folgenden  Tabellen  werden  nur 
die  erste,  sechste  und  siebente  Columne  enthalten,  wenn  anders 
nicht  die  Correction  durch  sie  besonders  ermittelt  worden  ist. 
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der  andern  mit  Wimischen  Zahlen  nnmeriren.  Im  Verlauf  der 
Beoliachtnngen  kam  ich  zur  Ueberzeu£^n(( ,  da88  sie  noch  unffe« 
nflgend  blieben ,  um  auf  alle  Fragen ,  die  hier  aufgeuorfen  werden 
mflsaen,  eine  sichere  Antwort  zu  gehen;  es  werden  hierzu  jeden- 
falls lungere  gespannte  Drähte  erfordert ,  als  ich  anwenden  konnte. 
Ich  bitte  demnach  die  mitzntheilenden  Versuche  nur  als  einen 
Anfang  anzusehen,  dies  neue  Gebiet  von,  wie  ich  glaube,  nicht 
unwichtigen  Thatsachen  zu  durchmustern  und  zunSfthst  wenigstens 
diejenigen  Punkte  hervorzusuchen ,  die  mit  andern  Mitteln  noch 
strenger  zn  erforschen  sind.  Dabei  wolle  man  noch  herficksich- 
üte^n,  dass  der  ZuKtand  der  Lud  oder  andere  Umstände  kleine 
Aen<lerungen  in  den  Zahlen  herbeiführten,  wenigstens  habe  ich 
bei  ganz  unverändertem  Apparate  an  einem  spütern  Tage  oft  etwas 
grossere  oder  kleinere  Antraben  am  Funkenmesscr  erhalten  als 
SB  einem  frühem,  ja  an  verschiedenen  Tagen  nicht  einmal  die 
gleiche  Scharfe  in  den  Messungen  gefunden.  Man  erwarte  also 
TOD  diesen  meinen  Beobachtungen  nicht  mehr  als  sie  gewiihren 
können;  siegeben  eben  nur  eine  erste  AnnShernng.  die  als  solche 
selbst  die  sonst  nothwendige  Rflcksicht  auf  die  Ungleichheit  der 
angewandten  Flaschen  entbehrlich  macht.  —  Ich  gehe  zur  Mit- 
tbäinng  der  Versuche  Aber,  in  denen  die  Lftnge  der  gespannten 
Drfthte  8'  betrug. 


Kr.  I.    HB.  2  Flaschen  (1+2),    NB.  2  Flaschen  (3+4).  J=37,5. 

Hdr.  =:19',7;    Ndr.  =:22',0. 


Dist.  |FM(Fig.3) 


1  Z. 

3 

() 

0 
12 
15 


25,7 
22,9 
19/> 
16,9 
14,6 
12,8 


tabgel.|FM(Fig.4)|  Corr.  |ibeob. 


34,1 
30,6 
26,6 
23.6 
20,8 
18.7 


6  =  15,9;    <i£;=577. 


29.6 
26,1 
22,1 
19,1 
16,4 
14.1 


4,5 
4,4 
4,6 
4,5 
4,5 
4,6 


Mittel  4,5 


34,1 
30.6 

26,6 
23,6 

20,8 
18,6 


tber. 


34,1 
30,5 
26,3 
23.1 
20.() 
IHfi 


Die  Ueberschrift  gicbt  die  Zusammensetzung  der  Haupt-  und 
der  Nebenbatterie  an;  beide  waren  hier  aus  zwei  Flaschen  gebil- 
det, nSmIich  jene  aus  Fl.  1.  und  2.,  diese  aus  Fl.  3  und  4.  Das 
beigefiigte  J  giebt  die  Ladung  der  Haupthattcrie  an,  wie  sie  aus 
der  Entfernung  der  Kugeln  am  Funkenmesser  5  nach  der  frühem 
Weise  hergeleitet  war.  Unter  Hdr.  und  Ndr.  steht  die  Länge 
beider  Schfiessungsdrhhte  notirt,  welche  das  Maximum  der  In- 
duction  erforderte;  die  Drahte  in  den  Flaschen  wurden  bei  zweien 
MVL  0,5,  bei  einer  allein  zu  l,0Fuss  berechnet;  der  Funkenmesser 
S  ward  in  äquivalenter  Länge  zu  0,7  Fuss  hinzugezählt  In  der 
Tabelle  selbst  enthält  die  erste  Columnie  die  Distanz  der  gespann- 
ten Drähte  in  par.  Zollen  (im  Lichten  geroessen),  die  zweite  Co- 
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Nr.  3.    Batterie  nie  Nr.  1.  J=s37,6. 

Hdr.  'i7',7;  Ndr.  =30',0. 


Dist. 

Max.      1 

— 

2* 

1       - 

■4'      1 

— 

6' 

t  beob.l*  ber.jt  lieob.  t  ber.|tbeob.|  i  ber. 

i  beob. 

t  ber. 

IZ 

31,5 

31,5 

31,5 

31.5 

29^ 

29,8 

26,9 

26,9 

3 

27.1 

27.4 

2ß.8 

26,8 

Hl 

24,3 

21.3 

21.6 

6 

22,8 

23.0 

22.0 

21.8 

19,0 

19,0 

16.6 

16,6  . 

9 

20.0 

19.8 

18.4 

18.4 

12 

17,4 

17,4 

6  =  12,5 
a£=426 


6=10,2       6=8,8  6=7,1 

n£  =  3!>4     «£=263       «»£=218. 


Dist. 

— 

8'       1 

—  ] 

10* 

1      - 

12' 

ibeob.lr  ber.| 

1  beob.  t  ber.|i  beob.'t  ber. 

VaZ 

• 

22,3 

24.3 

1 

24,4 

24,4 

21.9 

21,9 

19,8 

20,2 

2 

18,4 

18,8 

17,0 

17,0 

3 

18.6 

18.9 

16,4 

16,4 

5   . 

15,4 

15,4 

6=5,9  6=5,0  6=4,3 

<i£=168     a£=i:130       ii£=108. 


Der  Schliessangsdraht  der  Hauptbatterie  war  um  8'  verlängert, 
wodurch  eine  gleiche  Verlängerung  fiir  die  Nebenbatterie  noth- 
wendig   wurde;    der   letztere   Schlies8ung8draht  wurde    nach  und 

nach  um  2',  4f verkürzt    Auch  hier  sind  die  Producte  aus  aE 

und  der  fortgenommenen  Länge  constant,  nämlich 

218x6=1308,     168x8=1344,    130x10=1300,    108x1*2=1290, 


somit  im  Mittel 


«£x/=I»10. 
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Nr.  2.        Wie  bei  Nr.  1. 


Ndr.  =22',0  + 


Dist.  I       +2'       I        +4'       I        +6' 

li  beob.|l  beT.lt  beob.|f  b«r.|t'  beob.lt  ber. 


I  Z 

3 


9 
12 


32,1 

32.1 

29,3 

29,3 

26,3 

27,6 

28,0 

24,2 

24,5 

21,0 

23,2 

23,5 

19,6 

19,8 

16,6 

20.3 

20,3 

16,6 

16,6 

17,9 

17,9 

-26,3 
:>1,3 
10,6 


6  =-'12,7  6  =  9,4  b  =  7fi 

aE=U\.       a£:=306.      aE—^'in. 


Dist. 

+  8'       1 

t  beob. 

»•ber. 

IZ 

23,5 

23,5  1 

2 

20,2 

20,7 

3 

18,0 

18,4 

5 

16,2 

15,2 

6  =  6,2 
a£=170. 

Dist.  I       4-  W 


i  beob. 


+  12 


t  berjt  beob. 


+  14' 


VI'       I        +14' 
t  ber.|i  beob.l  t  ber. 


2 
3 


21.4 
18,1 
16,2 


21.4 
18,4 
16/2 


21,9 
19,8 
17,0 


21,9 
20,0 
17,0 


20,4 
18.4 
15,4 


20,4 
18,4 
15,4 


«=5,3  6=4,6  6=4,1 

a£=134.       a£=112.      a£=94. 


Im  vorstehenden  Versuche  wurde  der  Schliessungsdraht  der 
Nebenbatterie   von    seiner  Länge  22',0  ffir  das  Maxininm  der  In- 

dnction  nach  und  nach  um  2',  4' verlängert;    dadurch  sanken 

die  Werthe  von  b  und  nE,  die  letztern  jedoch  in  der 'Weise, 
das«  von  -f  6'  (oder  -f  ^0  &n  <i>8  Product  aus  aE  und  der  hinzu- 
geffigten  Länge  (/)  constant  blieb;   es  ist  nämlich 

237X6=1362,    170x8=1360,     134x10=1340,     112x12=1344. 

94x14=1316, 

im  Mittel  also  a£x/=1350. 
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Nr    .1     lUlltfn«  tiir  Nr.   I 
IMr    ??'.:; 


Jz^MA 


Nur        Mß 


nut. 

Mai.      1 

♦ 

1       -1-      1 

r         «• 

i  lirff»li.  a  b#f  .|i  krtib.  i  l»^.|i'b^ob    i  brrj«  b^«ilb.  i  W#f . 

IZ 

! 
.11.1        .11.1 

Z\A    MA 

1 

*».y  ».9 

.1 

r.A    r  1 

»\n    fkw 

{l.l      il..1 

«1.»   ii.n 

0 

«.H       il  II 

■-•i.«»    il.H 

l'MI  1  I'«,» 

ia.A    III.« 

9 

•jn.o    !••> 

IM    |H4 

1 

M 

i:.4  *  IM 

1 

6-Tiiji       A  ^lo.i     /,-=H>       h   :.i 


Uiat. 

h' 

la 

1          !.► 

•  lM*«»k 

1  brf 

i  broh.  i  brr.|i  br*li.  <  \tmt 

•'.z' 

«.3  1  « J 

1        ,  «4.1 

-i4.4 

il.y    -il.u 

in.»» '  ».-i 

•i       ' 

■ 

iH.1      IN.H 

i:4>    i74> 

3     ;  IM 

Ih.«t 

l«J     I«*».4 

9          15.4 

15.4 

• 

flf;=.I(iM      «£  =  130       «£     ICK 


l>ef  .VilliMM«8«dr«lil  4<it  llAsplbAlUri»  «»r  ««  H*  terUngMl. 

«^•Miif    ««rrfr;     4«f    Irltftrfr    Ni  klir*«uAt*«lt«lll    «uril^    «arli  «wl 
Mrk  Ml  r.  I'     ■    trriur«!       ^-fib  birr  »ittd  dir  PlvUiicl«  m«  mt. 


•iINxtl      IJO«.     WN<**--Illl.     I»^l»      lU).     lCf%<l.'     I*». 


••■Ht  im  Millrl 


I.  -  /       IllH 
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r.  4.    Uatterie  wie  Nr.  1. 

J= 

27,5. 

Hdr.  19',7;                 Ndt.  2I'.5. 

Di.l.  |FM(Pif..3)|i .hBel.iFM(FlK.4)l<'o"l>' t«oü.| ■  Wi. 

IZ 

18,(1 

25,0 

21,6 

3.4 

2«,0 

2.1,0 

2 

17,7 

2:17 

20,2 

3,4 

'«1,7 

«IN 

3 

1(>,8 

22,6 

19,1 

,1,B 

22,H 

22,7 

e 

U,6 

19,0 

1«,5 

3,4 

V>» 

2(1,(1 

u 

12,8 

17,8 

IM 

M 

u» 

17,« 

>=sl8,7;    «£=493, 


Nr.  S.    Batterie  nie  Nro.  1.  y=5.3,2. 

Hdr.  19',7;  Ndr.  22',5. 


Uisl. 

F.M(Fig.3) 

i  abgei 

FM(Fifr.4 

iCorr. 

f  beaU 

iü.r. 

I  7. 

3i5 

43,2 

37,2 

0.0 

43? 

412 

3 

2S,3 

;»,3 

X13 

0.0 

3K3 

381 

6 

23,4 

32.4 

2(i,4 

0.1) 

32,4 

32,3 

28.1 

22,0 

0.1 

•ÄO 

12 

17,0 

2IMI 

18,9 

li.l 

VAU 

24  7 

IS 

14,7 

22.2 

6.0 

22.2 

2-V2 

18 

13,0 

29,1 

14.1 

6.0 

20,1 

201 

Mitt, 

6.0 

t=13,7;    a£=6: 


Nr..  6.    Wie  Nra.  9. 


+2'       I 
Diät.  \i  beab.lDii 


40,2      1 
I  21,0  U2 


+  4        I        +6' 
1.  |f  benbJuiat.  If  beob. 


+  8' 
Uiat.  |i  be. 


6=11,0 

o£=483 


»  =  9,3  4=7,2 

«£=577      riE=272 


6      I   18,9 

i=6,9 
a£=227 


+  10  +12' 

Diät.  libeob.Uliat.  |ibeoi>. 

24,9 
I  18,8 

4=5,8  4=5,2 
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Wird  die  L«dua|r  4t  IlMptbatteri«  ural^tfert .  00  »faikl 
Nr.  5.   der  Werlk  t»B  A.      \mtk  St,  4    bleibt  %om  iszb'    mm 
Pr«dart  m£>ci  cottslMt.  s  IHM  -  |*ri0^lMtO  im  Mittel    .  IffHl 


Nr   I     HD.  S  riMche»  (If«),    NB.   I  Haecb«  (I).     Jrr.K^. 
Hdr.  Iir.7;    Ndr.  WjK. 

IMet.  ni(nf.3)/abtd.iP!ll(Fig.4)rorr  ibe«b  fbet. 


IZ 

SI.0 

3 

«1.1 

« 

«1.0 

9 

ltt.l 

1< 

10.1 

40.1 

34.«  , 


3iS.O 

30.1 

*i4.7 
'JU.3 
17.0 


4.4 

4.S 
4.« 
4.i 

4.a 


Hill  [4.3 


3y,ii 

34.4 
'.»9.0 
■i4.0 
3IJ 


34.S 

-i4.4 
«1.3 


*.^IU;«#;s 


Nr.  II.    Wto  Nr.  I.  Ndr.  3»^    • 

UkMb.KkOTiliMb.  i  bar  JfkMb.  /  berjf  k««lk.  •  In«. 


UUtJ      — r      i       -4'      I       -0'       I       —fr 


IZ 

a 

« 
I« 


SU»  ,33.« 

i».7  iv.: 


aH.i  3n.s 

3i;i    31.3 
•UJi    U.'i 

1V>  jl».» 


35.« 

«.I 


194)1  3}.  4 
iH.«|  -^.0 
/i.l  I  110» 


.114 
0.1 
IM» 


*  7,7      *=;.« 


AsS,« 


•£-r430      «AViSU     «J^sW      «£=«1 


l»wl 


I  7. 

3 
S 


'< 


la 


30W 
S.« 
IV.4 


30.*» 
IM.  4 


•#.  -  tlO 


4  s  4.4 
I«.      154 


tWx 


*Mi.      IMXI«-IM« 
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km  Mittel  n£x/=1974.    Der  Fankraraesser   Y  «chhig  von 
aa  achon  ziemlich  unsicher,    daher 


— 8- 


Nr.  III.    ßepetitioD  vou  Nr.  L  nnd  II.*) 


Max. 


—W 


-12' 


l  Z 
12  Z 

Hieiaua 


40.1    6=13.51  1  Z 31,61  6=8.3  |  1  Z29.1    6=4.5 
-22,1  a£=54ll  3  Z23.8lal^l94  I  3  Z  21,3  a£=  161. 


194xlO  =  l»40    nnd    161x12=1932, 
im  Mittel  a£x/=I936. 

Nr.  IV.    Repetition  von  Nr.  I. 

IZ  139.8  1    6=13.0 
12  Z  I  21,7  I  a£=524. 

Nr.  V.    Batterie  wie  Nr.  I.    J=37.5. 
Hdr.  27',7;    Ndr.  54'.0. 


Diät. 

j  beob. 

tber. 

1  Z 

36,9 

36,9 

3 

31.3 

31.6 

6 

25,7 

35.9 

9 

22.0 

22,0 

6: 

aE 


103 
436. 


Nr.  VI.    Repet.  von  Nr.  V. 

1  Z  I  36,6 
9  Z  I  31.7 


6=10.6 
aE=436. 


*)  Dtr  Küne  wegen  werde  ich  «la,  wo  imr  die  beMea  äateerctea 
Beobachtongen  angettellt  worden  tind.  die  Ueberccbriften  Ditt  nnd 
t  beob.  forUaiten. 
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Nr.  VII.     UM.  3  lltedbr»  (U2»3k  NH.  I  FU»cb«  (4).  /saT.» 
lUr.  19^.7 :    Ndr.  Stß 

IM*I.  i  b««k.  f  Iwr. 


IZ      45.M     IS4I 

a         .1H.7     )>«.l         A.    IO.H 

•      i'U  9.M    <i#:  :54i 


Nr   VIII    Mii  IX      Rr|H-l.  «IM!  VII 


I  Z45>,   6=10.4  I    I  ^i^^^    A=;I0.7 


Nf   X.    \Vm  Nr.  VII.    S4r.  54' jO  -  Itir 

I  zai.v  h  -iifi      ,       .  ^.    .^.^ 

4Ziü.1^«#-     IM-    -••'•  •'•><'=  •■■>» 


Itt  4^a  \vr»«rlK-«  i  bi»  IX.  •limwle  41«  I^lnc*  d#«  .Sriilw- 
Mmf»4r»liU  4«f  .\eb#«b«llrfi#  b«i«  %l«llma«  4#r  l»d«cti««  le- 
»MMf  «il  4rai  li»»rlfl#  ibf-fvl«.  4«0«  «r  aMi  «»crkvlirl  <«• 
lUsflrfffftlit  «••  ili^  rUM-b«iiulll  itt  firidm  iUlIrffir«  tvfkall«. 
aIs  «M»  Ji^«  l»#i  4#«  VrfB»rli#«  |^.%  4cff  Fall  cr«r»rH  «ar.  dr» 
balli  ««ffdrii  dir  l#tal«tt  \»«»«rb«  k«r<  «irdailiull.  «uff«»»  skIi 
«WilM-b  mur  klrinr  llifrrrft«  KciTV«  firibvr  rrgak. 

Nr    XI    Md  \ll.     IUI.   iFlMcbrn  {XI'I}.   MI   'i  llMcb^»  (3f  4i 

lldr    llr.7;     .Ndr    »A 

i  Z3I.H    «sMJI    I  Z3M     4=.  IA.i 
U  Z  l\4  fli. ..  ^4A  I  li  Zl«i.4«#.      Sl.* 


i^.  JUIL  wd  Xl\.    lUu.  «IM  Nc.  XL    J'^Uß 
Hdf    IV.:.     Ndr     il^ 


I  Z4I.M    i.    14.1  I     I  Z4IA     *=:U: 
II  Z.I4.:;d#.^6Xl  I  li  Z.«I74if  sMI 
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Nr.  XV.    Batt  wie  Nr.  XI.    J=53,0. 
Hdr.  3t '.7;    Ndr.  33',5. 


1  Z  I  36,1 
9  Z  I  19,9 


*=8,8 
«£»393. 


Nr.  XVI.    HB.  1  Flasche  (2),     NB.  2  Flaschen  (3f4).    7=53,0. 
Hdr.  3a','i;    Ndr.  l»fi*) 

Max.  •  +  2* 


1  Z 

6Z 


30,01  6=11,4  I  1  Z28,-2    6=10^ 
21,4l<i£=372.  I  6  Z  lMa£=32I. 


I  Z 
4  Z 


+4' 

23,2    6=7,6 
18,8 


a£=217. 1  3  Z 


ü 


+  6* 

22.7    6=«,1 
17,7  a£=162. 


Nr.  XVU.    Batt.  wie  Nr.  XL    /=53,0. 

Hdr.  47',7;    Ndr.  49',S.     . 

1  Z  I  31,0  I     6=8,1 
6  Z  I  2aO  la£=282. 


Nr.  XVIII.    Batt.  wie  XI.    7=63,7. 
Hdr.  47,7;    Ndr.  49',5. 


1  Z|36,0    6=7,2    I  I  Z|35,5    6= 
6  Z  22,4  a£= 296.  I  6  Zl22,4U£^ 


7,5 
303. 


/ 


Nr.  XIX.    HB.  I  Flasche  (2),    NB.  2  Flaschen  r3-M)-    7=63,7. 

Hdr.  48'.  2;    Ndr.  29',5.**) 

1  Z  I  29,5  1      6=8,5 
5  Z  I  20.7  I  a£=280. 


*)    DiMe  Lance  dea  XebendrahU  enUprieht  dem  Ge«etse  Tollkom- 
,  d«  dM  Verhältnis*  Ton  Fl.  8  to  PI.  »44  wie  l,OBr:  1,927  oder  wie 
1:1,7«  i«t. 

**)  Die  Länffe  des  NebendmiiU  i«t  in  beiden  Fällen  xu  grou;  die« 
VerhältniM  tritt  ein ,  wenn  der  indueirte  Strom  an  Lebhaftigkeit  rerliert, 
w*bei  die  Angaben  de«  Funkenmeetere  uneiehe»  -wcMlen.  S»  da«  Folgeade. 


1(M 

Nr   XX     IUI.  I  Fb^rb»  eil.  MI.  3  Flavchen  (It3t4)   J^VXf 
IMr.  4H;t;    Ji4i.  tV.L—) 
Mh.  f  4 

4  ztA,»«#;s3i3  |3  2i(t.;«#;=iv4-  ••*•  •*•><'-"• 


l>s  Wh  4i«  ProJvHr  mKxl  RVMarr  U»ll«ail  in 
«fiMrfcl*.  üo  Im  Harlablil  a«r  »riM  frillicrD  r*tMMclii 
(Jabraak  4.  Wmi.  Arsd)  »rM  ronaUMi  «rrdeii  kAtmen.  w«m  I 
M  Rlt4rlirn  Bsitorira  mIm>  dt»  iJUife  *»»  (T.  bei  Hll.  i  VI.  SB. 
I  Fl  «M  If.  bri  IUI.  .II'L  MI.  I  11.  («M  11»*  «ad  brl  MMivkvW- 
lOT  nsM-bmiuU  tos  &•/,'  Mild  «Ml  4'  crlaa«!  bal.  ••  MM-bl*  kk 
di«  HavalUlr  «o»  blrl»»n  Fvblff*  i«  der  l.fcnKr  de*  Ncbcüdrabli 
bei«  Maaima«  dadarrb  aaabbkagic  ««  marbr«.  das«  leb.  »««eil 
ra  «üglicb  war.  aiae  Rieirba  Lkaie  brabi  fortaabai  aad  bia«»* 
ftotr.  «ad  daa  llillal  aaa  beidan  .incabeA  ala  daa  aaalbarad 
rtebliM«  Wertb  Maab.  Hlardarrb  ealaUada«  aacb  falRMd« 
V 


Nr   XXI.    HB  3  Flaarbea  (If3f3).  ^H  I  FUacb«  m   J-Kß. 
Hit.  W.7i    Sit  U-fi. 

.«,1  Z3U    A84.N    I   .^t  ZM».4    ksiA 

""'*!  zii^«#;=iML  I  ♦'•^4  rjo.*a#;=itfi 

a#:x/s30i4 

Nr   XXll     IIH  i  rUM^ban  (1  fi).    NH  I  Flaacba  (4).  ./   37.S 
Hdr.  I«*.  7;    Ndr   »A 


—  MH.»  n  Er«.7«£=l(ft  I   *  *•  •  "4  ZÜ0.6«#;     ill 

a#;x/=tKio 


Nr    XXIII.  HH  9  Haacbea  (I  »  »i .   MI  i  Flai^bea  (3| 4)    J~JSA 
Hit    19^.?:     Ndr   »Ji 


*  '^  4  ZI4jftW:  -liN     a#.x/=l«0 


>» 
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Nr.  XXIV.      HB  2  Flaschen   (1-f  2).      NB  2  FkscbeD  (3-f4) 

7=37,5. 


Hdr.  25',7;    Ndr.  27',5  (angenommen). 


—  8* 


I  Z 
4  Z 


24,6 
17,2 


6=6.1    1   .  ftJl  ZI22.6I   6= 
«£=173.  I  +  ^  14  zli6,3!aiS= 


6,8 

177. 


aEx/=I400. 


Nr.  XXV.    HB  2  Flaschen  (1-f^.    NB  1  Flasche  (4).    ,k=37fi. 
Hdr.  26',7;    Ndr.  60',5  (angenommen). 


ioy,'ll  i 


31,91    6=6,6    I        ,0,,, 
22,9lo£;=244.  |   +  *"« 


I  Z 
4  Z 


28,1 
201 


6 

aE 


6,6 
:2I1. 


a£x/=2394. 


Nr.  XXVI.    HB  1  FUsche  (2),     NB  2  Flaschen  (ß+A).  J=37fi. 
Hdr.  26',2;    Ndr.  15',5  (angenommen). 


+  6' 


1  Z|17,1I    6=6,5 

3  Z13,5l«£=129.    o£;x/=774. 


Nr.  XXVII.     HB  2  Flaschen  (1+2).      NB  2  Flaschen  (3-|-4). 

J=53,0. 


Hdr.  25',7;    Ndr.  '27',5  (angenommen). 

1  Z|32,3|   6=5,8    I   .ßJl  Z  30.61   6=7,3 
5  Zl20,4la£=2:^0.  \  +°  &  Z204Ma£=264. 

a£x/=1896. 


8 


Nr.  XX VIII.  HB  1  Flasche  (2).  NB  2  Flaschen  (3-M).  J=53,a 
Hdr.  26',2;    Ndr.  15',5  (angenommen). 


+  «' 


il  Z|23,7|    6=7,4    I    .  „,|1  Z|2I,6 
4  zll7,8|o£  =200.  .  +  *  14  Zll6,7 


6: 

aE: 


7,0 
:174. 


a£x/=1296. 
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.V.  XXIX.      IIB  2  »la««liHi  <i  I  *J).    \H  3  n«ichim  (3  |  4K 

J     M,: 


!^r.  XXX.    IUI  I  riMrh«  (i).    MI  -i  IU»rhi-ti  (1|l).    J     A7 
Il4r   tf)-/.»;    K4r.  15.5  <.i»cm— i»ra>. 

mKxi  *  MOO. 


.V    \XXI     HU  I  H«M^h<»  (:*;.  MI  I  FU^lirn  M|4).  J- :S.I.O 
Hilf.  .t:\J:     >.Ir    |H-.;, 

•I  znni    6    lo.r  I  . ,.  i  7-:>.4!  a   n..i 


M      •!  znni    6    10.7  1  .^.1  z-;>.4i  k    n..i 
"•«   h  z'j|.i,«l.    Oii.  I  *  •*  .4  M^iioh    im 

mLxl-    lOIK 
V    \\\ll.     IUI   1   IU»'li#  vi),  MI  i  n«»«lira  rJ|l).  .I=.ti3. 

.1  zu:    h  -ni.i|     ^  •,    I  /i.i:    6    fti. 
tfizi4.u«f  .:;v«  I    *  *  <  I  /.  i:ju«#.    1^1. 


M«t 


V  xwiii.  IUI  I  iL..i.r  .; .  Ml  I  iu.rii9  ii>*)   j    An 

II Jr    .T»/i.     \Jf     .r..5. 

\U\  "*  I  s 

I  Z3rf>  A    »i:  |i  /\-*«.i    4    ytH  xts.n  4<«^.s 

9  Z  5l..i«#.  r.  .»41  I  I  /  IV  i»flf      iMlIl  /l5l.fl«#.  .  ilO 
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Nr.  XXXIV.    B«tt.  nie  Nr.  XXXill.    J=i=63,7. 
Hdr.  33'.3;    Ndr.  33'^  (aBgenoinnie*). 
Bhz.  -8*  +» 


l  Z 

9  Z 


43,0    6=8,0  11  ZI33,2|  6=5.1    1  I  Z|33^    »= 
•22,7a£=386j4  zl22,2l<i£=202. 1  4  z|24,0la£  = 


6.0 
2S4 


of:x/=1824. 


Nr.  XXXV.    Batt.  wie  Nr.  XXXDI.     /=:6$,7. 
Hd.-.  48',2;    Ndr.  49'.0. 
Mai.  —8f  +8' 


1  Z 
6Z 


^,01   63=7.2  11  Z|27.7|    6=6,911  Z|32.2|    6: 
22,4|a£:=  392.14  Zll9,4ia£=J93l4  z|22,9|a£^ 

a£x/=1680. 


6.3 
227. 


Nr.  XXXVl.  HB  1  Flaocbe  (2),  NB  2  Flaschen  (3f4).  7=63,7. 
Hdr.  48',2;    Ndr.  29'.0. 

Max.  —8'  +8' 

1  Z130,4    6=8,7    11  Z|23,9|    6=5.4  ll  Zß3,0I    6=6.4 
S  zl21,Sa£=294.  I  3  Zll8,4la£=153  ß  Zll8,lla£=17I. 

a£x/=I304. 

Die  Angaben  des  Funkenroessers  worden  in  den  beiden  letz- 
ten Reiben  nnzaverlässig.  Um  die  Fehlergrenzen  näher  kennen 
so  lernen,  welche  in  den  Werthea  von  6  und  aE  liegen,  wurde 
fitlgende  Reihe  angestellt: 

Ntf.  XXXVll.    Batt.  wie  Nr.  XXXV.    7=63.7. 
Hdr.  48',2;    Ndr.  49'.5. 

Dist  Itheoh.liber. 


1  z 

36,6 

2 

31,7 

3 

28,2 

4 

25,9 

5 

24,2 

6 

22.1 

7 

20,9 

8 

19,7 

9 

18,7 

36,6 
32,7 
29,6 
27,0 
24,8 
22.9 
21,3 

20,0 
18,7 


6: 

oE 


7.4 

:304. 
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Kr   XXXViil.     lUtt.  t»i«  «of.  Nr.     Jz=<Wt.r 
lldr.  90*.  Ü:    Ndr.  »-.O. 
IHiit.  tfWob  Iber 


IZ 

.  4M.V 

4N.9 

1  4.VI 

45.S 

I  4i.4 

4i^ 

1  »M 

400 

!  .r.: 

r.7 

n 

.U.il 

:u.« 

«• 

■NU 

.11.« 

li 

*»•• 

•A» 

■#;  stts? 


.V.  XXXIX.  IIB  9  n*»riira  (l|i).  MM  |-U.rhc(4)    j  .a.» 
Hit.  i»*.?;    N4r.  3H'.5. 


IZ 
3 

n 

UA 

.iw.i 

ft4;i 

«1.4 

*- 

10.4 

9 

.  .li.i 

,  »i.O 

li 

'r.7 

€>Wrfc»«  d^  V#fAurk«  norli  tvriirr  aa^f^ffiiat  «rrdeft  Mi» 
,  ••  trH#tt  dt>cb  bcfrifla  Minir  (»r^rtfr  brnor.  auf  «rlrllffWk 
tkm  A«fM#fk*«fli4rit  t«  rirblm  tiafi»rb#  Irb  «MU  birtt«  dt* 
%^rrlb«  %••  4  «ttd  «£  b««»  Maii«uM  d#ff  Indorlio«  \m  fiilBiadn 


Nr.  Jes 
Versocl» 

HB 

NB 

Hilr.  Ndr. 

J 

b 

«K 

Sil. 

T 

ms 

ro 

TÜJ 

-m 

.\II. 
1. 

'■■ 

." 

22,0 

10,2 
15,9 
16,1 

543 
577 
553 

1. 

2 

1 

38,5 

11,5 

500 

III. 

12,5 

541 

IV. 

" 

■• 

•■ 

12,0 
WD 

524 
625 

VII. 

3 

1 

,, 

54,0 

10,S 

541 

VIII. 

10,4 

627 

IX. 

'•■ 

■■ 

•' 

w. 

629 
533 

XIII. 

•i 

2 

21,5 

53,0 

14,1 

035 

XIV. 

., 

„ 

13,7 

611 

J. 

•• 

" 

22,5 

53.2 

13.7 
13.8 

636 
027 

X.XXIX. 

2 

1 

3«,5 

53,0 

1Ü.4 

623 

XV. 

■2 

2 

31.7 

33,5 

53,0 

8,8 

353 

XXXIII. 

1 

1 

3:!,2 

33,8 

" 

8,7 
"E7 

380 

XVI. 

1 

2 

18,5 

11,4 

372 

XXXI. 

" 

" 

» 

10,7 

m 

3.53 

m 

XXXIV, 

1 

1 

33,5 

Ii3,7 

8,0 

386 

XXXII. 

1 

2 

M.0 

10.2 

388 

XVIII. 

3 

2 

i^,^ 

49,5 

03,7 

7,2 

296 

XVIII. 

7,6 

303 

XXXV. 

i 

i 

48,2 

49,0 

7,2 
T3 

292 
25? 

XIX 

1 

2 

,, 

29,5 

8,5 

280 

XXXVl. 

" 

2<J,0 

■■ 

8,7 

294 
287 

XX. 

1 

•A 

19,4 

„ 

11,1 

323 

Zunächst  erciebt  die  blosse  Ansicht  der  Tabelle,  dasa  bei 
tmveT änderten)  bchliessungsdrabt  und  bei  unveränderter  Ladung 
der  Hauptbatteric  aE  conslaiit  bleibt,  wie  auch  die  Nebenbaltcrie 
geändert  werde.  Zweitens  Ifisst  sich  entnehmen,  dass  ebenrnlls 
bei  cuRstanter  Leitung  und  Ladung  der  Uauptbatterie  6  auf  % 
and  auf  '/^  Heines  Werthes  sinkt,  wenn  die  Flaschenzabl  der  Ne- 
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ZU  kurz  ausfällt;  hierin  tritt  dieselbe  Erscheinung  hervor,  d 
oben  bei  den  Versuchen  XXXV.  und  XXXVI.  wahrgenommc 
uurde,  nämlich  dass  da,  wo  die  inducirende  Kraft  der  Haup 
hatterie  zu  gering  wird,  die  Nebenbatterie  eine  Tendenz  zeigt, 
ihrer  Wirkungsweise  sich  der  Hauptbatterie  mehr  gleich  zu  stc 
len.    Die  Versuche  sind  folgende: 

HB  r  Flasche  (2),    NB  1  Flasche  (4).     7=37,5. 

Hdr.  14',  2;    Ndr.  15',  0. 


Distftbeob.l  i  her. 


1  z 

28,3 

28.3 

2 

23,3 

25,3 

3 

22,9 

22,8 

4 

20,9 

20,8 

6 

19,0 

19,1 

6 

17,7 

17.7 

6=7,3 
<iE=236. 


HB  2  Flaschen  (I-f2),    NB  1  Flasche  (4).    y=:37,5. 

Udr.  I4',2;     Ndr.  26',3. 

Dist.  |t  beob.l  i  l)er. 


6  =  5,7 
a£=230. 


I  z 

34,4 

34.4 

2 

29.8 

30,0 

3 

26,4 

26.5 

4 

23,8 

23.8 

5 

21,0 

21,5 

6 

19,7 

19,7 

HB  3  Fl.  (1+2+3),    jNB  1  FI.  (4).    7=37^ 
Hdr.  14',  2;    Ndr.  33', 5. 


Dist.  I  i  beob  |  /  her. 


1  z 

38,3 

38,3 

2 

32,6 

33,1 

3 

29,1 

29,1 

4 

25,8 

25,9 

5 

23,3 

23,2 

6 

21.3 

21,3 

6=5,3 
aE  =240. 


ISr.  de. 
Verwuchs. 

IIB 

pu 

|ll(lr 

J 

uExl. 

xxni. 

2 

2 

10,7 

37,5!  1480, 

2. 

l:lSO< 

II. 

2 

1 

" 

1974) 

III. 

'^ 

1936 

.\XII. 

" 

2IOOI 

X. 

3 

i' 

," 

2»28, 

XXI. 

3024^ 

XXIV, 

2 

2 

25,7 

>, 

1400 

XXV. 

2 

1 

" 

23Ö4 

XXVI. 

1 

2 

28',2 

774 

XXVII. 

2 

2 

2S,7 

sio 

1806 

XXVIII. 

1 

2 

■26,1 

1296 

XXIX. 

2 

2 

25,7 

03,7 

2432 

.\xx. 

I 

2 

•26,2 

1000 

XXXIII. 

l 

1 

32.2 

53^ 

1360 

XXXI. 

1 

2 

" 

I008( 

XVI. 

972« 

XXXIV. 

t 

1 

63,7 

1824 

XXXII. 

1 

2 

13S0 

XXXV. 

1 

1 

d.'i 

63.7 

1680 

XXXVI. 

1 

2 

1304 

XX. 

1 

3 

.'.' 

:: 

776 

Wie  wenige  ScbSife  auch  diesen  Zf^len  zukommen  ina^, 
so  trage  ich  doch  kein  Bedeuicen.  aus  ihnen  als  GeseU  ahzulei- 
teo ,  dass  hei  constanter  Ladung  und  Leitung  dei  Hauptbatterie 
die  Producte  a£x/ :sich  nie  l:y~:'2  verliailen,  wenn  das 
Verhältnis»  der  Flaschensahl  in  der  Mebenhatteiie  zur  Flascheu- 
xahl  in  der  Hanptbatterie  wie  1:1,  wie  1:2,  wie  1:3  ist  und  um- 
gekehrt, dass  die  Producte  nExl  von  1  auf  %  auf  V,  sinken, 
wenn  die  Nehenbatterie  zur  Hauptbatterie  von  1:1  aut  2;t  und 
auf  3: 1  übergebt. 

Versuche  mit  gespaaeten  Drähten  von  4'  LSnge  liessen  sich 
In  einem  zu  geringen  Umfange  durchllihTeu ,  als  dass  daraus  be- 
sondere Scbidsse  hätten  gezogen  werden  können.  Man  findet  die 
vorher  über  ö  und  aE  heim  Maximum  der  Induction  gefundenen 
Gesetze  bestätigt,  erkennt  auch,  dass  beide  im  Allgemeinen  nur 
lialb  so  gross  sind  als  hei  gespannten  DrShten  von  8'  Länge,  es 
fehlt  indess  zur  festern  Begründung  die  Kenntnies  Qber  den  hem- 
nenden  EinHuss  des  Schliessungsdrahtea  selbst.  Bemerkenswerh 
bt,   dass   die   Länge   des  Schliessungedrabts   der  Nebenbatterie 

8* 
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HB  1  Fl.  (-2),    NB  1  Fl.  (J).    J=63,7 
HJt.  I8',2K.  +  Pr.i    Ndr.  äS'.O  K. 
Iti.sl.  |i  I>enl>.|t  ber. 


1  z 

4I.G 

41.0 

■> 

37,-2 

38,1 

4=9,9 

3 

34,2 

35,2 

aE^tö& 

6 

28,2 

28,5 

!t 

■23,7 

24,0 

1-2 

20,7 

20,7 

HB  1  Fl.  (2),    NB  1  Fl.  (4).    J=53,0. 
Hdr.  18'.2  +  PI,;     Ndr.  21',5  K. 
Uist.  If  beoh.liber. 


4  =  IÜ,3 
«£=418 


1  ■/. 

370 

.37  0 

3 

»1,0 

3M 

l> 

25,4 

25,0 

9 

21,5 

21,7 

12 

18,7 

18,7 

HB  I  Fl.  (2),    NB  1  Fl.  (4).    J=5S,0. 
Hdr.  SO'.SK.-fPl.;  Ndl.  22',0K..f  PI. 

Dlst.  Ii  beob.l  i  ber. 

6  =  8,0 


1  7, 

30,7 

.30,7 

2 

27,0 

27,6 

3 

25,0 

25,1 

4 

23,0 

23,0 

5 

21,2 

21,3 

0 

19,7 

19,7 
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U»  I  Fi.  (2),    KB  1  Kl.  (4)     J=33,0. 
Hdr.  U',2;     Ndl.  19',9. 
J  beoli.i  i  her. 

6  =  0,6 


1  z 

36,5 

36,5 

2 

340 

3LV2 

3 

S8.6 

■A8 

i 

26.1 

20.1 

a 

33,9 

■23,!l 

e 

2i,0 

22,(1 

HB  2  n.  (1+2),    NB  1  Fl.  (4).    y=ä3.0. 
Hdt.  I4',2;    Ndr.  26',3. 
Dist.  liheob.li  ber. 


6=5,1 


IZ 

M,5 

444 

2 

36,0 

38,2 

3 

33,4 

335 

4 

29,9 

29,9 

S 

»7,6 

26,9 

6 

24,5 

24,5 

Ausserdem  batta  ich  eine  Reihe  Beahachtangen  angestellt, 
m  denen  PlatindrShte  (PI.)  von  je  17  Zoll  Länge  und  0,^1  par. 
Linien  Durchmesser  in  die  ScfaliesstingsdrShte  eineeschaltet  wa- 
ren. Von  der  einen  Seite  hewäbrlen  sich  diese  PTatindrähte  als 
annähernd  mit  2' Kupferdrabt  (K)  Äquivalent,  van  der  andern  Seite 
hemmten  sie  aber  die  IndactionsLraft  insotveit,  dass  die  Versuche  be- 
schiänlct  wurden  und  bis  jetzt  kein  festesZiel  erreicht  werden  konnte. 
Ich  halte  ea  fiir  genügend  3  Beobucbtunitsreihen  mitzutbellen.  von 
denen  die  beiden  ersten  teigen ,  dass  die  Platindräbte  in  Bezug 
auf  die  Länge  der  SchliessungsdrShte  beim  Maximum  der  In- 
duction  nur  mit  ihrem  äquivalenten  Werthe  in  Rechnung  kommen, 
die  dritte  eine  Vergleichung  mit  der  ihr  entsprechendeu  Reibe  in 
der  ersten  Abhandlung  gestattet,  wo  der  indacirte  Strom  mit  dem 
Lnfttbermometer  gemessen  wurde.  Dieser  Versuch  gieht  A=;8,0 
oder  nach  der  frühem  Weise  6=95,7;  das  Lufttbermometer  gab 
6=93,5,  beide  sehr  wenig  von  einander  verschieden,  was  zum 
Theil  noch  durch  die  in  neiden  Reiben  verschiedene  Form  der 
gespannten  Dräbte  ausgeglicbea  werden  mag. 
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Indem  ich  vollkommen  anerkenne,  dass  in  dem  mir  gutigst 
übersandten  mathematischen  Hefte  eines  Schülers  der  Jonannis- 
schule  in  Dnnzig  die  in  Rede  stehende  Ableitung  sich  im  Wesent 
liehen  ganz  so  findet,  wie  ich  dieselbe  in  dem  ITten  Theile  des 
Archivs  S.  259.  gegeben  habe,  kann  ich  mich  nur  freuen,  hei 
dieser  kleinen  Untersuchung  mit  einem  so  ausgezeichneten  Mathe- 
matiker wie  Herrn  Professor  Anger  zusammengetroffen  zu  sein, 
und  bitte  denselben  wegen  der  Verspätung  dieser  Mittheilung 
nochmals  recht  sehr  um  Verzeihung.  Ich  habe  mich  aber  um  so 
mehr  zu  derselben  für  verpflichtet  gehalten,  weil  die  a.  a.  O.  des 
Archivs  von  mir  gegebene  Ableitung  der  Gauss'schen  Gleichun- 
gen wahrscheinlich  Eingang  in  die  Lehrbücher  finden  wird,  eben 
so  wie  meine  in  Tbl.  XVI.  Nr.  XVI.  S.  194.  gegebene  Herleitung 
der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie.  Ein  anderer  sehr 

werther Freund,  Herr  Astrand  in  Gothenburg  in  Schweden, 
schreibt  mir  schon  vor  geraumer  Zeit,  dass  er  von  dieser  Herlei- 
tung der  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  in  einem 
von  ihm  herauszugebenden  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  welches 
mir  indess  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  Gebrauch  ma- 
chen werde.  Die  Herleitung  der  Gauss'schen  Gleichungen  soll,  wie 
ich  hure,  bereits  in  das  vielfach  in  Recensionen  empfohlene  Lehr- 
buch der  Trigonometrie  von  Herrn  Lübsen,  welcnes  mir  indess 
auch  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist,  aufgenommen  worden  sein« 
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X 


Miscellen. 


Aus  einem  Briefe,  welchen  Herr  Professor  Dr.  Anger  in 
Dan  zig  schon  unter  dem  10.  December  1851  an  mich  zu  richten 
die  Güte  hatte,  halte  ich  mich  verpflichtet,  das  Folgende  hiermit- 
zutheilen,  indem  ich  Herrn  Professor  Anger  zugleich  freund- 
schaftlichst uro  Verzeihung  hitte,  dass  dies  nicht  schon  frGher 
geschehen  ist,  weil  sich  bis  jetzt  immer  nicht  ein  geeigneter  Platz 
zu  dieser  Mittheilung  im  Archive  finden  wollte.  Herr  Professor 
Anger  schreibt  mir  Tolgendes : 

„Erlauben  Sie  mir,  dass  ich  diese  Gelegenheit  benutze,  eine 
kleine  mathematische  Bemerkung  in  Beziehung  auf  Ihre  Ableitung 
der  Gauss'schen  Gleichungen  hinzuzufügen ,  welche  Sie  im  dritten 
neite  des  siebzehnten  Theiles  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Physik*)  gegeben  haben.  Die  Ableitung  ist  mir  bereits  seit  dem 
Jahre  lo23  bekannt,  auch  erinnere  ich  mich,  sie  im  Jahre  1^7 
dem  jetzigen  Director  der  Kuni^sberser  Sternwarte  Herrn  Dr. 
Busch  mitgetheilt  zu  haben.  Vor  drei  bis  vier  Jahren  theilte 
ich  sie  meinem  Freunde,  dem  Oberlehrer  an  der  hiesigen  Johan- 
nis- Schule  (einer  höheren  Bürgerschule)  Herrn  Gronau  mit,  dem 
sie  sehr  gefiel,  und  der  sie  seitdem  beim  Unterricht  benutzte ,  wie 
das  beigelegte  Heß  eines  seiner  Schüler  ausweiset." 


•)    Tbl.  WII.   Nr.  VI.   S.  259. 
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und  Sigmund  Merz,  Mahl  er  und  Andere.  Auch  zeichnet 
Herr  T  hier  seh  in  sehr  interessanter  Wei^e  den  zwar  nicht  durch 
Schriften,  aber  durch  andere,  namentlich  geodätische  Arbeiten 
als  trefflichen  Mathematiker  bekannten  Benediktiner  Ulrich 
Schi  egg,  geboren  am  3.  Mai  1752  zu  Gosbach  an  der  Filz  bei 
Wiesensteig,  gestorben  am  4.  Mai  1810,  der  mehreren  der  oben 
genannten  Männer,  namentlich  Reichenbach,  stets  mit  seinem 
wissenschaftlichen  Rathe  beistand,  und  fast  täglich  in  Reichen- 
bachs  mechanischem  Institute  gegenwärtig  war.  Wir  wCssten 
keine  Schrift,  in  welcher  manaufverhältnissmässis;  kleinem  Räume 
so  viele  interessante  und  lehrreiche  Mittheilungen  über  die  be- 
rühmten mechanischen  und  optischen  Institute  zu  München  bei- 
sammen fönde,  als  obige  Rede,  liir  welche  daher  alle  Mathema- 
tiker mit  uns  sich  Herrn  Thiersch  zu  um  so  grosserem  Danke 
verpflichtet  fühlen  werden«  da  das  wissenschaftliche  Fach ,  in  wel- 
chem derselbe  sich  vorzugsweise  berühmt  gemacht  hat,  bekannt- 
lich nicht  die  Mathematik  ist.  Kein  Mathematiker  wird  diese  Rede 
ohne  lebhaftes  Interesse  lesen  und  ohne  grosse  Belehrung  aus 
der  Hand  legen.  Dieselbe  liefert  jedenfalls  einen  sehr  gnten  Bei- 
trag zur  Geschichte  der  Mathematik. 


^  Von  des  Königs  von  Baiern  Maiestät  ist  bei  der  Kunigl. 
Baiertsclien  Akademie  der  Wissenschaften  eine  besondere  natur- 
wissenschaftlich-technische  Co  mmi  SS  ion  eingesetzt  wor- 
den, bestehend  aus  den  Herren  v.  Fuchs,  Lamont,  v.  Her- 
mann, V.  Kobell,  SchafhäutI,  Ohm,  Buchner  jun.,  Fet- 
te nkof  er  und  Seidel,  welche  sich  vorzfiglich  naturwissenscfaaft- 
lich-technlscben  Arbeiten  zu  widmen  haben  wird ,  eine  Einrichtung, 
die  gewiss  allgemeine  Nachahmung  verdient.  Zur  Ausfuhrung  Ihrer 
Arbeiten  und  Versuche  ist  dieser  Commission  jährlich  die  ansehn- 
liche Summe  von  5000  Gulden  aus  der  Allerhöchsten  Kabinets- 
kasse  zugewiesen  worden. 


Aritbmetik. 

Das  Neueste  und  Interessanteste  aus  der  Loga- 
rlthmotechnik  und  der  Anwendung  der  Logarithmen 
auf  das  Leben.  Mach  den  englischen  und  französi- 
schen Schriften  von  Byrne  und  Koraiek  fibertragen 
▼  on  A.  Lorey,  Director  der  Secuudar*  und  ersten  BQr- 
gerschule  zu  Eisenach.  Weimar.  Voigt  1852.  8.  20Sgr. 

Diese  Schrift  ist  der  Beachtung  aller  derer,  welche  sich  für  die 
numerische  Berechnung  der  Logarithmen  interessiren ,  da  sie  nicht 
wenige  neue  Rechnnngsvortheile  enthält,  zu  empfehlen,    und  der 


925 


lilterarli^clier   Berlclit 


deschiclite  der  Matheiiiatik  und 

Physik. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  auf  eine  am  27.  MSm  1892 
zur  Vorfeier  des  dreiundiieunzii^sten  Stiftungstaffes  der  KOnigl. 
Baierischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  Herrn  Geheimrath 
Friedrich  Thiersch  gehaltene 

Rede  Ober  die  wissenschaftliche  Seite  rein  prakti- 
scher  Thätigkeit 
aufmerksam,  welche  in   den   Gelehrten   Anzeigen,  heraus- 

§egeben  von  Mitgliedern  der  Königl.  Baierischen  Aka- 
emie.     1852.    Nr.  64.  ff.  abgedruckt  ist. 

Diese  schon  an  sich  durch  ihren  Gegenstand  höchst  interes- 
sante und  lehrreiche  Rede  enthält  die  Lebensbeschreibungen 
zweier  Männer,  in  denen  tiefe  wissenschaftliche  Bildung  und  gros- 
ses praktisches  Talent  in  einem  so  vorzüglichen  Grade,  wie  man 
dies  selten  antrifft,  vereinigt  war^  nämlich  Georg  von  Rei- 
cfaenbachs  (geboren  am  24.  August  1772  zu  Durlach»  gestorben 
den  21.  Juni  1826)  und  Joseph  von  Fraunhofer's  (geboren 
deo  6.  Mai  1787  zu  Straubing,  gestorben  am  7.  Juni  1824.).  Ausser- 
dem enthält  diese  Rede  eine  Menge  ftir  jeden  Mathematiker  höchst 
interessanter  Notizen  (iber  die  beriihmten  mechanischen  und  opti- 
schen Institute  zu  München,  und  biographische  Mittheilungen 
Aber  die  berOhmten  Mechaniker  und  Optiker:  t.  Utzschneider, 
Liebherr,  Trangott  Lebrecht  Ertel,  dessen  Söhne  Georg 
und  Gustav  Ertel,  Georg  Merz  and  dessen  SOfane  Ludwig 

Band  XIX.  %  73 
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Die  elektrischen  Telegraphen.  Gemeinfasuliche 
Erläuterung  über  die  Principien  und  Apparate  der 
neueren  Telegraphie«  Mit  21  Abbildungen  In  Hols- 
schnitt.    Stuttgart.    Kneller.    1852.    8.    6  8gr. 

Eine  zwar  kleine ,  aber,  wie  es  scheint,  recht  instructive,  ganz 
populär  gehaltene  y  und  daher  för  jeden  Laien  verständliche  Scnrift, 
der  wir  muelichste  Verbreitung  wGnschen,  weil  allgemeine  Be- 
griffe  fiber  ihren  so  buchst  wichtigen  Gegenstand  jeder  Gebildete 
sich  gewiss  eern  aneignen  wird.  Dieselbe  ist  librigens'  ein  be- 
sonderer Abdruck  eines  Aufsatzes  -in  der  in  demselben  Verlage 
erscheinenden:  Neuen  illustrirten  Zeitung. 


Astronomie. 

Mittlere  Oerter  von  12000  Fixsternen,  für  den  An- 
fang Ton  1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  auf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rümker.  Vierte 
Abtheilung.  Zweite  Hälfte,  die  22ste  und  23ste  Stunde 
enthaltend.  Hamburg.  Perthes,  Besser  und  Mauke. 
1852.  4. 

Mit  dieser  Ahtheiinng  Ist  dieser  vortreffliche  Sterncatalog, 
die  mühsame  Arbeit  vieler  Jahre,  dessen  vorhergehende  Abthei* 
longen  im  Literarischen  Berichte  angezeigt  lyorden  sind,  so  viel 
wir  wissen,  vollendet,  wozu  wir  dem  verehrten  Herrn  Verfasser 
und  der  Wissenschaft  von  Herzen  GlQck  wünschen.  Möge  der- 
selbe recht  vielfach  gebraucht  werden  und  zu  recht  vielen  neuen 
Untersuchungen  Gelegenheit  geben. 


nr  a  u  1 1  k. 

Leitfaden  zum  Studium  der  Marine  •  Artillerie« 
Nach  den  besten  Quellen  bearbeitet  von  F.  Haus- 
knecht, Marine-Artillerie-Hauptmann  (zu  Triest).  Mit 
5  Kupfertafeln.   Wien.   Gerold.  1852.  8.   3  Thir.  24  Sgr. 

Dieses  Buch  ist  für  das  kaiserlich  österreichische  Marine  -  Ka* 
detten •  Kollegium  bestimmt,  um  als  Basis  des  Unterrichts  in  der 
Marine-Artillerie  dienen  zu  können.  Es  enthält  deshalb  natürlich 
alles  dahin  einschlagende  Technische  in  der  nöthigen  Vollst&n- 
diffkeit,  was  aber  nicht  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte 
gebort,  wenn  wir  auch  nicht  unbemerkt  lassen  wollen,  dass  wir 
manche  allgemeiner  interessante  Abschnitte  mit  Vergnügen  gele- 
sen haben,  und  durch  die  Einfachheit  und  Deutlichkeit  der  Darstel- 
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Herr  Uebersetzer  hat  sich  durch  deren  Uebertragong  auf  deut- 
schen Bodeo  ein  Verdienst  erworben.  Auch  manche  historische 
Bemerkungen  und  einige  Tafeln  enthält  dieselbe. 


Physik. 

Die  Elemente  der  Physik  von  C.  Cabart,  Repetent 
an  der  polytechnischen  ISchule  in  Paris.  Deutsch  be* 
arbeitet  zum  Gebrauche  bei  Vorlesungen  an  Universi- 
täten, polytechnischen  und  Gewerbeschulen,  Real- 
nnd  Militairschulen,  so  wie  zum  Selbstunterrichte» 
als  Vorbereitung  fürs  Examen  für  angehende  Medici- 
ner  u.  s.  w.  Mit  Ober  '200  in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen.   Leipzig.    A.Abel.    1852.    8.    1  Thlr.  10  Sgr. 

Eine  Vorrede  giebt  uns  Ober  Zweck  und  Veranlassung  die- 
ser Uebersetzung  eines  franzosischen  Elementarlehrbuchä  der  Phy* 
sik  keine  Auskunft,  auch  hat  der  Uebersetzer  sich  nicht  genannt 
Das  Buch  enthält  nur  die  Elemente  der  älteren  Physik  in  einer 
einfachen  und  leicht  verständlichen  Sprache,  durch  gute  Holz- 
schnitte erläutert ,  wobei  wir  aber  den  Leser  bitten ,  das  vorher 
gesperrt  gedruckte  Wort  „älteren"  wohl  zu  beachten.  Denn  in 
etwas  audiallender  Weise  enthält  das  Buch  Ober  die  neueren  Fort- 
schritte der  Physik  gar  nichts,  siebt  nicht  einmal  eine  Notiz  von 
denselben  bloss  dem  Namen  nach.  Es  enthält  daher  (etwa  mit 
Ausnahme  von  §.  338.)  nichts  Ober  Elektromagnetismus,  elektri- 
sche Telegraphie ,  nichts  Ober  Polarisation ,  Interferenz,  Beugung, 
doppelte  Strahlenbrechung,  u.  s.  w.,  woraus  unsere  Leser  schon 
senen  werden ,  in  wie  fern  das  Buch  zu  dem  auf  dem  Titel  an- 
gegebenen vielfachen  Gebrauche  geeignet  ist  oder  nicht.  Wer 
aber  bloss  die  Lehren  der  älteren  Physik  in  kurzer  Zeit  Obersicht- 
lich kennen  lernen  will,  mag  immerhin  in  dem  Buche  seine  Rech- 
nung finden,  namentlich  dann,  wenn  er  an  die  mathematische  Bei^rOn- 
dung,  die  in  demselben  ziemlich  schwach  ist,  keine  besonderen 
AnsprOche  macht.  Freilich  aber  haben  wir  dergleichen  BOcher  in 
Deutschland,  und  zwar  manche  sehr  gute,  schon  genug,  und  das 
▼orliegende  Werk  wäre  daher  nach  unserer  Ueberzeugung  besser 
unfibersetit  geblieben,  wenn  auch  die  Uebersetzung  nicht  gerade 
Schaden  bringen  wird.  Wozu  soll  aber  Deutschland  so  sehr  mit 
Cebersetzungen  Oherschwemmt  werden!  Allerdings  scheinen  manche 
frühere  Uebersetzer  in  ihrem  Uebersetzungseifer  in  neuerer  Zeit  etwas 
nachgelassen  und  sich  mehr  aufs  Recensiren  verlegt  zu  haben; 
indess  muss  es  nach  vorliegender  und  anderen  Proben  doch  wohl 
immer  noch  Leute  genug  geben,  die  bei  dem  Uebersetzen  mathe- 
matiscber  und  physikalischer  Schriften  des  Auslandes  das  Ge- 
schäft jener  Herren  mit  Vortheil  glauben  fortsetzen  zu  können. 


930 

Section  der  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  zu 
Gotha  im  Jahre  1851. 

Granert 


Die  im  vorigen  Jahre  vom  ISten  bis  248teo  September  in 
Gotha  abgehaltene  Versammlung  deutscher  Naturfor- 
scher und  Aerzte  war  von  Mathematikern  so  zahlreich  besucht, 
dass  der  noch  nicht  hXufig  vorgekommene  Fall  eintrat,  diss 
eine  besondere  mathematisch-astronomische  Sektion  gebildet  wer* 
den  konnte,  weiche  in  der  That  vier  Sitzungen  hielt.  Da  Qber 
die  Verhandlungen  der  Versammlung  und  der  von  ihr  gebildeten 
einzelnen  Sektionen  zur  Zeit  noch  nichts  öffentlich  bekannt  wor- 
den ist,  so  wird  es  den  Lesern  des  Archivs  wohl  nicht  uninte- 
ressant sein ,  hier  wenigstens  über  die  Vorträge  der  astronomisch 
mathematischen  Sektion  eine  kurze  Notiz  zu  erhalten. 

Als  Theilnehmer  an  den  Versammlungen  der  gedachten  Sektion 
hatten  sich  eingezeichnet: 

1)  Professor  C.  A,  ßretschneider  aus  Gotha, 

2)  Uofrath   P.  A.   Hansen,    Direktor  der  Sternwarte 

in  Seeberg, 

3)  Professor  Stieffei  aus  Carlsruhe, 

4)  Professor  Riecke  aus  Hohenheim, 

5)  Dr.  J.  G.  H.  S  wellengrebel  aus  Utrecht, 

6)  Professor  6.  J.  Ohm  aus  MGnchen, 

7)  O.  Sittig,  Privatgelehrter  aus  Gotha, 

8)  Professor  Dr.  Unger  aus  Erfurt, 

9)  Professor  Dr.  Schlumilch  aus  Dresden, 

10)  Dr.  Drechsler  aus  Dresden, 

11)  Professor  Dr.  Kern  aus  Coburgs 

12)  C.  A.  Scheibner,  Bankbucbhalter  aus  Gotha, 

13)  Lieutenant  Dr.  v.  Bruchhausen  aus  Munster, 

14)  Privatdocent  Dr.  Schaeffer  aus  Jena, 

15)  Pfarrer  Fleischhauer  aus  Warza  bei  Gotha, 

16)  Dr.  Scheibner  aus  Gotha, 

17)  F.  G.  £.  Gr essler  aus  Langensalza, 

18)  Direktor  Dr.  Eberhard  aus  Coburg, 

19)  Professor  Dr.  Stegmann   aus  Marburg. 

Nachdem  die  Mitglieder  sich   als   Sektionsversammlung  con- 
stituirt  und  den  Professor   Bretschncider   zum  Vorsitzenden, 
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long  sehr  befriedigt  worden  sind.  Erwäbnang  massten  wir  aber 
dieses  gewiss  in  mehreren  Beziehungen  verdienstlichen  Buchs  des- 
halb thun,  weil  sich  im  dritten  Abschnitte  desselben  (S.  185.  — 
S,  279.)  eine  recht  gute  elementar-mathematische  Behandlung  der 
Ballistik,  überall  mit  gebührender  Rucksicht  auf  das  Praktische, 
findet»  die  auch  Mathematiker  mit  Interesse  lesen  werden.  Der 
dritte  Abschnitt  ist  überschrieben:  ,,Vom  Schi  essen  und 
Vi^erfen''  und  enthält  nach  einer  Einieitune  über  die  betreflfen- 
den  allgemeinen  Begriffe  fünf  Kapitel,  nämlich:  /.  Kapitel. 
Von  der  Bewegung  der  Körper  im  luftleeren  Räume. 
11,^  Kapitel,  Bewegung  der  Körper  im  widerstehenden 
Mittel.  77/.  Kapitel.  Von  den  Elevationen  und  Seiten- 
richtungen  der  Geschütze,  welche  die  Abmessungen 
der  Rapperte  und  Stückpforten  erlauben.  iV.  KapxteL 
Berechnung  der  Schusstafeln.  F.  Kapitel.  Von  den 
Baketen. 


Mathematisch -astronomische  Section  bei  der  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  zu 
Gotha  vom  ISten  bis  24stea  September  1851. 

Bei  der  im  vorigen  Jahre  in  Gotha  stattgefundenen  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  hatte  sich  eine  beson- 
dere mathematisch -astronomische  Section  gebildet,  welche  ziem- 
lich zahlreich  vertreten  war.  Deshalb  ersuchte  ich  Herrn  Profes- 
sor Br  et  schneid  er  in  Gotha,  der  den  Vorsitz  bei  dieser 
Section  geführt  hatte,  mir  gefälligst  einen  Bericht  über  die  Ver- 
handlungen derselben  zur  Einrückung  in  den  literarischen  Be* 
rieht  des  Archivs  zu  übersenden,  welcher  Bitte  Herr  Professor 
Bretschn eider  auch  bereitwilligst  in  sehr  dankenswerther  Weise 
entsprochen  hat.  Indem  Ich  nun  diesen  Bericht  des  Herrn  Pro- 
fessor Brets ebne i der  den  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen 
mir  erlaube,  knüpfe  ich  daran  zugleich  den  Wunsch,  dass  auch 
bei  der  in  diesem  Jahre  in  Wiesbaden  stattfindenden  Versamm- 
lung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  sich  die  deutschen  Ma- 
thematiker  wieder  möglichst  zahlreich  betheiligen  möchten,  was 
für  viele  leichter  ausfünrbar  sein  wird,  als  fSr  den  an  die  äusser- 
ste  Gränze  des  deutschen  Vaterlandes  verschlagenen,  und  mit 
sehr  verschiedenartigen  Aknts-  und  anderen  Geschäften  gerade 
jetzt  sehr  überladenen  Herausgeber  des  Archivs.  Sollte  aber  des- 
sen Wunsch,  dass  sich  bei  der  diesjährigen  Versammlung  wieder 
eine  besondere  Section  für  Mathematik  und  Astronomie  bilden 
möchte,  wirklich  in  Erfüllung  gehen,  so  wird  derselbe  sehr  er- 
freuet werden ,  wenn  ihm  von  dem  dereinstigen  Vorsitzenden  die- 
ser Section ,  auch  ohne  besondere  Aufforderung  von  seiner  Seite, 
ein  Bericht  über  die  stattgehabten  Verhandlungen,  etwa  in  der- 
selben Weise,  wie.  der  folgende  Bericht  des  Herrn  Professor 
Bretschneider,  eingesandt  wird,  der  dann  gewiss  sogleich  in 
dem  Archiv  abgedruckt  werden  wird. 

Es  folgt  nun  der  Beriebt  des  Herrn  Professor  Bretschnei- 
der  über  die  Verhandlungen   der  mathematisdi  -astronomischen 
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dem  Wetterprophezeien  reiner  Empirismus  zu  Grunde  liegt,  der 
schliesslich  das  bekannte  „post  hoc  erga  propter  hoc''  znm  Aus- 
gangspunkte  nimmt. 

An  dies  schloss  sich  Professor  Riecke  mit  einem  Vortrag 
an  ,,fiber  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  ans 
der  Aberration  der  Fixsterne '%  dessen  wesentlicher  Inhalt  Inzwi- 
schen im  ersten  Hefte  des  ISten  Bandes  geeenwärtigen  Archivs 
öffentlich  bekannt  worden  ist»  nnd  in  der  Versammlung  selbst 
eine  kurze  Discussion  zwischen  dem  Redner  und  dem  Direktor 
Hansen  veranlasste»  wobei  letzterer  besonders  auf  den  Einfluss 
aufmerksam  machte»  den  die  Stellung  der  Erde  in  ihrer  Bahn  auf 
den  vom  Lichte  zu  durchlaufenden  luium  ausQben  kunne. 

Direktor  Hansen  begann  hierauf  einen  ausführlichen  Vortrag 
fiber  das  Planimeter»  ein  von  Wetli  in  Zürich  erfundenes»  vom 
Redner  mit  wesentlichen  Verbesserungen  versehenes  Instrument» 
welches  den  Flächenraum  beliebig  begrenzter  ebener  Figuren  durch 
eine  einfache  Manipulation  und  onne  alle  Rechnung  zu  finden  er- 
laubt« Nach  einer  Erwähnung  der  frflhern  Versuche»  das  zu 
Grunde  liegende  Princip  zur  Construktion  von  Mess-  oder  Rech- 
nuugsapparaten  anzuwenden»  wurde  die  Beschreibung  des  Instru- 
mentes in  seinen  einzelnen  Theilen  gegeben  und  der  Gebrauch 
desselben  durch  die  wirkliche  Ausführung  einiger  Messungen  er* 
läutert.  Die  ungemeine  Einfachheit  der  Manipulation»  verbunden 
mit  der  grossen  Schärfe  des  Resultates»  die  aurch  Wiederholong 
der  Operation  noch  bedeutend  erhöht  werden  kann»  erwarben  dem 
Planimeter  die  vollste  Anerkennung  von  Seiten  der  Versammlung» 
und  in  der  Tbat  dürfte  sich  zur  Bestimmung  geop;raphischer  Flä- 
cheninhalte» so  wie  angenäherter  Werthe  schwieriger  Integrale 
kaum  irgend  ein  einfacheres  und  expediteres  Mittel  wünschen 
lassen. 

Unmittelbar  an  Vorstehendes  schloss  sich  ein  zweiter  Vortrag 
Hansen's  „über  eine  eigentbümiiche  Entwickelung  des  Haunt- 
diedes  der  Stoningsfunktion.'^  Dasselbe  enthält  bekanntlich  aen 
inversen  Werth  der  Entfernung  des  sturenden  und  des  gestörten 
Planeten.  Diese  Entfernung  kann  als  die  dritte  Seite  eines  Drei- 
ecks angesehen  werden,  dessen  andere  zwei  Seiten  die  Radil- 
vektores  beider  Planeten  bilden.  Nennt  man  die  dritte  Seite  eines 
Dreiecks  />,  dessen  beide  andere  Seiten  l  und  a  den  Winkel  p 
einschliessen,  so  giebt  die  Entwickelung  des  inversen  Werthe« 
von  D  nach  den  Potenzen  von  a  den  Ausdruck 

^  =  [1— 2acos/i  +  a«]-4  =  l+  üia+  U^a^ +....+  I7«a"+ 


wo  ün  eine  ganze  rationale  Funktion  des  nten  Grades  von  eosp 
ist.  Das  Eigentbümiiche  der  Entwickelung  besteht  nun  darin:  ßir 
Un  Ausdrücke  anzugeben»  in  denen  Winkelfunktionen  erscheinen» 
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den  Dr  Scheibner  zum  ScbriftfQhrer  ernält  hatten,  wurden 
die  Verhandlungen  durch  einen  Vortrag  des  Lieut.  von  Bruch- 
bau 8  en  über  speculative  Physik  eröffnet.  Der  Redner  suchte  auf 
philosophischem  Wege  eine  Ableitung  der  in  der  Natur  wirkenden 
Kräfte  aus  mechanischen  Princiuien  zu  geben  und  deutete  dabei 
an,  dass  die  Mathematik  die  Beweise  für  die  ausgesprochenen 
Behauptungen  oder  Resultate  in  der  Art  zu  übernehmen  habe, 
dass  die  mechanischen  Gleichungen,  wo  sie  unbestimmter  oder 
diophantischer  Natur  seien,  durch  Einführung  der  Lebenskräfte 
vervollständigt  werden  müssten.  Da  der  Vortrag  nichts  war  als 
ein  Conglomerat  abstruser  Philosopheme  und  ganzlich  vager  Be- 
hauptungen, die  aller  und  jeder  strengeren  Begröodung  entbehr- 
ten, so  begnügte  sich  die  Versammlung  ihn  eilen  anzuhören  und 
lehnte  jede  Discussion  desselben  ab.  Ls  folgte  hierauf  Professor 
Seh  lömilch  mit  einem  Vortrage  über  die  Methode  der  unbestimm« 
teo  Coefficienten,  in  welchem  die  bekannten  Mängel  derselben  noch- 
mals hervorgehoben  und  nach  Lagrange  und  Cauchy  eine  stren- 
§ere  Begründung  der  Reihenentwickelung  mit  Hülfe  der  Betrachtung 
es  Restes  des  Taylor'schen  und  Maclaurin'schen  Theorems 
gegeben  wurden.  In  Folge  dieses  Vortrages  entspann  sich  eine 
Debatte  über  die  pädagogischen  Rücksichten,  die  man  bei  Be- 
handlung der  Lehre  von  den  Reihen  zu  nehmen  habe  und  ver- 
einigten sich  die  Stimmen  sammtÜcher  anwesenden  Schulmänner 
dahm,  dass  es  endlich  wohl  an  der  Zeit  sei,  in  dem  mathemati- 
schen Unterrichte  auf  Gymnasien  anstatt  der  weitläufigen  und 
buchst  zeitraubenden  Reihenentwickelungen  der  sogenannten  Ana- 
lysis  endlicher  Grössen  die  Elemente  der  Differenzialrecbnung  ein- 
zuführen, da  man  mit  geringem  Aufwände  von  Kraft  und  Zeit  bis 
zum  Taylor'schen  Theorem  gelangen  könne  und  somit  dem  Schü- 
ler einen  weit  tieferen  und  klareren  Einblick  in  die  Analysis  ver- 
schaffe, als  dies  auf  dem  bisher  betretenen  Wege  möglich  sei. 

Der  folgende  Vortrag  des  Professors  Ohm  betraf  eine  Inter- 
ferenzerscheinung bei  schief  geschnittenen  Platten,  die  bisher 
noch  nicht  scheint  beobachtet  worden  zu  sein.  Der  Vortrag  ward 
durch  Anstellung  des  bezüglichen  Experimentes  erläutert  und  da- 
bei nachgewiesen,  dass  die  elliptischen  Figuren,  welche  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Krystalle  erscheinen,  durch  die  Theorie 
genügend  erklärt  werden. 

Nachdem  ferner  Dr.  Drechsler  der  Versammlung  eine  Anzahl 
Exemplare  seiner  „Scholien  zu  Christoph  Rudolphs  Coss''  über- 
reicht und  dabei  auf  die  Wichtigkeit  des  historischen  Studiums 
der  Mathematik  hingewiesen  hatte,  hielt  Dr.  S  tief  fei  einen  Vor- 
trag über  „Witterungscharakteristik",  der  im  Grunde  sich  mit  der 
Darlegung  der  Princiiiien  beschäftigte,  nach  denen  der  Redner 
seine  Witterungspropnezeiungen  zu  geben  pflegt.  So  bereitwillig 
man  auch  das  ungemeine  Geschick  anerkennen  musste,  mit  wel- 
chem der  Sprecher  das  ungeheure  Material  fünfzigjähriger  umfang- 
reicher meteorologischer  Beobachtungen  auf  kleinem  FUume  über- 
sichtlich hatte  zusammenzudrängen  verstanden,  so  war  doch  nicht 
zu  verkennen,  dass  wissenschaftliche  Resultate  aus  diesem  rei- 
chen Schatze    zur  Zeit   nicht  gezogen  worden  waren,    und  dass 


r 
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Professor  8tegniann  sprach  hierauf  Über  die  %'oii  Foucault 
in  Paris  gemachte  Entdeckung,  dass  die  Schwingungsebene  eines 
Pendels  verniuge  der  Rotation  der  Erde  sich  in  der  Richtung  von 


T'>r,    ^,cos24i  =  «,  ^8in«ii  =  /3,    alsoa+/3=p; 
to  itt: 


f^^  =1— 2acos(tt-M')— 2i3cos(i«+M')+  (a  +  /3)2. 

Wenn  man  hier  a  oder  fl  yerschwinden  las^t,  so  ist  die  ursprunglich  für 
D*  aogenommene  Form  erreicht.  Die  Entwickelung  einer  Potenz  dieses 
Ausdrucke«  hangt  von  zwei  Winkeln  u  und  U*  und  zwei  Parametern  a  und 
ß  ab.  Entwickein  wir  nach  den  Potenzen  von  a  und  ßj  so  bekommeo 
wir  die  Rntwickeinng  nach  den  Potenzen  des  Verhältnisses  der  Uadii- 
vektoren,  wenn  wir  alle  Glieder  zusammenfassen,  in  denen  die  Exponen- 
ten von  a  und  ß  dieselben  Summen  haben.  Die  Einfuhrung  imaginärer 
Exponentialfnoktionen  erleiehtert  das  Geschäft  wesentlich,  und  zwar  er- 
hält man  für 

x=e  und    y=:c 

den  Werth: 

Man  wird  auf  diese  Form  gefuhrt,  wenn  man  die  Entfernung  ^  alt 
die  zweier  Punkte  mit  den  Courdinaten  ^i^iSi  und  J^2^2^a  betrachtet. 
Nennt  man  ATZ  die  Differenzen  der  gleichnamigen  Coordinuten,  so  er- 
hält man  eine  Zerlegung  in  drei  Quadrate 

wofür  inao  auch  schreiben  kann :  . 

Setzt  man  der  Kürze  halber 


und 
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die  sich  auf  die  Vielfachen  der  Argumente  der  Breite,  nicht  aber 
aof  die  Vielfachen  des  Neigungswinlcels  der  Bahnen  beziehen.*) 


*)  Die  Theorie  der  Sturnngen  verlangt  eine  Zerlegung  von  cotp, 
nach  welcher  dieser  Winkel  duich  die  Argumente  der  Breite  beider  Pla- 
neten und  der  gegenseitigen  Neigung  ihrer  Bahnen  ausgedrückt  wird. 
Nennt  man  jene  Argumente  l/,  u%  diese  Neigung  /«  so  steht  p  im  Hphä- 
rlachen  Dreiecke  dem  Winkel  /  gegenüber.  Es  ist  demnach  der  Aiudruek 

coap  ^  costicosu'  -f-  sinuaintc'cost 

in  den  Werth  von  Vn  einzuführen  und  et  haben  Laplace,  Legendre, 
Jacobi.  Hansen  bewiesen,  das«  wenn  man  6n  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  der  Neigung  entwickelt,  und 

costf  =  X  y    COBU*  ==  y 
«etat,  ein  Ausdruck  von  der  Form 

erhalten  wird.  Hier  bezeichnen  r«»  und  Un^  dieselben  Funktionen  von 
resp.     U    und    U\     welche   Vn  von  p  ist    in  der  Reihe,    die  oben  für 

•jr  hingeschrieben  wordea  ist.   Für  die  Coefficienten  a  ist  der  allgemeiiie 

Ausdruck : 

siu'"ti.8in"'t£^ 

""•  ""  (m— fii+l)(ti-m+2)...(i£+m)  • 

Dieselben  enthalten  also  Potenzen  der  Sinus  der  Argumente  der  Breite. 
In  dieser  Form  nun  ist  die  Entwickelung  für  die  Theorie  der  Gestalt 
der  Himmelskörper  brauchbar,    aber  nicht  für  die  Theorie  der  Störun- 

§en.    In    letzterer  wird   gerade  umgekehrt  die  Entwickelung  nach   den 
inos  und  Cosinus  der  Argumente  der  Breite ,  so  wie  nach  den  Potenzen 
der  Neigung  erfordert« 

Bezeichnet 

^=Vrä  +  ri«— 2rr'cosp 

die  Entfernung  zweier  Planeten,  deren  Radii  vektores  r  und  r*  sind,  so 
folgt  durch  Einführung  von  M,  U'  und  /: 

^«=r«  +  ri«— 'irr'  [cos^^tcosCti— M')+eiii*ftcos(fi+  mO  |. 

Es  aei  nun 

T3* 
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|Vafe»»«ir  Nirirtnah»  »p rar li  bir rauf  Aber  dir  %oi*  Kunraull 
tei  Paria  K^mailitr  |  aldrriiHiic .  liaaa  iIm*  Srh^ uiinintM*li9fie  rinr« 
PeaMa  trrfiii»Kr  drr  Kcitatinti  drr  F.rdr  »kh  in  drr  HirlituaK  %un 


r"Sr.     ^ruaVr:  ..  ^  wB«;,-      ß,     alao  «i  ;)r:r^; 


m  Ul 


f  ^J    =  I     --.Waal«      M  )    -  '.»..Vom«  |  «I  |  (•  |  fl)^  ■ 

liraa  M««  liirf  m  »^rr  ß  «rrackwiarfra  M««l.  ••  Ul  dU  af  fmaglUb  far 
^*  aan'sMaair«»  t'«rai  rrfrirlii       Uir  llaiaif lrla«|t  ri«»t  l*«|rai  rfir««« 
Jlaft4rat|ra  k«ii|;l  «*•  ■«ri  Hiabrl«  a  n%4  a*  a*4  iwri  l'«f«Mi«|rfa  «  «^4 
^  ak       llalvirirla    «ir    aarli   4«a    Psirafm  «••  •    mmä  f.     •«  krk«irar« 
«U   4Ir    l.«|«iikrliiBK   aack   4ra    Twiraira    4»«    %vrli*llaUM«  4*r  Harfii 
«vllafra.  «ms  wif  alU  f«li»4«v  •••aaamnif ••••«.    la  4r«#a  di»  Ltf*»«* 
laa  «aa  •  aad  /  4i««alkv«  fra»iara    kakra-     lliv  Uafakma^    laiaKiAarvt 
ttMaraiiilfaBkl— a—  rtlvirklrrft  4aa  C*««clUfl  •vacaClick,  aad  laar  «t 
kill  waa  far 

m-tr^     I  •!•  ^     I 

X    -  #  nnd    5  '^  r 

da«  Wmk 

Mmi    alrd   atif  4*v*r    l'vrMl    («fykrl      «r««   m««    dir    lülfrfwarK    A  *'* 
d*v    iwvirf    l'wttilr    Hill    dra   C  •«••dl»«!««   /.|r,|,     Mid     /.r^-a    k«|t««kl»l 
\9aal  iM«a    li/  dir  Pig#»wti«  4vr    gUjrkaaaiif r«  f»^Hia«U«.     •«•  «t 
kAll  naa  r«»r  7.rtlrg«a|{    %m  drvi  y«adraU 

•afav  saa  aa«k  ««kivik««  iaaa 
^•til  wMi  d«#  K«ti«    k«:k«f 


r  r 
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West  nach  Ost  dreht  und  dass  diese  Drehunc^  dem  8inus  der 
geographischen  Breite  proportional  ist.  Er  ^ah  einen  auf  einfa- 
che 8ätze  der  analytischen  Geometrie  gei|:riindeten  Beweis  dieser 
Erscheinung,  und  als  in  Folge  der  über  diesen  Gegenstand  ent- 
stehenden Discussion  Direktor  Hansen  der  V^erschiedenheit  in 
der  Geschwindigkeit  erwähnte ,  mit  welcher  das  Pendel  aus  der 
anfänglichen  Schwingungsebene  entweicht,  so  wies  der  Redner 
nach,  dass  auch  dieser  Umstand  aus  der  von  ihm  gegebenen  ma- 
thematischen Darstellung  mit  Nothwendigkeit  folge. 


Professor  Unger  sprach  liber  das  Wesen  der  von  Ampere 

gebenen  Methode,    die  Gleichungen   vierten    Grades  allgemein 

aufzulösen  und  wies  nach,    dass  dieselbe  eigentlich  nichts  weiter 


ge 


wo  iiirh  F  und  F'  nur  durch  dat  Vorzeichen  den  imaginären  TheiU  unter- 
scheiden, «o  ist 

j=L>F-.,(vi-vi)'r. 

Die  Potenzen  des  ersten  Gliedes  FF\  die  bei  der  weiteren  Entwicke- 
lang vorkoinmen ,  lassen  sich  leicht  nach  den  Potenzen  von  a  und  ß  ent- 
wickeln, und  zwar  enthfilt  dann  bei  jedem  einzelnen  >in  a^ß^  multiplicir- 
ten  Gliede  der  Coefficient  lauter  Potenzen  von  X  und  ^,  deren  Ezponen- 
Cen  reMf».  zwischen  4:«  und  zwischen  J^A  liegen  und  in  Abstufungen  von 
zwei  Einheiten  fortschreiten.  Diese  Theilglieder  verbinden  sich ,  wie 
man  leicht  sieht,  so,  dass  das  Imaginäre  fortfällt  und  reelle  Cosinus  von 
der  Form 

cos[x(?^'— m)  +  X  (it'  +  m)] 

erscheinen.    Das  Hinzukommen  des  nächsteu  Gliede« ,   welches 

2 


CVf-VO' 


enthält,  com|ilicirt  die  Rechnung.  Dieselbe  vereinfacht  sich  indess  im 
Endresultat  dadurch ,  dass  man  auf  zwei  hypergeomctrische  Reihen  im 
Produkt  [die  Gaussischen  Funktionen  F{a,f  ,y,  X)\  kommt ^  deren  viertes 
Element  =1  iwt,  die  sich  also  summiren  lassen,  ^o  ergeben  sich  schliess- 
lich einfache  Werthe  der  Coefficienten. 

Bei  der  vom  Redner  gegebenen  Entwickelung  von 

wurde  der  Ausdruck  der  Coefficienten  [HyX]  selbst  gegeben  und  dabei 
bemerkt,  dass  man  bei  der  Endform,  die  selbst  als  Doppelsniiiine  er- 
scheint, zwischen  geraden  und  ungeraden  Indicibus  zu  unterscheiden 
habe. 


T^^i/Mir. 


Gmfiert  .^hx^io. 


^uilXK. 


7»/:// 


^./.  c: 


muLM. 


Taf.m. 


WKS^am 
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Ueber   die   Entrernunf^sSrter   des 

Tetraeders. 

Von 

Herrn  Anton  Maur, 

Kandidaten  des  höheren  Schnlamts   an  der  Realwchnlc  zu    DnsReldorf. 


Aufgabe, 

Den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  zu  fin- 
den, für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier 
Seitenflächen  eines  Tetraeders  eine  gegebene  con- 
staute  Grösse  ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken ,  dass  vrir  den  Abstand  eines  Punktes 
von  einer  Seitenihiche  des  Tetraeders  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachten,  je  nachdem  der  Punkt  in  Bezug  auf  die  be- 
treffende Seitenfläche  auf  der  Seite  liegt,  auf  welcher  das  Te- 
traeder liegt  oder  umgekehrt. 

Das  gegebene  Tetraeder  sei  nun  ABCD. 

Der  "Winkel  nach  dem  Innern  Räume  des  Tetraeders  hin: 

swischen  den  beiden  Ebenen  ABC  und  ABD  sei  v^; 

9«  »  yj  99  9»  Ai^U        „         V3, 

Theil  XIX.  9 


r-. 


\ 
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Z3=::r|6ini^8ino — ^icosasinvs  —  Zicosv^ (5) 

Aus  den  drei  Gleichungen  (3)  folgt  ganz  auf  dieselbe  Weise:    \ 

24=csinv48injS — ari8inv4sin/5+yisinv4Cos/5— 21COSV4 (6). 

Ferner  ist: 

h=h (7) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  (7)  und  bezeichnen 
mit  ß  den  entsprechenden  innern  Winkel  des  Dreiecks  AßC,  so 
erhalten  wir: 

=  t*sinj?sinv4  +  Xi  (siuVß  sin«  —  STnv4  sin/5) 
+  yi  (sinv2  —  sin Vacosa  —  sin V4COSIS) 
-|-  Zi(l — COSV2 — cosvs  — C0SV4) (8) 

Soll  nun 

2i  +  2a  +  S3  +  ^» 

d.  h.  die  Summe  der  Abstände  des  Punktes  (xi,  y,,  Zi)  von  den 
vier  Seitenflächen  des  Tetraeders  eine  gegebene  Constante  sein, 
welche  wir  mit  S  bezeichnen  wollen,  so  ist: 

ri+Ja  +  ^+^i^'S (y) 

Aus  (8)  und  (9)  folgt: 

a:^  (sin  Vssina  —  siny4sinj3)  +  yi  (sinv2  —  sin  Vgcosa  —  sin  V4COSJ5) 
+  2i(l— C0SV2 — C0SV3 — C0SV4)  +  csin|3sinv4 —  S  =  0. (10) 

Diese  Gleichung  stellt  den  geometrischen  Ort  der  Punkte  dar, 
für  welche  die  Summe  der  Abstände  von  den  vier  Seitenflächen 
des  Tetraeders  Aß  CD  gleich  der  Constanten   <S  ist. 

Da  diese  Gleichung:  vom  ersten  Grade  ist,  so  zeigt  uns  ihre  Form 
zunächst,  dass  der  in  Kede  stehende  geometrische  Ort  eine  Ebene 
ist;  und  da  die  Coeffizienten  der  Veränderlichen  alle  drei  unab- 
hängig von  der  Constanten  S  sind ,  so  zeigt  uns  ihre  Form  ferner, 
dass  uir  alle  Werthe  der  Constanten  <S  die  Cntfernungsürter  eines 
und  desselben  Tetraeders  parallel  sind. 
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Es  macht  nun  mit  der  positiven  Richtung  der  Z|-Axe 
die  positive  Richtung  der  Za-Axe   den  Winkel  n — v^, 

i>      Z3  „  „        n — Vs  f 

„     Z4  „  „        n —  V4. 

Femer  bildet  mit  der  positiven  Richtung  der  ^i-Axe 
die  positive  Richtung  der  X^'Axe  den  Winkel  0, 


»9  f> 


>»  »» 


tf  iJ 


»»  j»  »f      ^*4      »  " 


^- 


Wenden  <rir  jetzt  die  Formeln  fiQr  die  Coordinatenverwand- 
lang  im  Räume  an,  so  erhalten  wir  folgende  allgemein  gültigen 
Gleichungen : 

Xy  ^  3*2  9  \ 

yi==    —  yacosy^  +  r^sinv^,        ?    (1) 

jTi  =r::r3C0sa  — ^scosvssina  -{■  Zssinvj.sina, 

^1  =  arjsina  4- ^acosvscosa — Zssinvscosor,     \    (2) 

•1  =     —  yssinvg  — jTaCosva . 

üCi  =  c+x^^cosß  +  ^4Cosv4sinj?  — •  248inv48in/3 , 

jyi=      jr4$in/3 — ^4Cosv4COS|3 -|- 2^481  nv4C0sj?,     ^    (3) 

2|  =  • — ^481  nV4  —  Z4COSV4  . 


Multipliziren  ^rir  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  mit  sinv^  und 
die  dritte  mit  cosv^ ,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  von  der  zwei- 
ten,  so  erhalten  wir: 

2a=yi8inva— zicosvj  (4) 

Multipliziren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (2)  mit  sina,  die 
iweite  mit  cosa,  und  subtrahiren  dann  die  zweite  von  der  ersten, 
so  erhalten  wir: 

OTisina  —  yiCosa=  — yjcosva  +  is^invs . 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinvs  und  die  dritte  der 
Gleichungen  (2)  mit  cosvs,  und  subtrahiren  dann  die  dritte  Glei- 
chung von  dieser,  so  erhalten  wir: 

9* 
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Soll  feroer  der  geometrische  Ort  ^10)  durch  B  gehen ,  so 
muss  durch  Verlegung  des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  nach 
B  das  constante  Glied  verschwinden. 

Es  sind  aber  die  Coordinaten  von   B: 

^i=^>    yi=0,    ii=0. 
Also  erhält  man  zur  Bestimmung  von  9^: 

c  sinasnH/3  —  cstnj?sinv4  +  csinß  sinv4  —  5  •=  0 
oder 

^          .        ,            b.csinaMi        3«/      „ 
5=c.8in«.sinv,  = ^j- =^=».. 

Soll  femer  der  geometrische  Ort  (10)  durch  C  gehen ,  so 
muss  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  nach 
C  das  constante  Glied  verschwinden. 

Es  sind  aber  die  Coordinaten  von  C: 

Xi=b.cosa,    yiz=b.a\na,    ii=0. 

Also  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Si 

6sinacosasinv3  —  6cosasinj?sinv4  -{-  6sinasinv2 — ösinacososiriv, 

— 6sinaco8/3sinv4  +  C8in/Jsinv4  —  «S  =  0, 

oder 

—  6sinv4(sin/3cosa-|-6inacos|3)  +  csinj3sinv4  +  6sinasinv2 — ä=0 

oder 

^      ,  .       .  b.c, sina.Ht       SJ       _, 

i9=:osinosinv2= 7 =2  -7-  =H», 

che  A2  . 

Soll  endlich  der  geometrische  Ort  (10)  durch  D  gehen,  so 
muss  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  oack 
D  das  constante  Glied   verschwinden. 

Die  Coordinaten  von  D  sind  aber: 

JL        *     rkjiif      L  cotgVjsinva  +  cosK^cos« 
art  =  Äc .  cotg .  DAB  =  Ac  — —^ -> 

hb .  COSV2  +  Äc .  COSVj.COS« 

sin« 


1 


J»  »> 


»»  » 
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§.2. 

Es  sei  die  Hohe  des  Tetraeders   in  Bezug  auf 

ABC  als  Grundfläche  H^, 
ABD  „  H^, 

ACD  „  £/s, 

BCD  „  Ä|. 

Es  sei  ferner  die  Höhe  des  Dreiecks 

ABD  in  Bezug  auf  AB  als  Grundlinie  he, 
ACD  „  AC  „  Ä6, 

ÄC^  „  BC  „  Ä«. 

Es  sei  endlich  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gleich  ^^ ; 
,,  „  ABD      „      A«; 

^cz>     „     A3 ; 

BCD      „      A4; 

und  der  Inhalt  des   ganzen  Tetraeders  gleich  J. 

•Soll  der  geometrische  Ort  (10)  durch  A  gehen  ^  so  muss  S 
gleich  der  Summe  der  Abstände  des  Punktes  A  von  den  vier 
(Seitenflächen  des  Tetraeders  sein,  also   gleich  H^. 

EbeTiso  ist  ftir  den  Ort,  welcher  durch  B  geht,  5=7/3; 

„  „  D    „        iS=^i . 

Dasselbe  Resultat  linden  wir  leicht  analytisch. 
Es  ist  nämlich: 

I 

s.nv3=^  ,  ^   („j 

« 

Soll  nun  der  geometrische  Ort  durch  A  gehen,  also  durch  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  muss  &8  constante  Glied  ver- 
schwinden.   Es  muss  demnach  sein: 
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$.  3. 

Die  Ebene  f  12)  ist  vermittelst  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kan- 
ten des  Tetraeders  leicht  zu  construiren. 

Sie  schneidet  die  Kanten  AD^  BD,  CD  im  Punkte  D, 

Die  Gleichungen  der  Kante  AB  sind: 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (12) 
erhält  man  demnach : 

'  "~  sinasinVß  —  sin/Ssinv^       c.sinasiiivs  —  c.sinj?siYiy4       H^—H^ 

Die  Gleichungen  der  Kante  AC  sind: 

2i=0.f    yi=ari.tga. 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (12)   ' 
erhält  man  also: 

*'        '    ^*       6sinasinv2  ~  6sinysinv4      H^  —  H^   .cosa. 


^i-Ä 


^'-Ä-Ä 


r6.  sincK. 


2 


Xx 


Das  auf  ^16^  abgeschnittene  Stuck  ist  aber  gleich  — —  ;  also  gleich 
Die  Gleichungen  der  Kante  BC  sind : 

n  =0.    yi=- ^i^^ß  +  ^-tg/S . 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  mit  der  Ebene  (12) 
erhält  man  also: 

^  iycosjS-f  csinjSsinvjCos« — csin/Ssiov^ 

*  *  sinysinv3 — smpsmvs 
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y^=hc»  CO8V2 , 

2i  =  Hi=  /ic  sin  V2= Aftsinvs  =  haSinv^ . 
Also  erhält  man  zur  Bestimmung  von  S: 

A^invsCosVß  -f  Aesin  VßCosvsCosa — A68inv4Cosv3 .  — — 

,  cos«  sin j5  ,    ,     .  ,     . 

—  Ac .  sinv4Cosv2  — i r  «c  smv2eo8Vj| —  hcüinv^  cosv^  ^oscc 

—  Ac8inv4Cosv2COs|3  +  Hl  —hcs\nv2Cosv2  —  A*  sin  Vjcosvs 

—  Aosiuv^cosv^  +  csinj3sinv4  —  S=0 

oder 

{.OL  L  «*>"i^      IL  /8inaco8|5  +  cos«8in^\J 

sin  V4  jCSlOp  —  AaC0SV4  —  A6C08V3--: AoCOSV2( : IJ 

oder 

sinV4  (csinj?  —  AaC0SV4  —  Am^SVj  .  — r-^  —  AeC08V2 .  -r-^ )  +  Hy — 'Ä  =  0 

oder 
6inv4 


a 
oder 


( acBXftß — a.A<iCosv4  —  bJitcoBv^  —  c.  A0COSV2)  +  ^i  —  Ä  =  0 


— 2^  (^1 "  A4CO8V4— ^scosi^a — A«cosv2)  +  ^1  —  S=0 . 
Es  ist  aber  bekanntlich: 

Also  erhält  man: 

Die  Gleichung  (10)  erhält  bei  dieser  letzten  Annahme  von   S 
die  Form: 

Xi  (sincKsinvs — sin/3sinv4)  +  yi  (8inv2 — cosasinv>— co8|5sinv4) 
+  Zi  (1 — CO6V2 — CO8V3  —  COSV4) + ^4  —  /fj  =  0 (12) 
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|>k  V.hme  { Vi)  Ut  «rrniittf>Ut  ibr«»r  iHirrlMrbnHtr  mit  drn  Km» 
tr«  de»  Trirardrr«  Uif  ht    «•  rocijitroir#o 


M-bffieidH  Hi«  Kanlrn  .!/>.  A/i.  CO  im  l*u»kU  /> 

l>i#  l«l€icbofic<*n  dtr  KAAto  *4//  »ind* 

;,      0.     y,      ü 

Fir  d^  («wrdifiatrn  den  l>«rrb*rhoitU|>onklcs  mit  drr  Kbcttr  (1/) 
rrbikll  man  demnjt  h  : 

:,      0.    5,=0. 

|li#  IpUicbttfiKf»«  der  Kanl«   .ii'  »ind : 

l'flr  dir  r«iordifiAtrn  d#«  llurrb«rbiiilt*|iuiiklra  mit  drt  Kbrfli«(tij 
rrbAlt  man  «Iao 

l*M  *af  .|f  *  abgeM-IUuttrBr  Miltk  mI  aber  kIcmII    -  '    ;«l»«tlr«cli 

//,     //.' 

Ih#  Iplrt^'huiifnii  drr    K-iiifr    //^    »hkI 


^i 


I  iir  die  I  ««Kdinairtt   dr*   iHiffff  b»«  biiiftft|>ut«klr»  miI  «Irf  IJirt««  tl/l 
«fbÄll  man  aI»o 


:,    -ü.     #,  .  • 
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Das  auf  der  Kante  ßC  abgeschnittene  Stück  ist  aber  gleich 

Vi 
sin^ ' 

abo  gleich 

//,-Ä, 


H% — Hti 


a. 


Ist  einer  der  Coeflizienten  von  a,  6,  oder  c  negativ,  so  ist 
das  Stück  niqht  auf  die  betreffende  Kante  selbst,  sondern  auf  ihre 
Verlängerungen  über  B  resp.  Ä  hinaus  aufzutragen. 

Ist  in  einem  besondern  Falle  einer  der  Coeffizienten  Null  oder 
unendlich  gross,  so  schneidet  der  Ort  (12)  die  betreffende  Kante 
in  A  resp.  B,  oder  ist  damit  parallel.  Sind  alle  drei  Coeffizienteo 
Null,  so  fallt  (12)  mit  der  Ebene  ABD  zusammen;  sind  alle  drei 
unendlich  gross,  so  ist  (12)  mit  der  Ebene  ABC  parallel.  Sind 
zwei  CoefTizienten  unendlich,  so  ist  auch  der  dritte  unendlich. 

Endlich  kann  einer,  zwei  oder  alle  drei  CoefBzienten  unter 
der  unbestimmten  Form  ^    erscheinen. 

Hat  z.  B.  der  CoefQzient  von  c  diese  Form,  so  ist 

Hl  =  H^ , 

also 

Es  sind  also  dann  die  beiden  anderen  CoefTizienten  Null;  mithin 
geht  (12)  durch  die  Punkte  A  und  B,  f^llt  also  mit  der  Ebebe 
ABD  zusammen. 

0 

Hat  der  Coefüzieiit  von  b  die  unbestimmte  Form  tt,  so  ist: 

also  auch 

Hl  =//2. 

Mithin  ist  dann  der  Coeffizient  von  c  gleich  Null,  und  der 
Coeffizient  von  a  gleich  der  Einheit,  also  seht  der  Ort  (12)  durch 
die  Punkte  A  und  C,   und  lallt  mit  der  Ebene  ACD  zusammen. 


«4A4+«»A8+%Aa+«l(A2C08Va+A3C08l%+A4C0«l'4)=Al^=3*/ 

oder»  da 


Ut: 


^jC08V2+  A8COSV3  +  A4C0SV4=  Al 


32^4^4  +  3  ijA^H-  3  '2A2+  3  n  Ai  =•' 

Die  Gleichung (13)   enthält  folgenden  Satz: 


•■•••••■•••  \MA0i 


Nimmt  man  irgend  einen  Punkt  im  Räume  an,  so  ist 
die  Summe  der  vier  Tetraeder,  welche  die  vier  Sei- 
tenflächen eines  gegebenen  Tetraeders  zu  Grundflä- 
chen und  den  beliebig  angenommeneu  Punkt  zur 
Spitze  haben,  gleich  dem  gegebenen  Tetraeder. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Inhalte  bald  additiv  bald 
•ubtraktlv  zu  nehmen  sind,  je  nach  der  Lage  des  Punktes  im 
Räume. 


Es  ist  ferner: 


3J 


4? 

37 

A3 

37 

4*- 


3J 


=  «4 


AUto  folgt  au$  {Vi) 


*■  ^ 


me$o  Gl<^ichunl:  enthalt  folirenden  Sati: 


(H) 


Für  jfrdon  Punkt  im  Kaumr  i^t  dirSamnie  der  Quo- 
lli^nl^n  ans  soinon  Ab$t3indeii  %on  den  Tier  Seiten- 
fticli^«  <^lll«^$  n^ir^rbenca  Tetrjieders  «od  den  Uuhen 
4f^»  Tf^lra^'^irr^  in  Ketn^  ai:f  die  entsprechende  Sei- 
tf'nfUrlie  al$  l^rnndfUclie«  mit  tehr»riser  Berucksicb- 
tip:«n$  4er  V^cteielien  in  der  oben  ansejsebcnen  Be- 
i<^n^Wntt^  fjleleli  d^rr  Kinliet: 
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Wir  werden  später  hierauf  zuruckkommeo. 

Aus  dieseo  Erörterungen  sehen  wir,  dass  die  Constniktion 
der  Gleichung  (12)  vermittels  ihrer  Durchschnitte  mit  den  Kanten 
des  Tetraeders^  den  letzten  Fall  ausgenommen,  immer  anwend- 
bar ist. 


Multipliziren  wir  die  Gleichung  (5)  mit  sinj?sinv4  und  (6)  mit 
sinosinvg,  und  addireii  dann  beide,  so  erhalten  wir: 

x^\n€iBiüv^'\'  z^smßsinv^  =  — ^|(sin|3cosa  — cosj?sina)sinvs8inv4 

— Zi(sin/3sinv4Cosv3-(-sinasinv3Cosv4)  -\-  csinasin^sinvssinv« 

oder 

Z48ina8inv3  +  23sinj?sinv4  =  — ^isin/8inv3sinv4 

— Zi(sin/3sinv4Cosv3  -f  sinasinv3Cosv4)-f  c8inasinj3sinv98iDy4. 

Multipliziren  wir  diese  Gleichung  mit  sinv^  und  die  GleicfauDg 
(4)  mit  sinysinv3sinv4  und  addiren  beide ,  so  erhalten  wir : 

Z48inasinv2sinv3  -f  Z3$in|3sinv2sinv4  -f  Z2siny8inv3sinv4 
=  csinasin|3sinv2sinv3sinv4  —  2:i(sinysinv3sinv4C0SV2 

-f  sinj?sinv26inv4C0SV3  +  sina8inv2sinv8C08V4) , 


24  ^36»"^      I 


8inv4  '    sinvssma      sinasmv, 

=  cBinß . 

Es  ist  aber: 

l  ha        a.ha        '2^^ 


228iny       ^  /sinyco8V2       sin/gcosvg      cosv4\ 
inasinv2     ^^\sinasinv2    "**  sinosinvj       sxnv^ 


8inv4      Hl       a.Hi       aH^  * 

sinß      b.hb  2^3 

sinasinVß        a.Hi       aHi  * 

siny  che  2^2 

sinasinv2        ''^1        «-^i 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  gefundene  Gleichung ,  so  erhalten 
wir: 

?fil4*_L  ^'^S'Aa  ■    2.22-^2  ,        /'2A2CO»y2  ,    2A3COSV3   ,     2A4CO«n\ 

liB^^     aHi  ^    aHi    +^'V     aH^      +      aHi      +      aHi     ) 

=:  csinj3 


132 

cMirr 

I  I  I  I 

Oie  (•Irkhoffiit  (!'!)   ftilkJill  filcfiMlro  Satx 

!\imml  man  ircr tili  rinrti  Punkt  im  iJaum»  an.  ao  iai 
iiie  SQüiiiir  drr  %irr  Trirarcirr.  ««rlrlir  di«  virr  S»i- 
l^oflarhro  riiir»  srerbrnrti  Trirardrr«  tu  lirundflA- 
clirn  und  dm  brlirhii;  a  ii ;;  r  tiouim«*  m- n  Punkt  gut 
Spit«^  liahrn.  Kicirk  dam   Kcs^brnrn  Trtrardrr. 

|l*kri  lat  in  k^nrrim.  iU«a  di»  Inlialta  bald  additi%  bald 
a«bCrakti%  iii  nrhmrn  »ind .  jr  nacb  drr  l^um  d«*a  Punktra  im 
Ha« 


IIa  Ut  f^fnrf 


Ai 


A» . .  .| 

A 


IJ 


:^ii. 


Alau   MbI   jiu>    1 1  I 


llir«r   Itlrt«  huf»c    riilh  «It    fol.M  ndm    Sj^tt 

luf  jrdrn  Punkt  <iu  liauMr  •»!  ilir.HnniMrdrr  Ijau 
ll^litrtt  au«  •riiirii  \littt4iidrn  ««n  drti  lirr  Hrilra 
llAcban  ciaa«  (rgrbcBra  rrtr^rdrr«  imd  drn  lli*bri 
dra  Trtrardrf»  in  ilrtuz  aif  «lir  9at»|irrrbrndr  Sri 
tcnflArbr  al«  !•  ruadll  A  r  br  ,  mal  crbfMsrt  Itr  i  «ir  k  «ic  b 
lig««C  dvf  \i»iieifbrn  i»  drf  nbm  anc** K'batir a  Ur 
dr«l«ac     ilaicb    drr    tinbrif 

lal 
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also  das  gegebene  Tetraeder  ein  reguläres,  und  bezeichnen  wir 
seine  Hohe  mit  //,  so  ist: 

d.  b.  die  Summe  der  Entfernungen  jedes  beliebigen 
Panktes  im  Räume  von  den  vier  Seitenflächen  eines 
regulären  Tetraeders  ist  mit  gehöriger  Berücksichti- 
gung der  Vorzeichen  gleich  der  Höhe  des  gegebenen 
regulären  Tetraeders. 

Es  musste   aus  diesem  Grunde  die  Gleichung  (10)  fiir  diesen 
besondern  Fall  unter  einer  unbrauchbaren  Form  erseheinen. 


• 


S.  5. 


Die  Gleichung  (14)  umfasst,  wenn  wir  erwägen,  dass  die  Ab- 
stSnde  sowohl  positiv  als  negativ  in  der  oben  aufgestellten  Be- 
deutung, jedocn  nicht  alle  vier  gleichzeitig  negativ  sein  können, 
folgende  besonderen  Gleichungen,  worin  Zj ,  z^^  z^  und  z^  an  sich 
positive  Grössen  bedeuten  sollen: 

?I:+Ä+Ä  +  Ä=^ ^'-^^ 

—  4-  -^  — -  -^  -  -^  —  i  r20^ 
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//,  //,  //,      *//,-' '-'' 


Ä  ♦//.-/);♦  t    •        '•*• 


•  •  •  ■ 

•I     J     -f  -t  •♦ 


I.    .   .  (•.»:> 


!•  '•  *•     4       '*  I  1  NU 

-  Ä,  ~ //,-//,  *  7/«      '  '••> 

HrliMi  «lir  drai  ab«o|y|rB  Wrrllir  narli 

•        •        •       • 

4.  II.  ■ittd  dicAbalAkilr  4rs  inllrdr  «frli^fidr»  Paukte« 
v«ii  den  %irr  .HritrnnJhchrii  dr«  Krfrbrnrn  Trlrar- 
drra  »bAolnl  ernoninirfi  ••inaadi-r  ilrirb.  «o  wird  die 
K«Krl.wr|r|lejrnrfiPiifibt  #u«Mitlrl|iiitiltr  unddr» 
Aba«lul  friioroiiirrirn  tlrifbrn  \b»land  «um  l(«diii« 
bat.  dir  iirr   Nrilrnllai  brn    dr«  Trlrinlrr»    brrubrrM 

W'tt    rrb«lflrti    dt-inh^irh    jii«    ili-r    («It  ir  buiu'    '!.'•)    fUr    dr«    Hm 
dm*  der  rinc^afbnrfiri  rn  KiisrI.   ti  rnn  Mir   ibn  luit  If  Itrirnbnr« 

*-   I      I    '    I      I  ""' 

SHirti    wif   a«cb   m   d-  n  C*lric  huii|:rii    (IIm,    <|?)     (1*<).    I  1*1» 

•t       *1l    -  •»  —  •• 


Wid  brfrWbaen  den   Kirirbrfi  Abatan«!  »it   lf|    rrap     1/^.    |/, .    |f^ 
••  rflultrti   wir 

1/,  =:    j  I  I  ,     .  lil 

Ir,       Mg        Mf       R^ 


I 


I 
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Ä*=  T — ^r~^T r (*-> 


+  7r--ü-  + 


"3=-! 1 j J-.  (33) 

K^^         j  j  j  |~>  ••••   (3-1) 

Ri  ist  der  Radius  einer  Kueel»  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  BCD  und  den  Verlänge- 
gerungen  der  Flächen  ABC,  ABD  und  ACD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  BLB  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  BCD  selbst  und  die  Verlangerungen  der  drei  anderen 
Flächen  berührt. 

/?2  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ACD  selbst  und  den  Ver- 
längerungen der  Flächen  ABC,  ABD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  ACD  hinaus  eingeschlossen  wird^  und  demnach  die 
Fläche  ^C/>  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
chen des  Tetraeders  berührt. 

/?3  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in  dem 
Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ABD  selbst  und  den  Ver- 
längerungen der  Flächen  ABC,  ACD  und  BCD  über  ihre  Durch- 
schnitte mit  ABD  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach  die 
Fläche  ABD  selbst  und  die  Verlängerungen  der  drei  anderen  Flä- 
chen des  Tetraeders  berührt. 

/?4  endlich  ist  der  Radius  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  in 
dem  Räume  liegt,  welcher  von  der  Fläche  ABC  selbst  und  den 
Verlängerungen  der  Flachen  ABD,  ACD  und  BCD  über  ihre 
Durchschnitte  mit  ^ßC  hinaus  eingeschlossen  wird,  und  demnach 
die  Fläche  ABC  selbst  und  die  Verlängerungen  der.  drei  anderen 
Flächen  des  Tetraeders  berührt. 

Diese  vier  beschriebenen  Berührungskugelo  wolleo  wir  die 
„Ober  den  Flächen  angeschriebenen  Kugeln''  nennen. 

Aus  den  Gleichungen  (31),  (32),  (33),   (34)  folgt  unmittelbar: 

.  Hl       H2        /■  3       B4        /» * 

d,  b.  die  Summe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
über    den    Flächen    angeschriebenen   Kugeln    ist   für 

tedeit  Tetraeder    gleich    dem   reziproken    werthe   de» 
ladius  der   eingeschriebenen  Kugel. 
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SHxrfi    wir    irrnrt   m  lUn   (;irirhuti«rii  (*JI).    (Ü).  </i).  (Hl. 
(•i4).(«» 

•|-=««'    «»  =  24 
a^.  1^1«.  «o  rrbaltrti   mIt: 

m^  I  I  I  I      •  ■• («öl 

//,  *  //, "  //,  -  7/. 


»        »   .    »        • 

ti, '  //,  -  //.  ♦  //. 

-  //,  -  //,  *  //.  ♦  //: 

Wk  «rbr«  »rfcon  llirriti» .  Ha*«  %»ft  dirarn  «rr li«  IteHlliniMg« 
Lvfrlii  \mm0t  drri  unaii<:K-h  »iit«! 

\m%    a^  poMli«  .    ao    i»t  ra   ilrr   Katliiis    rinrt    lUruhmtif  «iac^l, 
Aet^m   Myttrtpmmkt   m  drm  Uavm«  lirft.    «irlclirr   «tta  «U«   \  rrU» 
trff«»(f*tt    Art    %'wf    KU« kr«    dr*   Trlrjir«frr«    Obrr    dir   kaatr   I7# 
MMMM  rtAgrAfilUaarti    wird.      Wir   «««Uria   di#««  KiiKrl  «lir   ..filirr 
der  Kante  t'lP  Afisrar|irirb«»a#"   nrfttor» 


l'.lbrttan  ündm  wir.  dAaa  If ^ .  Üf ,  1/,.  IT..  If|.,.  «r«»  MC 
IMMli«  aiiid.  die  Kadie«  drt  utvf  drr  kaftte  lff#.  rra|»  ifl  .  .1/1. 
•4f        iH   Angrar  Im  irlH*Mrii    Kasein    aibd 


Hie  «if  geeeKe«,    eiB4  «••   de«  eerlie   Abet  de«  Kaale«  i»- 
teecbfieie«f  K«ff«4«   'mmn    mmt  drei   mti^k      |I«W«  eisd 
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E«  icfiniMn  gleichzeitig  positiv  sefai : 


1) 

Ä» 

»  ßfl  f 

Ar; 

2) 

ü. 

9     Äfl     J 

iz.; 

3) 

Ä» 

»  Ä»  ] 

-Ar; 

4) 

"» 

.    /?9    * 

fi«; 

S) 

^10 

f    ^9    > 

^8» 

6) 

Äio 

,  iZj 

,  Ar; 

7) 

^10 

./?« 

.  R»; 

8) 

^10 

.//«. 

»  •ßr- 

Bilden  wir  wieder  aus  den  Gleichungen  (35),  (36),  (37),  (38), 
(39),  (40)  die  8amrae  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der  mte- 
lichen  über  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln,  so  erhalten  wir 
die  acht  niuglichen  Fälle: 

_L.±..L_l_i 

«»  +Ä,  +Ä,  -Ä      Bt' 

I     O       ■     I>       Im      


R^      R^       R^        hl        R 

J_+JL.  ±--i._.i 

-1+_L.J_  =  I„_1 

Rf^  R^  ll  g  ^  //; 


3 


^10         ^9  ^8  ^4  ^ 

— +  *  +-i- =  !--!, 

'^10       ''H)         '^  -^       "l 

Äio  ^6  ^8  ^         ^% 

Äjo  Rfi  R7  -"8  -"^ 


d.  b.  dieSumme  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
drei  fiber  den  Kanten  angeschriebenenKugein  ist  gleich 

Tbeil  XIX.  10 


13H 

4er  Dlffrfen«  He«  rttgipr«k«n  Wrftlic«  4mm  Kadi«« 
der  «lo|te»rliri«b^o^ii  K«k<*1  um!  ilr«  %ierfarli»«  rc* 
•  Ifirakrti  Wrrtbe«  «l^r  llöhr  ilr«  Trlra^cler»  in  K«i«t 
ft«f  dirjcniKr  Pllrlir  al«  Ur und  flac  li  9.  in  wrirlirr  di# 
4rm\  K«iitefi  liegen,  flbrr  nelrheo  dir  drri  kucrin  aa- 
geeebriebea  eind. 

Setxee    wir     rndlicli    *ack     in    den    (tlric  hunirrn    (5ti.    ifTi, 

*|  --  •!      ■*!      ■  •♦• 

•nd  Waeirline«  den  Kleicbeii  AbaUnd  mit  If,,  reap.  Ifn.  K^^ 
K^^l  mo  erball««  %«lr: 

//,  -  //.  -  //.  »  //. 

If|l«  reap.  ^t*  ^i»*  ^1«  itiü»«trii  dir  Madira  ton  %irr  ke- 
Mln  •ein,  derrn  Sfttl«l|»uuitr  10  dt^nirtii^f  n  lljamrn  Ufrn«  •■«4rbe 
derrb  dia  \erUatrrut.Krti  %»n  drri  Vlatb«n  dr«  Talrardrra  ibff 
die  «an  ibam  grüldrlr  l.rLr  bin4u*  ri.Uf^brn.  nnd  Hrirbr  4k$ 
vier  l*Urben  nea  TctfJirdrr«  l»rfubffrn  Wir  arbra  abrr 
WaMerra.  daaa  riar  kuffrl.  drrva  MittrloutiLt  la  nttrm  drf 
acbfiebeaea  KAamr  lirtl.  di«  %irrl«  llArkr  airbt  berübfra  baM^ 
•bna  die  dr«i  andern  «u  acbandr«  1^  maaarn  dminarb  lf,|. 
'^iV*  '^it  •  ^1«  A^K^'*  t^im,  ala«  niuAa: 

tili 

II      I      1 

I        I   .    I        1 
•        '        »  .    *     rt 
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oder: 


^1  H^H^  ^  H^liz  H^  +  /^i  £^3  fli  +  //i  H^H^  f 

sein,  d.  b.:  Bildet  man  aus  den  vier  Huhen  eines  Tetrae- 
ders   die    vier    niugiichen    Produkte     zu   dreien    ohne 
'     Wiederholung,   so  ist  jedes  dieser  Produkte  kleiner 
als  die  Summe  der  ^rei  andern. 

Ist  insbesondere 

Hl  ^  Äj  =  H^  =  H^ , 

so  ist: 

1 

^     and  die  Radien  der  drei  über  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln 
werden  unendlich  gross. 


$.  6. 

Die  Lage  der  Mittelpunkte,  ausgedruckt  durch  ihre  drei  Co 
ördinaten,   ergiebt  sich  leicht   aus  den  Gleichuugen  (4),  (5),  (6) 
oder»    da  der  Radius  der  Berfihrungskueel  gleich  dem  absoluten 
Werthe  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  ^F-Ebene  ist, 

«It  gehuriger  Berücksichtigung  der  Zeichen,  aus  dem  Radius  ^^t 
«rfibrungskugei  und  den  beiden  Gleichungen  (4)  und  (5) : 

2^  =r  ^1  sin  V2  —  2t  COSV2 

«nd 

23  =:.T|8inv3sina— yxsinvscosa— Z1CO8V3 . 
Die  Recbaung  ist  leicht  auszuführen. 

Hiermit  will  ich  diese  kurze  Skizze  scbliessen. 


10* 


IM 


Ve^r   trlfr»B*HieCrl»ches  Il5h< 
MBt   BüC   bcsMMlerer   RttclurichC   mmi 
terrcrtrtoche  ftCmhlealbrechaBV. 

iem    llrrauigrbrr 


HU  ftoftcbnviif  4rf  H«%Im-ii  •••  fv^atUclN»«  M«M«Mrf^  »ML 

•cfvaMMt»«  ggtlli  gf»I— tfUtrti  «Hier  Keff*n«r  it&g««  Z««ltMlftlMit#«  li 
A9«t«4mh|Mait<,«iolil  h«!  aHffMM^ii  »otrrttlirt  ämßm  mmn^nktlim 
|t»fc»rtU—  r—lirW^tr«  (O.fti  »jkIi  IWU  aibr«»)  d»  MiamI  •<« 
ffrf#liMi  ^mwmnrJMU  Mmi  w^U«  »Wf .  Ja««  ilrt  Wrrlli  4b«ai 
r«HirWtttMi  Mcli  arlbf  «rkviftfikrad  Ut.  «»ir  m-Iio«  dU  %Mi  wf* 
iwliUdr>r»  MalW»«lik€-ff«  qimI  A»tr««i«ai#«  fAr  4rtta#IWft  f|9f«W» 
•Ml,  %••  rlttttud^r  i»rlifferli  Abfiff4rli#flftde«  lUwIiMMiififrtt  rar  !••» 
•lg«  brwrisrti  1^  •rlw^nt  dakeff  fM9ci«M»«&||  tu  »et»,  »«ti«!! 
41»  ||#*Miiic^<i*  aW  »«eil  derc«  lirf «rb»ii«c .  i»  ••Irbvt  \%'r4«*  a^ 
■«■f4»r«  wmI  t4BMifi«illrft.  4ami  mmi  4rr  KrtistaiM  d#«  Wi 
dk«  N^rActU*«  (Wlbrtrtil»«  iiklit  iM^rf.  mmmW««  «irl«i#bt 


I  «rlirUM»«  Bwm  69m  H^mmmm^m  «dUl  •  ratlrM*k  »M  4at  |i^ 

••rblr«   IlMkr,    1*  i^^rm  risfrlneo  l'alU  ab««!«!!«*«  1»  HU»J»  Ut 
wbd  ttif.  wU»  arilo»  ab—  thiiapM.  >—  dt  %«tif  dw^g^ 
d€f  •«teftWHil»«  r«tC»trfl»f  r*rtilr«  o«l»f  teirtt»r«licrfi  Xrailll 
•««  }rl/l  raB*  ab*trabitrft.  « »k  b#  a»  »ir b  ««ftrrnbcb#  Mrlbml» 
baMilbcb  aa  drm  Brabarbtt  <li«   la  «itW«  l*Alle«  mm  Mit  gt 
l(cb«i«figiettrft  a«alttbfbaf#  l'«fdmittg   aMIl .    mil    arMc«  1 
■wtra  dM  ra  ■#nwidi  IMm  ulbat  ra  baatfigiiL    Umm 
Mttbidg  mkm  «•  tolU4g  Uiligli  m  Mhtkkcte.  M 
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dieses  Aufsatzes,  wobei  ich  zugleich  vop  vorn  herein  die  Erde 
ab  eine  Kugel  betrachten«  und,  unter  dieser  Voraussetzung,  die 
Eotiyickeiung  mit  Tulliger  geometrischer  Strenge  zu  flShren  versu- 
chen werde,  um  nicht  nachher  die  sogenannte  Reduction  fregen 
der  Kugelgestalt  der  Erde  besonders  anbringen  zu  müssen,  was 
allerdings  das  gewöhnliche  Verfahren,  aber  geometrisch  nicht  völ- 
lig streng,  wenn  auch  für  die  gewohnlichen  Fttlle  der  Praxis  ee- 
naa  genug  ist.  Streng  genommen  wäre  freilich  auch  auf  die  elfip- 
soidische  Gestalt  der  Erde  Rücksicht  zu  nehmen,  was  jedoch  in 
den  meisten  Fällen  unnüthig  sein  dürfte,  und  daher «  um  diesem 
^Aufsätze  eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben»  von  mir  für 
jetzt  unterlassen ,  aber  vielleicht  zum  Gegenstande  eines  späteren 
Aufsatzes  gemacht  werden  wird. 

Wie  schon  vorhin  erinnert  worden  ist,  nehmen  wir  im  Folgen- 
den an,  dass  die  Meeresfläche «  welche  bekanntlich  als  die  wahre 
oder  eigentliche  Oberfläche  der  Erde  zu  betrachten  Ist ,  eine  aus 
dem  Mittelpunkte  C  der  Erde  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
bene Kugelfläche  sei,  und  denken  uns  nun  auf  der  Erde  drei 
Punkte  A,  Ai,  A^y  deren  Höhen  über  der  Meeresfläche  wir  durch 
hf  ht,  A2  bezeichnen  wollen,  so  dass  also  r-\-h,  r-f-Ai,  r-f/i^ 
die  Entfernungen  dieser  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
sind.  Durch  den  Mittelpunkt  Cder  Erde  und  die  neiden  Punktet 
und  Ai  denken  wir  uns  ferner  eine  Ebene  gelegt,  und  in  dieser 
Ebene  aus  C  als  Mittelpunkt  durch  den  Punkt  A,  also  mit  dem 
Halbmesser  r-\-h,  einen  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAi 
der  Punktet  und /(x  liegenden  Kreisbogen  beschrieben,  welchen 
wir  mit  Maassstäben  messen,  nach  einem  unter  dem  Namen  einer 
Basismessung  jedem  Geometer  bekannten  Verfahren,  indem  wir, 
Ton  dem  Punkte  A  anfangend,  in  der  Ebene  ACAn  immer  in  ho- 
rizontaler Lage,  einen  Maassstab  neben  den  anderen  legen,  so 
dass  die  Endpunkte  ie  zweier  Maassstäbe  sich  berühren  ^  bis  wir 
endlich  bei  der  Vertikalen  CAi  des  Punktes  Ag  anlangen,  natOr- 
Heb  mit   allen  bei  einer  so  subtilen  Operation  nöthigen  Kednctio- 

Cnnd  Correctionen ,  deren  weitere  Besprechung  jetzt  nicht  hier- 
gehurt. Die  auf  diese  Weise  gemessene  Basis,  Jiach  dem 
Torhergehenden  also  den  aus  C  mit  dem  Halbmesser  r-f  A  In  der 
Ebene  ACAi  zwischen  den  Vertikalen  CA  und  CAi  beschriebe- 
nen Kreisbogen ,  w  ollen  wir  durch  B  bezeichnen.  Setzen  wir  dann 
den  Erdhalbmesser  r  und  die  Höhe  h  des  Punktes  A  über  der 
Meeresfläche,  welche  letztere dorch  ein  unmittelbares  Nivellement, 
oder  durch  barometrisches  Höhenmessen  bestimmt,  oder  aus  einer 
anderweitigen  trigonometrischen  Messung  entnommen  werden  mvss, 
HiB  bekannt  voraus,  so  können  wir  den  Winkel  ACAi  am  Mittel- 

Ckte  der  Erde  leicht  berechnen,    weil,   diesen  Winkel  in  Gra- 
aosgedrjickt  angenommen, 

dß(P:^ACAi=2(r  +  h)7c:B, 

also 

B    I8O0 


^ACA,= 


r+Ä*    n 
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uod  AiAs,  d.  h.  eigentlich  die  Winkel  KCK%  und  AiCA«  od 
ITM  dasselbe  ist,  die  Winkel ^C^^^  ^^^  AiCA^f  am  MiitteTpunl 
der  Erde  berechnen,  wozn  am  besten  die  beiden  Meperscli 
Fonaeln 

j  cosg(Ai--A)         j 

tang,j(AAa  +  AiA»)  =  — i tang^AAi, 

cosj^(Ai  +A) 

j  «ingCA,— A)  I 

tong  2  (A A«  -  A,  A2)  = j tang  ^  A Ai 

sin^CAi  +  A) 

dienen. 

Mittelst  der   in  der  Abbandlang  Tbl.  XVIIl.  Nr.  XXX.  ec 
wic^lten  Reihen  erhält  man  auch    leicht  die  folgenden  Reihe 

(^(AAii-f  AtAt)  =  2^^i  +1  tanggAtang^AiHinCl.AAi) 

111 

+  2  (tangg  Atang  ^  A,)«sin  (2 .  AAj) 

+  j  (tang^  Atang^  A,)«sin(3 .  AAi) 
+  4(tang2  Atang^  A,  )*sin(4.  AAJ 


wenn 


+  . 


1   .  I   . 

tang^  Atang^  Ai<l 


ist;  und 
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Wenn  wir  nun  den  Theodoliten  in  dem  Punkte  A  aufstellen 
nnd^  uns  durch  A  eine  auf  CA  senkrecht  stehende  Ebene,  die» 
Horizont  von  A,  geleet  denken,  so  können  wir  bekanntlich  mit 
dem  Theodoliten  oie  Projection  des  Winkels  AiAA^  auf  des  Mo* 
lizont  von  A ,  welche  bekanntlich  nichts  anderes  als  der  Winkel 
A1AA2  des  sphärischen  Dreiecks  AAjAst  den  wir  in  der  Kürze 
durch  A  bezeichnen  wollen,  ist,  und  ausserdem  den  Neigungswin- 
kePder  Linie ^/l2  gegen  den  Horizont  von  A  messen,  welcher  letz- 
tere Winkel,  indem  man  denselben,  ienachdem  A^  über  oder  unter 
dem  Horizonte  von  A  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet» 
durch  J  bezeichnet  werden  soll. 

Eben  so  kann  man,  wenn  man  den  Theodoliten  femer  auch 
in  dem  Punkte  Ai  aufstellt  und  sich  durch  Ai  eine  auf  C^i  senk- 
recht stehende  Ebene,  den  Horizont  von  Ai,  gelegt  denkte  mit 
dem  Theodoliten  die  Projection  des  Winkels  AAiA^  auf  den  Ho- 
rizont von  Ai,  welche  bekanntlich  nichts  anderes  als  der  Winkel 
AA1A2  des  sphärischen  Dreiecks  AA^A^»  den  wir  In  der  Kürze 
idnrch  Ai  bezeichnen  wollen,  ist,  und  ausserdem  den  Neigungs- 
wfaikel  der  Linie  AiA^  g^g^n  <Ien  Horizont  von  Aj  messen,  wel- 
cher letztere  Winkel,  indem  man  denselben,  j^nachdem  A^  über 
oder  unter  dem  Horizonte  von  Ai  liegt,  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachtet,  durch  J|  bezeichnet  werden  soll. 

Nehmen  wir  nun  noch  die  Hohe  A^  des  Punktes  i4i  üharder  Mee- 
resfläche, deren  Kef^ntniss  man  sich  auf  ähnliche  Weise,  wie 
vorher  bei  dem  Punktet  gezeigt  worden  ist,  verschaffen  muss*), 
als  bekannt  an,  so  haben  wir  jetzt  Data  genug,  um  die  Lage  des 
Punktes   A^  auf  der  Erde,   nämlich  sowohl  seine  relative  Lage 

Segen    die   Punkte  A    und  At    auf  der  Erdkugel,    d.  h.  auf  der 
leeresflächQ,  als  auch  seine  Höhe  h^  über  der  letzteren,  bestim- 
men zu  können,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

Weil  man  nach  dem  Vorhergehenden  in  dem  sphärischen  Drei- 
ecke AA1A2  die  Seite  AAj  und  die  beiden  daran  liegenden  Win- 
kel A  und  Ai  kennt,  so  lassen  sich  in  demselben  die  Seiten  AAji 


*)  Man  konnte  freilich  auch  die  Zenithdtstanz  Z  des  PonktM  ^1 
ia  dem  Punkte  A  beobachten.  Ilnnn  hätte  man  offenbar  zur  BestimmaBg 
TOD  A|  die  Proportion 

r +  Ä:r  +//i  =sin(Z  — AAi):sinZ, 
woraus 

,  sinZ  ,        ,. 

folprt  Da  man  aber  die  gemessene  Zenitbdistanz  nothwendig  wegen  der 
Refraction  coi^^igiren  rauss ,  so  setzt  diene«  Verfahren  schon  die  Kennt- 
oisa  des  Refractions-Coefficienten,  welche  wir  ja  hier  eben  nmgehen 
wonen,  voraus. 
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SHirfi    n'w    frrniY   in  tlrn   (;ieirhuni{rii  (Jl).   (Ü).  (ii).  (Hk 

•1   —  If         •!  —  »4 

^«*  ^f«*  *^  crballeti   mIt: 

§f^  I  I  I  I     •       ■  •• («Kl) 

//,  ♦  Ht "  11,  '  7/, 

-  //,  -  //,  ♦  //.  ♦  in 


\\i  »rbr«  M-k«in  birr««i»  .  da««  ton  «lir»rn  »rr ||«  IteHlbmag« 
LvffrlA  laiairf  drri  utim**i*!M-li  »'iinl 

!•!    If^  poAili«  .    »c»    Ut  r«   ilrr   liAttiu«    rinrt    IUfubr«iic»ia(^. 
rkvMkt 


dfte«  MftllrlpiiMkt  MI  HrM  Kaum»  lir^f.  Mvklirr  «u»  il»«  \  etik» 
prffVftgr«  Art  %Kt  KUiHra  dr«  Trtr.ftr«lrr»  Obrr  dir  k^Mlr  I7# 
bttMM  r«»K«'*«'bW»arn  «ifd.  Wir  ««ullrii  di»*«  K«c<*l  dir  ..(ftbrr 
der  KAlit#  #*/#   antrat  brirb»»«'*    nviitorii 


l'.brttM»  ftbdrii  wir.  d^»«  If ^ .  If . .  If « .  IT..  1^,.,.  «r««  atr 
^Mti«  MiMi .  4m  HmJtmm  drf  utvf  drr  kafttv  11  f #.  rr»p  H^  .  .1/1. 
^f  .    AH  «iiKvarbrirbrMrn   kajrlti    M»d 


yh\m  «if  g««#W«,    Msd  «••   d^«  ««rb«   «&b«f  dr«  Ka»l#tt  i»- 

mk#u«  Acte  ruk 
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EsicfiniHNi  gleichzeitig  positiv  sein: 


1) 

Ä6 

»  ß«  > 

Rr-, 

2) 

Ä» 

>  jRj  , 

Rn, 

3) 

Ä. 

.  Ä»  1 

,  Rr  i 

4) 

ih 

.  -W»  • 

Ä«; 

5) 

/?I0 

,  ff». 

Ä«; 

6) 

Äio 

,  R^ 

.  Ar; 

7) 

ftio 

»    ^6 

,  R»i 

8) 

Rio 

.//• 

>  Ar- 

Bilden  wir  wieder  aus  den  Gleichungen  (35),  (36),  (37),  (38), 
,  (40)  die  Summe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der  mte- 
en  über  den  Kanten  angeschriebenen  Kugeln,  so  erhalten  wir 
acht  rouglichen  Fälle: 

0 

JL+±+  L_l_i 

K^^  li,+  Rr-  R      H^' 

1  +  JL  ._l_J__i 


Ä5  /2q  /?g  Ä|  ß 

J_+JL.  J_  =  J._A, 
_L+JL  ._L  =  i__I. 

R^        R^       Rß      R      H^ 


1.1      X- jL     i 

+     0      —    KM  O 


Ä|0  /l^9  /?8  H^  R 

ß|Q  /rg  Rj  R  Uy^ 

J.+J_+.l  =  J._JL. 

^10  ^6  ^  ^8  ^ 

I.  dieSumroe  der  reziproken  Werthe  der  Radien  der 
i  fiber  den  Kanten  angeschriebeneoKugein  ist  gleich 

il  XIX.  .  10 


IM 

.  (AA^  — A|At)^=-*^  A.4|   f  I    cot^  AUoic .  A|«t«(l.  AA|) 

-  .j  (CO«  .^  Atmait.^  A,)«*iii(lAA,) 
I  3  («^«•^  AUiig^  A|)*Mii(3.AA|) 

-  I  (cot,,  Alman  j  A,)*wiK4.AA|) 


I 


•  ••••♦      •«•f 


W«MI 


Uag  ^  Acot ..  A|  >  I 


UC     IM#  SteUro 


AA|  t     AAg»     A|A] 


im  ffclrigcii—  Urtttifci  AA,At  »^  ^  ''«•M  Rtilit«  in 
4^  EUMI  .W«f  4e«  HalbiMMim  «yrngtHlrarkt.     \\U    mm  ^kk 
t«  ««HmIMI  bat,  weil«  hmui  di—rll»»>  Im  UrA^««,    Mlftwtea,   H«- 
rmmimm  mmm^fßiittki   ImW«  wUI,    Ut   iMkasal.    «»4    llraiirkt  M«r 


Mab  kliMil»  brl  ilrf  A«i«MiQiif  tiiMM»f#s  »pliJbrWIi^«!  |lr«U«fc« 
Mmtk  4m  l4«ftMMr«f*ArW  Tkmtrm  In  AnwrfMlync  brl«««^.  «*• 
Ab«f,  «!•  Iiinrriclirttd  IwlUBtit.  f4tief  «»rtlefrn  t.tUvtrrvM  li»«f 
•kiM  WaAff. 

IN»  fMtni 

4m  MliAfiM^lM«  Ihrirck»  AA,  A,  •mi«I  *!•«  jrUt  WluMMt  H1M 
■MUl  dAtait«  dir  »«C  dir  .Mrrffr«i«r|ic  rrducirtr»  K«ll«f«ii»tr«  d«f 
dr«i  PvMil«  .1.  .I|  .  .Ig  %••  •iüafidrf .  dir  «if  diirrli  #• .  I«.  .  11 
W«rirll»r«i  w«»ltrft.  m»  d««»  #«  dir  ÜMlIvfmMiK  drt  PuMklr  «1  «M 
4|  .  #J|  dir  ll«llrrtta«K  Art  Vmmk%9  .1  «»4  «l«.  t^  dir  üntfrOMiim 
4«r  Kvftktr  J|  «lid  .Ig  t«*«  riti4»drff  i*l .  *llr  dir»«  FuClvffWMMI 
mC  dl«  M«9f«»i*rilr  rrd»rin,  lüdr«;  ••  Ul  MM  dam  '^  ^ 
4km  CrlfriNlr«  Kv*|trf ti^mm : 

3nr:AA|         ir«   I.. 
3110*:  AAg       'h%.K^ 
A|At   -  ir«   £,; 
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ans  denen  sich  die  Gleicbnngen 

f*7C  ffC  yyr 

"TSJö'^^i*   ^1^^  1^0 '^^99    -^1=  jggs-AiAj 

ergeben. 

Die  relative  Lage  der  drei  Punkte  A,  A^,  A^  auf  der  Erde, 
bezogen  nämlich  auf  die  Meeresfläcbe,  ist  daher  jetzt  bekannt, 
und  es  kommt  nun  hauptsächlich  iiAch  auf  die  Bestimmung  der 
Hohe  h^  des  Punktes  ^2  ^^^^  ^^^  Meeresfläche  an,  welche  über- 
haupt den  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ausmachen  sollte* 

In  Taf.  V.  Fig.  1.,  welche  fiör  sich  verständlich  sein  wird, 
wenn  man  nur  bemerkt,  dass  AH  die  Dorchschnittslinie  des  Ho- 
rizonts von  A  mit  der  durch  A,  C,  A^  gelegten  Ebene  ACA^ 
sein  soll,  hat  man  offenbar  die  Proportion:" 

AII:A^H=siDAA2it:s\nA^AH. 

Aber 

An=-  Ci4.tangAÄ2  =  (r  +  A)tangA  A^ , 

und ,  wenn  sich  im  Folgenden  immer  die  oberen  Zeichen  auf  den 
ersten,  die  unteren  auf  den  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dar- 
gestellten Fälle  bezieben: 

^2^=±(C2<.2--C'^  =  +  {r+Äa--(r  +  Ä)secAA.j, 

sin^.V^=«»ntl800— AAa— (90o+J)l=cos(AAa+J), 

^\fiA4^AH=^  sin(J:  J)  =  JbsinJ; 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  J  in  dem  ersten  der  beiden  10 
der  Figur  dargestellten  Fälle  positiv,  im  zweiten  negativ  ist.  Also 
ist  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  oberen  una  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 

(r-fA)tangAA2 :  ±  t  r+Aj— ('•+Ä)secAAa)  =Gos(AA9-f  J):  ±  »inJ » 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

(r  +  A)tang  AA2 :  r+  //^  —  (r+A)secA  Aa  =  cos(A  A,  +  J) :  sin  J ; 
und  ganz  eben  so  ergiebt  sich  für  den  Punkt  Ai  die  Proportion: 

(r  +  A|)tangA|  Aa  :r  +  Aj  —  (r  +  A|)secAi  Aa  =  co8(Ai  Aj  +  Jt);  sinJx . 

Bezeichnen  wir  nun  aber  den  sogenanten  Refractions-GoefB- 
eifloten  fär  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eise«  und  die  Baro- 
meterhohe  0'**,76  durch  A,  so  ist  der  Refractions-Coefflcient  fdr 
die  Temperatur  l   nach   dem  hnnderttheiligen  Thermometer  und 
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die  Bafooielrrbobe  A  narh  dnn  wirtogfcf  IUr«M#lcf  •  «reil  4#ff 
KcürtdKMMi  C  MliriMt  der  iHcbtiffkeil  der  al»o»pliJlrUclMi  Ij^ 
pmpartiottal  n^actit  «i«fdc«  kaim,  narb  b^kanolra  ph>«ikaBack#» 
li'taita— »  4^  Utr  «lebt  «veiter  •rtoolrrt  t«  werde«  bcsMcbe«: 

U 

7fi\  (fToxÄn^o 


Werde«  daber  die  m  de«  Stollon»|>«nLle«  .1  und  A  beeb«cfcl«> 
le«  L«ntefli|iefat«re«  «nd  BaroNielerbfibea  durcb  I.  •  ««d  l|«  l| 
b«t»icb««t,  ««d  wird  der  lUlnie  wege« 

'*"^o-,:6.(if0.oai?5o'     ''•"'a-.wd  lauusts.^) 

||i««tlt,  wo  fi  ttnd  fig  bebantile  l0rA»iM*ti  aiod,  mo  alnd  Afi  ««d  i|i| 
die  Refiractiotta  •  r^iellcieiitr«  tu  dm  Pttablrn  .1  und  yl|  ler  ZetI 
49i  Beebecblencrn :  end  «arb  einem  %en  Laplare  in  der  Meca» 
«i^«e  releele.  T  1\.  ^».  '17 K  br«»ie*e«rn  SaUe*)  »ind  f«4|rilik 
d4e  terreetrtecbe«  Hefrar lionrn  in  den  Punkten  .1  ««d  Jg  i«r  Zeil 
der  Beeb«cbt««ne«  reefiectite 

A|i.A.%g    tt«d    itfifA|Aj. 

Beeeieb«r«  daber  letit  J  und  Jg   ni«bl  die   «%abre«.    nondmi  Sm 
beabacbtele« .    d.  «.  %«>«   der   lerffe*lffii»cbett    lirfradion    allM-irlrw, 
Nei||««||aw|«bcl   der  l»e«icbl»linie«  J.l^  und  .li.C«  tefrn  die  II»- 
rbe«le   %tm   A  ««d  J|.    ae  »ind  dnr  webre«  \\erlbe  diceer  Nei 
»wi«kel  bekannUirb  rea|»ecti%e 

J— -ifi.AA«    und     J|    -it|t,  A|Ag, 

1«  »ftiiger   ANerMiriabeit .    e«  mMftn  i  .    J|   |M»^lh    cMl<r  net«iit 
lri<bl  rfbrllen    wird.     \h 


«tie  lri<bl  rfbrllen  «»ird.  ilie  %ttr«l«*br«drn  Wettbe 
daber  jelit  für  J  und  J|  i«  dir  bndm  oben  rMHirkcHtn 
Play  mit  lUii«  ctelbbre«.  wodutcb  dieoeibe«  die  fel||e«de  GeeUÜ 
efiMle« 


•)  rteaitb  Ut  dW— tWUttnoi  ailtfnB«turi«efk»tl|r.  umakw 

l«Ar«liit    Till.  Vl^  SE^vrtMflbMiaon.  ladattlMi  M  er 

^aiat  Mittrr  oriear  BarevMMMiii  «wr  «pervaivvtrwmHeleaf  itoe  in 
«e4«ntail  mmt4m.  oad  Uli  olU  mUIi  4ali«r  eorli  io  4ktm9 
an  iiiii  alUtiiia  na  iliali  >i   Ire 
«uf  dUr  ele  mIi  glaabr .    •##«««•«••  l^oVirlM«««      dir  kb  a.  «.  a 

Ür  irtal  w««Mer  »nfUbM  t« 
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(r + A)taog  A  A, :  r  +  A^  —  (r + A)8ecAAt 
=  cosi  J  +  (1  —  kfi) ,  AA^I :  8in(J  ^kfi.AA^ , 

(r-f /<])tangAiA2:r-|-A9 — (r  +  Äi)8ecAiA« 
=:costJi  +(l  —  liiii),AiA^\:Bm(Ji  — Afti  •  A|A^. 

■ 

Diese  zwei  Proportionen  enthalten  nun  bloiis  noch  die  zwei  unbe- 
kannten Grossen  k  und  ^2*  welche  sich  also  mittelst  derselben 
mflssen  bestimmen  lassen. 

Unmittelbar  aus  denselben  fliessen  die  folgenden  Formeln: 

tanerAAa.sin(J — ku.AA^l 

-J.A       /  j^A\.  «.  A   A    .  taiisA,Aa.8in(J|-A:fH.AtA^/. 
r+A,  =  (r+Ai)t8ecA.Aa+  "^^^j,  ,.(1_*^).a,A,|    j  * 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

r  +  Ä2-(r  +  Ä)-^-j^^j_^^j^^^|, 
^  .  Ä  — /^ X A  ^     cosCJi-AfH-AtAg)      . 

mittelst  «reicher  Formeln  h^  leicht  Iierechoet  werden  kann , '  «renn 
man  den  Rerractiona-CoeüBcienten  k  kennt. 

Weil 

r+V      *+  r 


r+A-        A 
r 


=(H^)(i+*;-=a+^ii-^+Cy- 


!. 


1+^ 


=(i+^)a+^)-»=(i+^)ii-^  +  (^)'-.. 


\ 


ist,  80  ist  näberangswelse «   mit  'Vemackl&Bsignng  na  Gliedern 
der  «weiten  Ordnung: 


IM 


aU«  ■•eil  Jem  f>U|r#ii 


•V|||IN.II 

*•"*  "'•  <^.iJ  |(I-1m).aa,; 

.        .  *iM^(J|— *ii|.AiA,)-ro«!J,  I  (I— lii,).A|A,:  . 

^     ^="'-.  co.;J,  4(1  -1|.,).A,.S: 


•tej  AA,.aia|Jt]  (l-ftlp).AA«| 
A,-A=2r.    -  CO.JJ  f  (I     i^)AA,:       """  ' 

M»a  A|A^*w  ;J|  I    .  (1  — 'iift,  ).A|A,! 

■illt*Ut  «•rirbvf  Forairin  dir  llt'*brti<lifrfrn«rii  A.  — A  unil  Af^A, 
f«fctt4«tt   firrHrö    kütin««       \%*mi    uaiirkrhrt    iii#«f»    H»li— <IÜ» 
rvftJe«,  et«im  iö  l**!««  ri»r«    Krn««rii  •NitrlW»fliriiU .    bf4a»M.    •• 
fcn«>H   M»  a#«i  lhifdlaM-M#f    «ivf    l'.nlr  mIiipUi  äet  FmmI» 


l.=(A,     A)         ,     c-:J|(l-*P»ASl 

•to^  AA«.  »ia:J  1.^(1      tAfi>.A.%«t 

lr«(A,-A)       ,     -:J.  tO     i-,)A,A,f      _ 


.   ^«  Mdb  <l«i  OU- 

%m  i9f  tili- ■  «111  BMb  #  Mf 

M«  4to  HAU  4m  PmAim 

r  Ui 


1^1 

trachten  sein  iv'iirden ,  welche  nur  durch  Näherung  aubelust  wer- 
den koonten.  Ueberhaupt  hat  man  die  vorhergehende  Bemerkung 
über  die  Bestimmung  aes  Erdhalbmessers  aus  den  Höhendiffe- 
renzen h^ — h  und  ^2  —  ^1  ^'>cf  nur  ^^^  ^^^^  g^^^  gelegentliche 
Bemerkung  zu  betrachten,  die  jetzt  gar  nicht  zu  der  Sache  an 
sich  gebort. 

Alle  obige  Formeln  setzen  aber  den  Refractions-Coefficienten 
k  als  bekannt  voraus,  und  derselbe  muss  daher  immer  zuerst  be- 
stimmt werden ,  bevor  man  dieselben  in  Anwendung  bringen  kann 
Nun  hatten  wir  aber  oben  die   beiden  Gleichungen 

r4.Ä  ^(^^h\  cos(J--Z:ft.AAa) 

r+Ä2~(r  +  Ä)    costJ  +  (l-/'ft).AA>|    ' 

•  _la  — r*  j_a  X         cos(J|— A-ft,.AiAa) 
T^-lu,^(T  +Äi)  cos{Ji+(l-A7ti).AiArr 

zur  Bestimmung  von  h^^.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt 
sich  durch  Elimination    von  h^  die  Gleichung 

r-f  A  cos(Ji  — Ä:f4.AiA2)cos|J  +  (l— •Ärft).AAa) 


r+Ai         cos(J — A;fi.AA2)cos{Ji -f  (i~^f^i)*AiAal 

welche  nur  die  eine  unbekannte  Grosse  k  enthält,  und  mittelst 
welcher  also  k  bestimmt  werden  kann.  Erst  dann,  wenn  man  k 
mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ermittelt  hat,  lässt  sich  h^  mittelst 
eines  der  beiden  obigen  Ausdrücke  von  r-f-A^  finden. 

Weil  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der  zweiten  Ordnung 
nSherungs  weise 


r 


=  1    + 


ist,  so  ist  nähemngsweise  auch 

A— Ai      cos(J|  —  A:fii>Ai  Aa)cos  { J  +  (1  — Afi).  A  Ag  1 
"■      r         cos(J  —  Afi.AA2)co8tJi  +(l — Afii).AiA2l 

Kei  welcher  Form  der  Gleichung  zur  Bestimmung  von  k  man  nicht 
die  Hohen  A,  hi  der  Punkte  A,  At  über  der  Meeresfläche  selbst, 
sondern  nur  den  Höhenunterschied  A — A|  dieser  Punkte  zu  ken- 
nen braucht,  den  man,  wenn  nicht  anders,  in  vielen  Fäller 
zweckmässig  durch  ein  Nivellement  wird  finden  können. 


tu 

coa  ( J  +  A  A,)      ,     islnAAjj« 
r+A  cobJ  _      '*'*'*  ^  "roiT  ^ 

H*i^  cöi"(J|4ArA^)  .  ^^^ainAiA,)* 


..II 


Aus  dieser  Gldehong  erhält  man  den  folgenden  NSheniii|pMm»j 
druck  fttr  kl 


•^     '  •_ 


ti''i  ti 


:  ■ . '., cq»(Ji  +  Af A>)      ,  *   .  v«2»(J±AAi|L 
('  t  *) iS^Jj ^'+*»> i^i^J 

V  mirm  fnii   I      f  ■%      jinmi»!*    ■■"!>*     ■  jj'i  P» I«»     ■■       !■■■        j      ■■■<■■ 


V 


,      Ä .  co8(J|+AjAa)     .,    *i    cobCJ  +  AAj) 
^        ^'+r>'        co»J,  ^^+r^         C08J 


Hat  man  Mlier  erst  einen  Näherungswerth  von  ü:  gefunden ,  so 
wird  es  imiper  aach  leicht  sein,  den  genauen ^  der  bleichung 

r+Ä  _  — 4^c=  ^^'*^  ~^^^ '^* ^^^f  ^ ^ * (i-^^f*)' A Aa } 
r+Aj  ""  •  ,  *t  "^  cos(J -^AfkA Aj^cos  { Jj  +  (l-'*fii).Ai  A^\ 


oder 


•  I 


r+h     cosAxA«  ___    1 — tangA  Aa.taaftfJ  '^kf^.AA^ 
r+Aj  '  cosAA^       1 — tangAiA2.taiig(Ji  — A'/üi.AiAs) 

vollstSodig  genügenden  Werth  von  k  zu  finden,    und  dann  ferner 
auch  h^  nach  dem  Obigen  cu  berechnen. 

•        » 

Wenn  man  auf  die  sphSrische  Gestalt  der  Erdoberfläche  nicht 
ROcksicht  nimmt,  sondern  dieselbe  als  eine  Ebene  betrachtet, 
gestattet  die  vorhergehende  Aufgabe  eine  etivas  andere  Behand- 
lung, die  wir  noch   in  der  Kürze  roittheilen  wollen. 

Man  nehme .  den-  Punkt  A  als  den  Anfang  eines  reefitwinkli- 

fsn  Coord)natensvstems  der  dr^fx  an.-.Per  Horizont  von  A  sei  die 
bene  der  ay.  Die  Projection  der  Linie  AAi  auf  den  Horizont 
von  A  sei  der  positive  Theii  der  Axe  der  x.  Der  positive  Theil  der 
Axe  der  jf  liege  auf  derselben  Seite  der  lAxe  der  x,  auf 
welcher  die  Projection   des  Punktes  A^    auf  dem  Horizonte  von 
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also 


rfA  C0SAA2 — sinAAa.tang(J — ^jü.AA«) 

r^hi       CO8A1A2 — 8inAiA2.üiDg(Ji  ^Afii.AiA^ 


o<|er 


r+A    cosAiAa 1 — tang  A  Aa.tang(J — A:fi.  A  A^) 

r+Ai'   CO8AA2  "^  1  —  tangAiA2*taiig(J| — Afii.AiA^) 

Weil  Dun  aber  bei  wirklichen  praktischeo  ADwendimtfeD  Afi, 
kill  und  AA29  ^1^9  immer  sehr  kleine  Grtesen  sind  9  so  ist  nach 
den  Lehren  der  Differentialrechnung  bis  auf  Glieder  der  ersten 
Ordnung  genau ,  wovon  man  sich  leicht  Überzeusen  wird,  wenn 
wir  AAa  und  A1A2  in  Theilen  der  Einheit  oder  des  Halbmessers 
ausgedrückt  annehmen: 

tang(J-.VAA«)=tangJ— -^^  • 

;  I  ■ 

tang(Ji— ^f*i.Ai A,)  =  tangJi  —   ^^^^j\^  5 
wofSr  wir  uäherungsweise  auch  setzen  können: 

tang  ( J  -  A^  A  Aj)  =  tangj  -  kfi  *~jjä^  > 

tangCJi-Afti.AiAa)  =  tangjj— Äf^  |^J  g'  • 

Führt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  cur  Bestimmung  von 
Jt  ein,  so  wird  dieselbe: 


r±k_   cosAjA,  ^  1  -  taDgAA»(tangJ  -iy  '^' )  , 

r+Ä,  '  C0SAA2        1     X       A    A  /*       ff      8lflA|A^\:- 

l-tangAiA2(tangJi-*fii    ^^^^l  ) 

■    i. 

^^^  COS A A«  -  sin A AatangJ  +  Afi ) ^-^^\ 

cosAi  Ä2 -siiiAi  AfttaDgJi  +  *fti  \  ^ J    "  I 


oder 


Tkeil  XIX.  11 
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ro*(J  I  AA«)  .   .     |«ifiAA«j« 

Am  diwr  ttl«lck«ig  »rliAll  Man  den  folxviiclr« 
dnKk  Ar  ki 


Hat  MMi  abtr  «f«!  rl»««  NillbenMi«iii»eflli  ton  k  K^rfsiMle»« 
wird  M  lauMT  Mck  MdU  Mi«»  d^m  §9p%mem»  der  VIeicbMig 


14^ 
pfA  _"p        tM<J|— it^.A|At)cM|J»U^A^).AAtt 

rf*|  ^  .  *Tr^  eM(J— 4|uAAs)«m:  J|  |"7T^|).A|  A,| 


r|A     eMA|At_     I— Uii«A%«tMNKJ-»Apft.AA^ 
r  I  A|  '  €••  A  A^  ~~  f  —  tmm%  \^  .i^  Unf  t  J|      i  ^i  •  A  |  A^ 


%«NaCiMlif  gMlffdg»  Werlll  t«»  I  •«  lad«»,   wid 
•Mk  Ag  MiA  dM  CMduc«  M  Wf>chM>. 


WcM  »M  ««r  di«>  •pUrWU  il^ttAi  4m  l.f d«Mftir^  mM 
Ririakfa    »iai»!.    M»drfii  direrlW  aU    riM  |.W««»    UlfMklH 

CiUH  di#  tf  tKfi»lir«dr    A«f«alw    rtmr   rt«ta»    mdtrt  PiImI 
•  dto  «k  ii#Hl   km  d#f  ILftfM  niltllriW«  «>«1Imi. 


dM  IHmfci  ^  als  di«  A»rMf  f4M#  rMtenlidUl^ 
gM  rnfdMiliai%alMM  dat  mi  tm*  Urt  lIvfiMM  %m  .1  •«•  dib 
&CM  drf  ^.     fH«  PtrvJrHiM  d«f  I«iiM#  J.l|  ««r  d#«  lUtUMl 


tM  ^  m4  dar  f^Mi*9  TWü  dar  Ata  det  #.  llrr  Müha  TWtl  4it 
Aia  dcf  «  bafa  tmi  drurfiira  .Ha«la  der  Air  dat  jr.  Ml 
•aickaf  dla  IVaja<llM  4m  PmIIm  <db    mT  'm  Ikfiaattla  «m 
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A  Hegt  Der  poüitive  Theil  der  Axe  der  %  Hege  Ober  dem  Ho- 
riionte  von  A,  Die  Coordinafen  der  Punkte  Ai  und  A2  in  die- 
sem Systeme  seien  Xt,  yi,  Z|  und  ^9  |%»  %»  Die  Winkel  A, 
A]  nnd  J ,  J|  seien  auf  eanz  ähnliche  Art  wie  Torher  gemessen^ 
ebenso  die  Linie  B,  welche  jetzt  nicht  wie  vorher  ein  Kreis- 
bogen, sondern  eine  gerade  Linie  ist,  wenigstens  als  eine  solche 
angenommen  wird. 

Nun  hat  man  zuerst  die  Proportionen 

sin(A-f  A|):sinAi=:£f:AA^y 

8in(A-f  A|):sinA  =£f:AiA«; 

wo  pämlicb  A,  A« ,  A^  die  Projectionen  ron  A,  Ai,  A^  aaf  dem 
HoHzonte  von  A  bezeichnen.    Also  ist 

A  A    —         *'°A|  O         A     A      — -  «'«^  D 

^^*"-SH(Ä  +  At)^'    ^^^•-sin(Ä  +  AO 
Ferner  ist  offenbar: 

-  *  ^  •  »    ■ 

und 

jr,= AAs.cosA ,    ^2= ^^S'®^°^ '    ^  =  AA^.tangJ 
oder  nach  dem  Vorhergehenden: 

—    cosAsinAi     p  sinAsinAi   p 

'^«— sin(A+'Ai)  ^'    *«-sin(A  +  AO^' 

sinAftangJ     ^ 

'^—  sin(A  +  Aj)  ^• 

Legen  wir  nun  doroh  den  Punkt  Ai  eip  dem  Systeme  der  xvz 
paralleles  Coordioatonsystem  der  jcy^,  und  t^aeichoep  die  Ceerdi- 
naten  des  Punktes  A^  in  diesem  Systeme  durch  Xs»  Xs»  ^%j  so  Ist 

iei=A,A»«cos(l800— AO,  ya= AxAasinAi ,  j2=AiA,.tangJi ; 

ilso  nach  dem  Obigen: 

sinAcosAi    l,  sinAstnAt    ,, 

I       . '  I  ■ 

sinAtaogJi     „  . 
'*        sm(A-f  A^) 

^ech  der  Lehr^  von  dier  Verwandlung  der  Coordinaten  ist 


IM 

AM#  WMB    (S9tt    V  9NMf||MMMMMI  • 


•MAfAi)  -'"•MA  ♦  A|)' 

•ioA»iftA|  iiifiA»itiA| 

Mii(  A  I  A|) **  alnCA-f  Ai)  ' 

Sm^Atl  ^=*«  "^  +  "aSf-M  A.)  " 

Uh  MMm  #f«Cc«  dlM#f  dlral  «leMliuHir«  «iiid  IdtiitlMlM  C 
cfcwMMi,  M  4am  m«  «bo  Mr  di»  4riUe  VIdciMm;  MeiM»  ««I 

A— %  _  «toAUnirJ,— #iiiA|tai«J 


BmirMi«  »If  jHil  41»  db»  «U  •«•  de»  MitlrlMiAto 
Efi»  Mit  4tiB  HaHNWM^r  pfA  bcAckrid^M  KnUfciM» 
todiMM  utfuiwm  LWra  AA,  miI  AgA«  irtiniwcliwia»  Wh 

«r  4  A):f:AA«=3flO»:f\ 

«riA)9:A«At=3«l*  C;; 
•Im 

.,      AA,    IW        ..       A.At    IHO* 


A--A|  _  «lüAtoMf  J|  - 1^  r;  1  -  «iaA^lMMrfJ  -  A|in 
0    —  »IMA  I  A|) 


!^l>li«»iiiwttil    Ul  «ir 


t-HJ-^AüOilWlJ^Ap^^ 
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tunC 

tang(Jj  -  Afh  Q)  =  tangJ,  - *fh  ^^^  ? 


:     also 
!     h~A, 
H-oraus 


sinAtangJi  — sin  AitangJ— A:(fit  ^^'^^^j  ° 

.siii(A  +  Ai) 


sinAisinC 


«ki 


sinAitangJ  —  sinAtangJi  +  — g—  sin  (A  +  A^) 
sinAismC!^   ^      sidAsIdC^ 


•*  ■» 


^:  ■:/■/ 


cosJ* 


— f*l 


WsJi* 


'■Ht'>Ü| 


zur  ersten  anoäfierpden  Berechq^Dg.  d^^  jRefrf^ctions-CoeflGcieiTOii 
k  folgt.  •      ■**''        *         *  •  '^t  ■■  -    '  '    !  '■} 

*Es  hat  mir  immer  wunscbeDswerth  geschienen,  dass  über  die 
terrestrische  Strahlenbrechung  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  Ther- 
mometer und  Barometer,  namentlich  über  den  vrabren  Werth  des 
Relractions'Coefficienten  k  ffir  die  Temperatur  des  schmelseDden 
ßses  und  die  Barometerhöhe  0^,76,  neue  Untersuchungen  und 
desfallsige  geodätische  Messungen  angestellt  werden  mochten ;  und 
ich  glaube ,  dass  bei  dergleichen  Untersuchungen  die  obigen  theo- 
retischen Betrachtungen  wohl  zweckmässige  Anwendung  finden 
dürften.  Mir  selbst  stehen  dazu  wohl  die  Hülfsmlttel ,  aber  leider 
nicht  die  Zeit  und  Gelegenheit  zu  Gebote.  Möchte  daher  ein  An- 
derer Aldi  einer  selehen  gewiss  sehr  TerdicastlielNKD  Arbeit 
unterziehen ! 


IW 


i 

9 


fUetfrlger  Pertode. 

Hern  E«ll  Kahl, 


IL  1.  KrtMiiäiilt  M  0r««4«M. 


lifM4  fli*  KllMrasfHvcflli  Jm 

1 


"<-.. 


«crlbc 


-11 


INr 


I      A.'        ^      "    A. 


I 


I 


Mit  Hälfe  derselben  0teUen  wir  eine  RefhcriUr  eyf  eioaMier  fof- 
gendeti  Zähler  und  Nenner  zusammen ,  betrachten  diese  als  Gmnd- 
reihe  und  leiten  vbti  ihr,  ähnlich  wie  bei  den  Differenzenreihen, 
andere  Reihen  ab.    In    folgendem  Schema  sind  mit  qq,  Ai,  a^, 

a^ die  tilieder  der  Cüründreihe,   mit   yloo,  jioi,  ^f^%f   Aa^.... 

die  Glieder  der  ersten  abgeleiteten  Reihe,  mit  ^Oq,  ^Ot,  jfia^ 
J^a^ ...  die  Glieder  der  zweiten  abgeleiteten  Reihe  bezeichDet  et^. 

Aa^     jitti      Aa^  ....  Aa^fi—^   Aa^n—\    Aa^n 
J^^   Jp^üi  ....   ./Aitn.^  J^^%^^  .^Aiji»-i 


Jede  dieser  abgeleiteten  Reihen  entsteht  aus  der  nächst  vor- 
hergehenden,  wenn  man  hei  dieser,  falls  sie  eine  abgeleitete  Reihe 
gerader  Ordnung  ist,  die  Glieder  abwechselnd  mit  /3  er,  falls  sie 
dagegen  eine  abgeleitete  Reihe  ungerader  Ordnung  ist,  abwech- 
selno^mit  a  |3  multiplicirt  und  diese  Producte  von  dem  doppelt 
genommenen  folgenden  Gliede  subtrahirt,  wobei  zu  beachten  ist, 
dass  die  Hauptreihe  hierbei  als  eine  abgeleitete  Reihe  nullter, 
also  gerader  Ordnung  zu  betrachten  ist.  Mit  Rucksicht  auf  diese 
Entstehungsweise  haben  wir  daher  folgende  Gleichungen: 

jtfao=2a|  — /3oof     ^iss:2% — «.Ox,     Aai^ia^  — ^.ü^      «.  «•  w» 
A^a^lAair^Aüsit  A^ai=3LAa^^Aaxt  jPa^=AAa^^aAa^vu  «.jW. 

allgemein: 

^i««+la^=:2//*»Ä3  — /J^^^fla    u.  s.  w. 

Auf  folgendem  Wege  lernt  man  die  Beziehung  kennen ,  die 
zwischen  irgend  emem  Gliede  der  Grundreihe  und  den  Anfangs- 
glißdern  der  abgeleiteten  Reihen  stattfindet.  Nach  dem  Obigen 
ergüebt  sich  nämlich  unmittelbar: 

2*0^  =  2-^01  +  2««!   =  -^^«0  +  CL^Oo 

A\i^  -f  ^ImAo^  4-  «^«  «0»* 


I«  iMmwmi  AwMirfrkMi  sprirlit  alch  ibl|tiide<  C»#«€li   am: 


\ 


+  (i»4 1 M*»'«*-  •••♦(*■♦  l),^*^M*-^ 
4  («■♦IWi^^'*^^.  4  -..  (!hi4lM«^^ 

mm  wm  4U  Z«M*r  4«r  ParlialMtelM  4m   hi  K«d*   Mtliwii« 
K«M<«IW«Hm«    Hiitlrl«  itt    In    KhiiMit*   t'^arlMr«  ll*4artiaa^ 
ffiH  «mI  Nhaart  <(irarll»Mi  •!•  (ilicilrr    rinrr  llauplrrtlk«  ••  <mi 
hrmtimmt  ki^ra«*  4it>  abe><|rilrlni  ttrlti^n  uj«  b  Anlnluan  lirs  ■• 
■üttalkar  Va(lMrK*b*»dru ,  »o  rfhkil  wan  l'wUriiJv>; 


#V,=  2,(«4|«).     '*•!     Z,<«4I4>.     '*«,3(a2a»2t>(«^f4); 
rS     (•^2.»2a»^2,)(«^M); 
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»g^ =Z»(«/S + 4)« .    -i«o,  =  ^«/S+4)»j 
>«o=(2Za-|JZi)(a/J+4)«. 

• 

Man  sieht  aus  dein  Vorhergehenden ,  dass  die  gleichetelliffeD 
ieder  der  geraden  abgeleiteten  Reihen  unter;  sich  und  die  der 
geraden  abgeleiteten  Reiben  unter  sich  eine  geometrische  Pro- 
eseien  bilden,  deren  (Quotient  (a^-f  4)  ist,  so  dass  allgemein: 

.i'^+iaots  (2Za-  /JZ,)  (aj?+4)« . 

DieControie  fiDr  die  Ricfati^eit  dieser  ailgemeineD  Ansdrflcke  ver* 
bafft  man  sich  durch  den  Schlnss  ron  2n  auf  2n-\-l  und  2ii-f 2. 
ihrt  mar  nun  die  Werthe  von  ^yo^ ,  .^Oq  ,  <i'<>o  •  -<^ao  ete.  in 
B  Gleichung  I.  ein,  8o  erhält  man: 

'  2«".ZaH-i = (2n  VZ,  («(J+4)«+(2»),  .a.(2Z^-ßZi)  (a/J+4)—» 
•+(2»ya.(«ftZ,(«iJ+4)-H(2»),«.(«/»)(22,-/»Z,).(«/H-4)-» 

+  (2»)4.(a|?)«Z,(a^+4)— «+ 

+  (2«)a»-i  .«.(«(J)— ».(2Z,-|JZ,)  +  i2m)ß»)(ttßy.Zi . 

|2*»-»Z„=(2n~l)o(2Z,~^Z,)(«^+4)»-i 

+tin^l)t  iß.Zi(aß+4)^i+(2n-  l)»(««.(2Za-^,)(«rft|.4)«-« 
+ (2«  -  1)3./J.(«/J) .  Z,  r«iJ  +  4)-« 
+  (2«-  1)4.(«/J)»(2Z,  -^Z,).(«^+4)«-» 
■ +(2n-l)4^.(«/J)«.  Z.(aP+4)-» 

+ (2n-l),«_,(ßft«->.(2Zt-PZi) 

+  (2n  -  l)(«,-i) .  /».  («|S)«-» .  Z, . 

i 
* 

Die  Gleichung  II.  iSsst  sich  in  eineii  geschbsseiiM  JteAdruck 
nwandeln»  wenn  man  bedenkt >  dass:  ^ 

==(2«),Z.(«|J  +  4)-  +  (2«),(««.Z,(a/J+4)— »    • 

"'  .  +(2n)4^«ft«Z,(«|J+4)—«+ (2»W««?.i?,. 


K 


.!-• 
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=  (i»),.«.(iZ,-^2,)(./l4  4>-' 

=(*!- l)..(i2,-^2,)(«^-|  4r-' 

+  (*i-.l)«(i2tHl^M«(l  4  4>»-*(«^ 

-  -  .lV;"<»r4|Vr<l]^-'-|v".;<|4-V''.<l|*  »  , 

-  (to- 1)»#.  i,(«4 + 4r-»  ♦  <*»-iW^-<oa^4i(^  ♦  4)-» 


FMnt  »M  «M«  Aw4ftrk«.  iit  mm  4m  Baflitili 


Uta  llM«ck*WM9M«.  4aM  «r  i;tvi4r(ilM  w>4  4i»  dkvH 
Im  IMIm«  Mt  a*  NMMt.  MW  4*«««  ar*  t»!kUt  ttkiJtam  •« 
«Ml  MM  MmaN  air  Z,  mi4  S,  .Y,  «rf  ü^  «rliMM. 
4«  Awiiirti  lit  «Im  Nmmi**  MHalvIle«.   «w  fallt: 


-'■«BS 


„     _(2^•a-l?^^)  1  rV^-f4+ V^^j^^-H  [V«P+4-  V«^]»— M 

v^;?qr4 


Setzt  man   in  III.   nnd  IV.  die  Werthe  Zi=a,  Zt=aß+1, 
fi  =  l ,  N^=:ß  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  Umformungea: 


II 


^ 
^ 


f:  I 


> 

ff 

11 


i\ 


{J 


f 


Hl 


9 

t 

i 

L 


1*1      t 


/H«5 

Setzt  man  hierin  a=ß=:],  so  erhält  man  fllir  den  Ketten- 
bruchy  dessen  Partialnenner  sämmtlicb  =1  «ind: 

Die  Zähler  der  Näherungswerthe  dieses  Kettenbmehes  bilden 
bekanntlich  die  Reihe: 

Z,=  l,    Za=2,    Zs=3.    Z«=5,    Z,=8,    Z,=13  etc. 

Setzt  man  in  III.  a  =  ß  =  l  und  2^  =  1,  Za=:2,  so  «rhnit 
man  folgenden  fiir  gerade  und  ungerade  m  geltenden  Ansdruck 
als  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  s 


VIII.     Zm= 


(3  +  VB)  (1 +V»)«^*-  (3^V^i  -1«|*<'-v 


•  ■  .  .  * 


i*!,i^ 


'  I 


'..'    t 


t  ■•       .    :  J  • . 


.  I 


,  I 


im^ 


den   Harantgaber. 


IIm  kl  4#f  Vt  Inf •rMa  fvttMNit«  ^kmittm 
Ich  Mir  MM  «bwf  k«rB#»  tteadbivlbiifif  ki  ilf»«  ,J««liri|aaK  4«r 
•i«»clia«i»rli#«  NaIarUllfe  fiir  Ii6lier#  Tiiterriclil»« 
•  ••lall#ii  t««    Ci.  K«rAt#a.     J^Mvite   AlitlleilttaK*     ki#l 


^|l«f  iHmtMmMmmmm  («m  Martini)  (Taf.  V.  Fif.  1)  Iwl^M 
«M  «i»««  frfffcf,  kl  wrlcbe«  «Acll  eHi  Mitof  45*  cMwifttt 
gyliftl  .^  ktkmitt,  4er  kl  a^  Mut»  4f  riifcalifl  kl.  mi  imrk 


!•  4MB  ttftlkale«  mmI  iM^liIctt  ^^Uwl#r  4«0  l*«r»f»lira  bri«4a€ 
•IHl  «kl  iwrtl#f  Mf4ff|r#l  5|.  mwU^^tf  ttoi  d»«  lMfu««lal«  Ab« 
4frMBf  Ist.  AImUii«  liaii«  mmi  4«fdi  Ut^Imwk  4c«i  HpiUgal  ii| 
•Imi  — Mba  ftlall— f  fclini,  4a««  4aa  Attfi«  |H«Wlui«ltl«  6  4lf««l 
4mnk  4aa  Fmwal^  imi4  4«ifrll  HyifgiiBiig  %••  S|  wmI  A  «aW* 
■!■■!  Atta  4rf  lirflaaa  4af  Uraliaag  %••  A| ,  «alclM  aa  mm« 
Uai4tta  aliwilfaa  lal,  «Mi4  4af  Wlnaala«  t'Mi^fmmmn  im'  ImUib 
liaiaHil  %••    aAaaa4M  Haal  aick.    «m  latclM  arakbllkli.    4km  Km^ 


■etiilwa   kaaa.    Ul  Mrkl  la  ikgfrliMi,    ki4««a  mrh^^mi  mm  Sm 

V vaa  aHHacvi  aw   aww^^Kai  •    sot  aaa  laaa^HwsM »     aaa  w  v9i 
VattoMMMf   OUf    lal.    4akM  «aU  »aftii  aa 
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das0  ich  hier  eine  kurze  Theorie  desAelbeo  entwickele»  wodareb 
es  xocleich  etwas  weiter  bekaoat  werden  wird,  als  dies  bis  jetst 
der  Fall  zu  sein  scheint 

In  Taf.  V.  Fig.  3.,  die  ohne  besondere  Erläuterung  Rlr  sicli 
verst&ndlich  sein  wird,  sei  E  die  Entfernung  des  Gegenstandes 
G  von  dem  Spiegel  S,  und  x  sei  die  Entfernung  der  beiden  Spie- 
gel S  und  Si  von  einander,  welche  bei  diesem  Instrumente  etoe 
constante  Grosse  ist.  Ferner  sei  q>  der  gleichfalls  coustante  Nei- 
gungswinkel des  Spiegels  i.S  gegen  die  Visirlinie  AG,  welchen  wir 
aber  nicht  wie  in  der  obigen  Beschreibung  von  der  bestimmten 
Grosse  45^,  sondern  überhaupt  nur  als  constant  annehmen  wollen. 
Endlich  sei  ^  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Linie  SSg 
gegen  die  von  Si    nach  dem  Nullpunkte  O  des  mit  dem  drehba« 


und  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden  soll,  jenach- 
dem  der  Spiegel  S^  bei  der  Messung  zwischen  SiS  und  SgO 
sich  befindet  oder  nicht,  sei  fi.  Dies  vorausgesetzt,  haben  wir 
nach  bekannten  geometrischen  und  katoptrischen  Sätzen  die 
Proportion : 

£ :  a:= sin  ( 180«  — ^(i^  -  f*)  1 :  sin  { 2(^f— f*)  -  29 1 , 
d.  i.  die  Proportion: 

£:ar=6in2(t/;— f4):sin2t('^ — f*) — q>], 
oder,  wenn  wir 

if;— 9=  CD 

setzen,  die  Proportion: 

£ :  or = sin2(^  —  fi) :  sin2(c» — fi) , 
also 


*^    ^      sin2(a)-^)*' 


mittelst  welcher  Formel  man  die  Entfernung  E  aus  dem  an  dem. 
Instrumente  gemessenen  Winkel  (i  berechnen  kann,  wenn  man  di# 

Iaden  einzelnen  Instrumente  eigenthfimlichen  Constanten  x,  ip,  0» 
[ennt;  und  diese  Constante  lör  jedes  einzelne  Instrument  mit 
möglichster  Genauigkeit  ein  fOr  alle  Mal  zu  bestimmen,  ist  daher 
eine  Hauptsache  (i!r  dessen  sicheren  Gebrauch,  welcher  so  ge- 
nau als  möglich  zu  genügen,  man  sich  keine  Mühe  verdriessen 
lassen  darf,  ^ 

Zu  dem  Ende  stelle  man  das  Instrument  in  einem,  beliebigen 
Standpunkte  auf,  wähle  drei  von  diesem  Standpunkte  in  verscnie- 
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KwtÜW—HK  iNHhNlItrli»  f;rir«*fi«lliMle  G.  #f|  .  ^«f  ***• 

£allcfMi»fCV«  #J.  /J| ,  #J,  vnn  dl*«  MpIvfH  .V  m»  H 

nftfflirll.aMi  bf«tni  Aaliirlirh  mit  MaawMitiMii .   uoil  li««l 
49m   l»atmi»«iil«»   «tir    ilir»rn   i|ri*i   ( «rur ffi»Uii«lro    rnUfm 
Wcftllt  dM  icirbrr  dttrrli  ^   Wcrichu^trn  Uinkrln,    trekW 
i«rr>  |i»  Fl*  f<f  lN>M*lrliiir«  «vollrii.  iialflrllf*li  In  der  Wdac. 
AcHbamt  d^  I»#lir8iirli    dr«    InatratnrnU  fordert.     Uaa« 
«Ir  Mob  imm  VorlMricrhcndrn  die  drri  Pro|MMllcHi«ii : 

El  IX  ^MH^  -  fi|):»ift2(fl»^|»|). 

»lii»(M-ji)  ala^M-pft,)..        •'••'^'•rfVir 

•qilrlil.    Hicrasfi  UIkI  ««vfirdcr«! 


MfflH'll 


fang  cWb  »o 

3)    «*"ri^-/^^i^„|.jr^    ,.)■  fv**-Vi«»i<*-iH> 


IbM  »Ml  dir««  Uidc«  Uvftk«  tMi    Uagiy 


0»     #;4a(ih-fHH««»— f») 
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4)      tangSo»! 
gringftslnaCfit— f4)  +  JE|8ln2ftt8lp20ia— fi)  +  g|rip2^lD2(fi— fa) 

■ 

ergMit>  mittebt  welcher  sich  m  berechnen  l&set  Den  llVnikel  ^ 
•rUit  man  dann  ferner  mittelst  einer  der  beiden  Formeln  2)  oder 
3)»  and  x  endlich  mittelst  eioes  der  folgeoden  aus  dem  Obigen 
beleannten  AuedrQcke: 

^^      *  -sin2(t»; -- f*)  ^  ==  8iii2(t-^)^*  -:slo4(^-.|i5  ^^ 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  drei  Constanten  '»Jp»  C9  be- 
sHnirot«  so  kann  man  jede  Entfemnng  £  mittelst  der  Formel  1) 
nos  dem  gemessenen  entsprechenden  Winkel  ja  beredmen* 

'       '.       '  " 

Diferentiirt  man  die  Grßsse 

•    '    • 

^^sin2(»-fi)^  •      , 

Bin2(«»  — fi) 

in  Bezug  anf  fk  als  veränderliche  Grosse ,  so  erhält  man 
oder,  wenn  dfi  in  Secunden  ausgedrückt  ist: 


7)      8£=W.Dr.ry-"l8,>. 

^  8in2(CD»f4)'    ^ 


Hiernach  iSsst  sich  der  Fehler  d£  beurtheilen,  welchen  ein 
Fehler  df&  in  dem  gemessenen  Winkel  f»  in  der  zu  bestimmenden 
Entfernung  E  herrorbringt    Weil  nach  dem  Obigen 

ist,  so  kann  man  die  Torstehende  Formel  auch  so  schreUben: 

8)      SE  =2MinF.    .  ^/f"'^'^ ^  Sf». 

Dass  der  Fehler  dE  sehr  gross  werden  kann»  erhellet  leicht,  weil, 
je  grosser  E  wird,  d.  h.  je  genauer  die  Linien  SG  und  S^G 
einander  parallel  werden,  desto  mehr  sich  offenbar  if;--^) — j^  der 
Null  nähert,  indem,  wenn  SG  und  SiG  einander  genau  Ipandlel  sind, 
angenscheinlich  auch  die  Spiegel  S  und  Si  einander  eenau  pa- 
rallel sind,  folglich'^— fft= 9  Ist    Jedenfalls  erfordert  ein  solches 

Tbell  XIX.  12 


17t 

Avdl  «*«»••    wcMi  Ihr  iiasift  »«f4«i  mH 


SS  MM  MUT  IMV  SMM  •  WMM  wtlß  %Wmti^f0  ||9M|PMf  IM9 

•  PrMMf  im  >i»facln«  iMtraaietiU  Vcimmmmmb  * 
Dil  fuw  ■•■iinii<<f  UteteuMMMM  «clivfol  M«  sImmI 


IkMiMM  wMt  kk  M  llr  gweckniasif  ImIImi, 
J«i  IpüwSiiiitg  M  B  (TaC.V.  Flu.  D^^U^Imm  r 
WUkd§9m\w4m  m  vmsHimi,  ••  4m«  ••  ikii  «m  B 

SB4  dftMndl   MM   r  MVfMlf#   MS  UMlffMIMttCg  J^^^  bMMM^S 

fVM4e«  Immi,    »•Airrii  im  mt  Tfci«rtg  «rf 

JMCfc  jr»  ^»  1^»   «Bl^*^  WmUmsIMI  Cf^MMI 
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HathenaüBChe  KrUftmiiff  etaifferEr» 
sebelnunireii  bei  sph&rischen  Unseii, 
oline  Bflckfliclit  auf  Hn^el-  wmI  Far* 

bell  -  Abwelehnns. 


Von  dem 

Herrn  Rector  Dr.  Weiss 

la  Ansbach« 


Wenn  man  beim  Unterricht  in  der  Physik  und  Hathenatik 
▼on.  der  Annahme  ausgeht ,  dass^  abgesehen  von  der  wissenschaft- 
nehcn  Seite  >  erstere  in  der  Schule  grOndlicher  und  verständlicher» 
lelxtere  praktischer  und  anziehender  gemacht  wird,  dadurdh  dasa 
man  beide  Wissenschaften,  wo  immer  möglich,  mit  einander  ver- 
Iniflpft,  wozu  namentlich  in  dem  dritten  (ytirsus  unserer  Anstalten 
manchmal  Gelegenheit  {geboten  wird;  so  ergreift  man  diese  sicher* 
lieh  gern,  wenn  sie  eine  (Ür  den  Schfiler  leichtfasslicbe  Durch- 
mhruug  zulfisst,  auch  dann  noch,  wenn,  wie  beim  nachstehenden 
Au&atz,  gerade  keine  ausserordentlich  praktische  Wichtigkeit 
beansprucht  werden  kann ,  indem  hier  Hauptsache  ist,  däss  die 
mathematisch  leicht  zu  erhaltenden  Resultate  auch  leicht phy* 
sikalisch  durch  den  Versuch  als  richtig  bestätigt  werden  kon* 
nen.  Hiezu  |;ibt  nun  gegenwärtige  Abhandlung,  deren  nGthiger 
Apparat  io  einigen  Linsen  besteht,  passende  Gelegenheit 

In  ledem  guten  physikalischen  Lehrbuch  findet  sich  nämlich 
flli»  mehr  oder  minder  weitläufige  Betrachtung  der  Linsen -Wir- 
kimgen,  immer  jedoch  ohne  im  Allgemeinen  auf  den  Ort  des 
Aqges,  welches  aas  BUd  beobachtet,  gehörige  Rücksicht  zu  neh- 
men,  wodurch  dann  viele  Erscheinungen,   ffelche  dem  Schüler, 
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4«  4mA  eiM  Um  b  ai#  HmmI  ««Iimimm  Um« 
•MridifDcli  dM.  Imi^m  \m  4m  MmI«  kmmm  mm 
4U  Ar  41«  Prmib  «vIcMfea  KU1#  Jarclyi»«« 
b  P«||«i4Mi  w«IIm  wir  MMi  4m  F«Umm  m  mniai— 
m4  m  4irfto  4er  Asbats  4aM  ab  Pm4miI  m  Jrtf 
Lt>rti»fli  ■■■iffUrfc  b  4«r  •htm  mmmmi^uMmt 
MCHvvrwncvMi    rivriv«    i  •ucifM    man 


Db  Aafgalw»   4b  ulr  ms  nr  LteMK  «MbH 


il 
JLlmuw.  4b  4b  ib«m»«ib  /  bil,  fcbl^r 

il  b  wablMff  IbfiflMi.  EaibrMMM 


»Im  tmb  Ci«f|MilM4L  LbM  m4  Am§m   kmmm   b 
»(brA4M  lUggaT** 


HdtMirtlrt  Uwlffcl  <>  U—  timWU.  »clrbw  w  4  «Mite 
■■Ifiirt .  fmti  urBniir  mU  «Awltt.  «^  «wfcahrt  iai.  ««M 


'-.-^r  -.-ir 


4m  M«Mlt«  tdcfcM  M«  f  «b  MifredMM.   4m  Mf  Ort  «b 
kikffM  Ba4.    M  üb  mA  el«  fiMiUtM  ^  4b  BrM>ii»ilt 
MMMM  MM  «b  MMilirt  /4b  €b#r  cMtriM  l^bM  W4mI 
firMT  bt  4b  «diebWr«  VrOaM  riM«  Ge<MtU»4r> ,  4m  bl 
Ajjpt  fcMrthailto,   4«r  «abm  lir^iM«  4rMilfcM  tkwki 
BitftrMit  vMi  iUg«  ■■§■§ rbt  prrf  iifiriil. 

Der  CiMMbei  bl  veai  Aege  mi  e  f  tf  eirtfcrvt.    bl 
wdbe  CrteM  mg.  m  bt  4Mieerk  eebe 


«fr' 
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Das  Bild  ist  vom  Auge  um  b'\-d  eDtfernt,  seine  wahre  Grosse 

=      y^    ,  folglich  seioe  scheinbare  GrSsse  =  /ä  m  ^(j^ 4. f\   » 

^•DD  wir  letztere  durch  die  scheinbare  GrOsse  des  Gegenstandes 
Ivi^ireii,  so  erhalten  wir  offenbar  die  Zahl»  welche  die  vom  Ange 
OVitfaeilte  durch  die  Linse  bewirkte  VergrOsserüng  Vorstellt;  be- 
•icfcoen  wir  diese  mit  m,  so  ist  sie  demnach; 

r(fl  +  d) f(a+d) 

■-(b  +  dHa+n"  aid+n  +  df 


\,        ad  ,         ad 


o  +  d        '^(0+^ 


$.2. 

i 

Aus  diesem  Ausdruck  für  m  können    sogleich  folgende  zwei 
Igemein  gflitige  Schlüsse  gemacht  weirden: 

1)  Da  der  för  m  erhaltene  Ausdruck  bezfiglich  a  und  d  sym- 
metrisch isty  so  können,  wenn,  die  Linse  an  ihrem  Orte 
bleibt,  Gegenstand  und  Auge  ihre  Orte  tauschen,  ohne 
dass  an  der  Vergrosserung  selbst  etwas  geändert  wird. 

2)  Weil  fSr  a  oder  <2=0  die  Vergrosserungszahl  =1  wird, 
so  erscheint  einem  jeden  Beobachter  ein  hart  hinter  einer 
Linse  stehender  Gegenstand  ebenso  gross,  als  wenn 
diese  nicht  da  wäre;  dasselbe  ist's,  wenn  man  mit  einer 
hart  ans  Auge  gehaltenen  Linse  einen  Gegenstand  be- 
trachtet. 


§.3. 
Die  Entfernung  des  Bildes  vom  Auge  ist 

1 

Bekanntlich  darf  nun  ein  Gegenstand,  wenn  er  deutlich  gese- 
n  werden  soll,  dem  Auge  nicht  näher  stehen,  als  eine  bestimmte 
'dte  (8— -10  Zoll),  welche  man  die  kürzeste  deutliebe  Sehweite 
Ml  und  mit  s  bezeichnet;  als  Bedingung Ülr  die  Deiiliiebktott 
v  Bildes  gilt  somit 
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^+7 


bl.  ins  flattliwJa  BIM  Nfl  4e^kk.   btM 
Ein«  wwktm9  QmH«  fir  elM  m  >iil>nJlti»<i  üi 


Avck  «Ml   aarii  •  iMUtllv  wird»   wm  m  ta  vtr^tvlictt  bt, 

At  im^  Äug»  tnliB<wi  fltmM—  trat  M»ter  itti— ilbt«  «to  Hl 

btwhk—  •  »•Airdi  db«s  ofMlMtf  Midi  ««r  riiN»  iMk^t 

■MM    K«ipi»4«M    b  iMiagfi   H»iif n»w,     d.  b.   «in   w 

IMmi  Wfilriit  »lfd.    Am  i^m  AMdmcke  ffer  f  bt  boMr 

■ck«  dftM  b  BMiebra«  «rf  db  lb«Ublilitit  ^m  .HtcWftMwcIl  t« 

BigiMtMd   «mI  A«f«   «blit  «Imm  Aitdwf  der   blilMB  |^ 


1.4. 


U  wm 


I 

7 


**7=^*W 


kbr  «bd  m  mmi  ä  dn  ^ater  d^  MarW  mHi.    /  aUr  d#f  A»- 

Ih  •  «Ml  < 


fmM%  .  fidtlicll  bl  M  mw  |Mi*ftlh .  «mI  »ril  d«f  ? 
VMi   «  fflMpf   al«  I  bt.    Inaicf  mit  r%m  Bmcll;    «mi  «Mi 
imtk   «bt  !*«•€•«  •  LbiB  d««  litn—taad  ««r 
Md  vtfUi^Mft,  mM  AmmmtJkm^  dt«  b  f  i.  I)  aM^lttrtm  F4 
UftI«  MMt  gbMiM  ÜMwIiad—  (M  diMiib—  «  md  ^ 
«  ab,  waaa  ZaMaiaH.  db  Varftiibiif  ag  bt  ab«  daaa  «a  m 


aCiHbf •    b    abiarf  db   Bfeaa«i#Ma  d«f  Ztratravaaga  •  Lbaa   bl 
Db  eattfraaia  daa  Bildaa  bC 


I 

•  *  f 

aba  «a  aa  kWMV.  ja  yabif  db  Br«Mwalla  bl:  bt  aM  rf  alill 

ab  a.  aa  kaaa  kaaaadafacuaaa  a  aatk  facM '"  " 
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f.  5. 

Bleiben  a  und  d  nicht  dieselben,  findert  sich  z.  B.  a,  d.  h. 
bMben  Auge  und  Linse  an  ihrem  Orte,  wird  dagegen  ikr  6e- 
geMtand   lunter  der  Lina^  gerückt,   so  ändert  sich  m,  ^b  wird 

grosser  oder  kleiner,  wenn  der  Ausdruck  .  4.^%/    abnimmt    oder 
zunimmt;  schreibt  man  diesen  Ausdruck  so  an: 

d 


(1  +  ^)/ 


so  ist  alsbald  ersichtlich,  dass  er  mit  wachsendem  a  auch  wichst 
und  mit  abnehmendem  auch  abnimmt,  hiedurch  bewahrheiten  sich 
die  Folgerungen: 

1)  Ffir  a=!0,  wenn  Gegenstand  hart  an  Linse  steht,    ist 

fii=l,  also  keine  Verkleinerung; 

2)  Rflckt  der  Gregenstand  immer  weiter  von  der  Linse»  OT 

wird  das  Bild  immer  kleiner  und  bei  0  =  00,  d.b.  wenn 
Gegenstand  überaus  weit  weg  ist,    ist  die  Verkleine- 

""«  =fird- 

Weil  <  die  Entfernung  des  Bildes 

1 


=  d+ 


ist,  Bo  nimmt  c  mit  wachsendem  a  zu  (fSr  a=0  ist  <=<!),  und 
fttr  a=aD  ist  B^d-^f,  durch  eine  Concav-Linse  kann  deesbaib, 
wenn  d  nicht  schon  =«  ist,  ein  näher  stehender  Gegenstand  un- 
deutlich, ein  weiter  entfernter  aber  deutlich  gesehen  werden. 
Wenn  i{<# — ^ist,  kann  das  Bild  nicht  deutlich  erscheinen. 


Aendert  sich  d,  d.  h.  bleiben  Gegenstand  und  Linse  un?^ 
rüAt,  und"  entfernt  sich  dagegen  das  Auge  dßs  Beobachters,  »o 
iadert  sich  m  in  derselben  \^ise,  wie  vorhin,  da  der  Ausdruck 
von  m  symmetrisch  In  Beziehung  auf  a  und  d  ist;  man  hat  somit 
dieselben  Folgerungen  wie  vorhin,  man  darf  nur  statt  Gegenstand 
^Ange"  setzen. 
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-r—T'>'' 


1.7 


Ort 
G«gMMlMi4  Mid  Attn  Mivefficit  bleibe« ,   e«  bt  aMmm  •  4  d 
■tiS4it  «•<  =c  wmd  4$nmm  •-=.c— il;   »eUt  «mb  <§>■>•  te 

1  I 


---.=^G-i) 


.     £  ..-._..      -._.  .  rrf-^ 


«M  «Im  4m  BiM  Imaw  kM^r.  iMwW  »kliJMJM«  »Mi  Aar 
11»  aber  MW  im  C*McImmk 


rf(r-rf) 
er" 

mdAmWmik 


li 


M|(.  Jh— t  Wvttk  akw,  4m  Natar  4er  JtariM  aadi .  aicM 

alr  MMfiNca  4mt.  ••  Ut  4m»  WmIm««  ««a  »  am  tkm  ISttoM  g» 


im  Utkttm  Vlmtk  f«i  «  »  ^    M.    4«r  M  tf  Sf 


trtita  «#  lit  Mf  ImImIs  Wflfi«  ?•• 


'♦; 
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Es  iiimmt  also  die  Verkleinerane  nur  zu,  bis  die  Linse  in  der 
Mitte  Ton  A^ge  und  Gegenstand  steht,  hier  hat  sie  dann  ihre 
grOsste  StSrke  erlangt,  und  von  da  an  wird  das  Bild  wieder 
grosser. 

af 
Die  Dentiichkeit  Ist  nach  der  Formel  €  =  d  ^  -h-    ■«    ^^ 

messen,  allgemein  kann  ans  dieser  jedoch  nichts  Erheofiches  ge- 
folgert wercßn. 


Nfthere  Betrachtung  der  Gonvez*  oder  S«minel 

Linsen. 

Da  hier  /  negativ  ist,  so  ist 

1 

m=s  — 


1-         «^ 


(«  +  ^/ 


soll  hier  m  positiv  sein,  so  muss  TTTJ^Tf  <  1  ausfallen«  gleich- 
zeitig ist  dann  aber  der  Nenner  von  m  ein  ächter  Bmeh ,  somit 
m  immer  grOsser  ab  1,  woraus  also  der  Schluss:  durch  eine  Sani* 
mel- Linse  kann  man  die  Gegenstände  aufrecht,  dann  aber  immer 

all 

vergrcissert  sehen.    Da  aber  (~-\j\f  ^^^^    ^'   ^^^^  kann,    so 

kann  m  auch  negativ  und  zwar  dem  numerischen  Werthe  nach 
kleiner  oder  grOsser  als  1  sein:  durch  Saramel-Linsen  können  so« 
mit  auch  umgekehrte  und  dann  vergrOsserte  oder  verkleinerte  Btl*. 
der  bewirkt  werden. 

Hierüber  lässt  sich  im  Allgemeinen  sagen,  dass,  wenn  a  oder 

od, 
d  oder  beide  zugleich  kleiner  als  /  sind^  so.  ist  r^T^^l«  ^^nn 

'st  s.  B.  a</',  80  ist,  weil  cl>a-|-cl  und  a<^ist,  offenbar  auch 
das  Produkt  7  •     ,    .  <  l.      Sind  a  oder  d  oder  beide  zugleich 

ad 

=^  SO  ist  ebenfalls         ^^  <  L    In    allen  genannten  Fällen  ist 

demnach  das  Bild  aufrecht  und  vergrossert.  In  dem  einzig  nun 
noch  mßglichen  Falle,  #0  a  und  d  jedes  grösser  als  ^  ist,  kann 


z — j— jw  ^^  1  sein. 
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•  <^  M  «tau  MM  rir  f  dMi  iMMitbM  W«rtb  >7t  bl  «M 


i(>-|^y»    ••    #fllält    HM«    ebMifalb    ttoa« 

'Wtftli,  4if  aliir  <if ;  t»  AeMii  ImMc«  PUW«  «M  m»  9  mM$ 
fmaUkkm  «mI,  w«mi  »>bm  jtrfl— ar  sU  l«lst«fM  M»  «In  4m^ 
nJSm  BiM   «talirMliMii.    E«  kaM    CMWeh   aber  Mdb  Mih  M 

4mi  Mast  Htmlimi  trH««  ••  mi«  4«f  iJim« ,  iUm  sie  •#■!  b 
4«M  A«n  «fai  BIM  #rB«8f|««L  »i«  trrfen  »oailt  r#a%frnln>4 
Aage;  m  aber  miMm  ^r»bl€a  Mir  ein  iifid#«tliriNMi  •  Ja  wm 
p»  Ma  Hwkm  tefuraadiea,    ao  eaUUrht  lai  letatcraa  Tala 


fV. 


vV  V  aaaMBaB  mm  aa  #  s  aiataa  aaaaMaa »  aa  aasavv 
Aa  giniBuMta  Baifanwac  4aa  Aa«#a  tar  LIaaa  akht»  9m  rtfka 
4af  CSaiaiiüaaJ  alhaiwMb  taa  4af  liaaa  tiag,  Ia4 

vaa  0  lafeafiaJ  ala  Wartha  Ua  aa  »  dardMMckt 


Ea<i»a<ii  Ut  I)  d^f,   iaaa  lal  .^^ ^  «b  ■HmIMcIi    mÜ 

I  RMaM  läTlItaraM  IM  iiiliiHit.  Jm*  4«t  & 

i  av  aafi  aa  aav  i^Maa  aiawlt 


atadMM»    Ja  aMW  at  akb  aaÜvtat,    galatst   »eaa  a 

lal,    bat  «  4aa  Wrrlb   7^  •  («»np  Irkbt  abaaafbta> 

MMi  aaaai  ■abitilahi)>  aa  bi  mmiI  ki  dRaaa«  FaMa  «a 
MkaUbafa  VaigiliaMaaa  4ar  ZaU  «Mab.  «alcW 
tIahMl  gfiMgf  ab  IttM  »in*.  4aa  ilarcb  4b  Lbaa  tM 
Oft  4aa  Aafaa  »labca^aa  Grgt— Uii4  aaUlabt    (Ea  bt 

VwtiiaaMMHiiibl  4aa  IHMaa  bf^aaallbb  m  rf -  . 

) 


(Mar  O  aa  bl  d'^f.    tum  »bcbal   ^^7J^    Mdi  ^^ 

taa  a.    bMbC   abtt.    b4aM  aa  raacWf  »telUI.    bab 


bai  a^  «     gt  a.  b*  MMa»  »aaa  aaf 

Mib  kMMl.  «•  •«•  Ai««  «in  MM  4m1»  «•  Um*  «m 
4m  Wwtfc  I  M.  •  tot  MvH  «ia*  bmIiw  »lAinJi  I«M. 
I  «i4  M  4m  lilili tu  Mm4  u  a.    Vm  4» 
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ner,  bei  a=  ^  ^^f  =  —  1  und  zuletzt  bei   d=Qo  wieder    7— g* 

In  diesem  Fall  entsteht  also  zuerst  ein  vergrSsserftes  aufreehtes 
Md>  das  schnell  mit  der  Entfernung  von  der  Linse  wäelist»  an 
efaieiii  gevHssen  Pdnkt,  vrenn  nämlich  der  Gegenstand  an  den  Ort 
gelangt  ist,  wo  vor  dem  Auge  ein  Bild  entsteht,  ist  die  Vergr5s- 
s^ffimg  nnendlich,  das  Bild  somit  nicht  wahrnehmbar;  bei  fort* 
gesetztem  Wegrücken  des  Gegenstandes  Ton  der  Linse  entsteht 
eh  mngeicehrtes  vergrOssertes  Bild»  das  allmählich  an  GrOsse  ab« 
nimmt  und  dadurch  bei  einer  gewissen  Entfernung  in  seiner  natflr- 
lldien  GrCsse  and  endlich  gar  als  verkleinertes  erscheint,  wobei 
znletzt  die  Zahl  der  scheinbaren  VergrOsserung  dieselbe  ist,  wie 
die  der  wirklichen  desjenigen  Bildes,  das  von  einem  am  Ort  des 
Aqges  stehenden  Gegenstand  durch  die  Linse  bewirkt  wird. 

Ffir  die  Deutlichkeit,    welche  aus  der  Entfernung  des  ent- 
stehenden Bildes  vom  Auge  beurtheilt  wird»  hat  man: 

1)  wenn  a  </*,  so  ist  s=:d  +  —-  ,  sobald  diese  grSsset  ab 

s  ist,  ist  das  Bild  dentlicfa; 

2)  wenn  a>/,  so  muss  d Hr  >*   Bmn,     wenn    das 

^  f 

Bild  deutlich  sein  soll,  ist  aber  gar  c{<  "ZTf*   ^^  ^^^ 

das  Bild,  weil  e  negativ  ist,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  ist,  entweoer  gar  nicht,  oder  höchstens  nur 
sehr  undeutlich  zu  sehen. 


S.IO. 

Bleibt  a  dasselbe  und  ändert  sich  nur  c/,  behalten  somit  Ge- 
genstand und  Linse  ihre  gegenseitige  Entfernung,  rückt  dagegen 
das  Auge  allmählich  von  letzterer  weg,  so  hat  man  ganz  auf  die* 
selbe  Weise  die  Erklärung  der  nämlichen  Erscbeinnngeii ,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  nor  muss  man  d  mit  a  vertanseiien« 


$.11. 

Bleibt  endlich  die  Entfernung  des  Auges  vom  Gegenstand  die- 
selbe, rückt  dagegen  zwischen  ihnen  iiie  Linse  von  ihrem  Ort, 
ist  desshalb  a-f  d=c  beständig,  so  ist,  weil  a^^c — d  ist, 

ad      d(c-^d) 

(o+rf)r"    cf   -"• 
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m<f.  m  «tau  MM  fir  t  cImi  {MMÜbM  W«rtb  >7$  bl  •>|| 
ddbtl  alwrii > -^ ,    ••   •riUh   mm   eliMfalb    cIsm   fMÜvM 

*W#ftfe,  4if  •!•?  <if;  !•  AeMfi  ImMm  PUIm  «IrJ  mm  •  wM$ 
mmWoImi  mmI«  wMtt  M>t<m  «rtai«  »U  lelstMM  M»  «!•  4h^ 
HciM  BiM   «takiMbMM.    E«  Im«    M^lieb   aber  Mdb  mA  M 

•  >/t    ^</I->  •^•*   'am  lUlt  der  Werlb  fkr  i 

4mi  MmI  HtmlfeMi  trHMi  ••  «••  4«f  Uim« ,  iUm  sie  •#■! 
4mi  An«  «h  BIM  #r»i«f|M^    sit»  trrfen  «Milt  r#«% fruit <Mi 

IM   •' 


Aage;   m  aber  miMm  Strablc«  Mtr  ein  viMleMtbrbes,   Ja 
$t»  b«ia  H«hM  «rmraacbca,    ao  eatalabt  Im  leUtcr#a  TaMa 


t.V. 


vVV  aaaMMB  mm  as»  m  aMiBv  asaaaNM»  aa  aasa^v 
Aa  umBiiMfa  Balfanwac  4aa  Aat^  sm  LImm  airbt, 

rM  0  lafiafaaJ  ala  Wartba  Ua  <a  »  dardMMckt 


Ealmiai  Ut  I)  d^f,   iaM  lal  ..^^  «^  allMlbfcb 

«  WMiMadbf  BrMb.  fihlbb  m  cIm  mmmc  Mikr  wackaaMa  p** 
al«M  ibat  I  ifMM  aEaUTlIlanMa  lal  MakMhb»  ^Ma  4af  & 

m  haH  m  4m  Usm  alabl.   MMtal  hi 

t  aacü  aMi  aacs  aaac  MaaMc  fffaaaav 
Macbaiat»    ja  aMbr  «t  akb  aatfcrat,    aafaUt   »eaa 

lal,    bat  M  4m  WrHb  ^^.  (nie  Irkbt  eiaMaaba«,  ti 


MM  «aiM  aabaÜMrl),  m  iai  mmÜ  la  dRaaaM  FaMa  4km 
mmhmUhmim  VMgiliaMaaa  4m  ZaU  «Mab.  «alcW 
tIabMl  gfiMgf  aia  IttM  »Ibn^.  4a«  Jarrb  4«9  UaM  «M 
Oft  4m  AaffM  alabca4M  tfr99MUa4  «iiUlabt    (Ea  bt 

41a  V«fgf«aaafMt*tabl  4m  KMm  b€4MallM  «  /  ^    . 

€Ma  oaKaAaaaa^aa  aMNMraiaf  i 


«   M  lal  rf>/.    UiM  wAcbal    j^  J^^ 
tM  «.    bMbC   abtf.    Mmi  aa  raacWf  »telUI,    kmkm 
0MM9  aiMMl aMaft bat  '^^,^/*  4-  ■ 


4m  W«rifc  1  M.  «  M  MMÜ  «ia*  mmIui 

'    I  m4  M  4m  hUü tkmi  wt ».    Vm 
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ner,  bei  a=   ^ ^9/  =  ~" ^  «"^  zaletit  bei  i{=qd  wieder    7~i* 

In  diesem  Fall  entuteht  also  zuerst  ein  vergrSesertee  aafreehtes 
Md,  das  schnell  mit  der  Entfernung  von  der  Linse  wächst»  an 
etneni  gewissen  P'uikt,  wenn  nämlich  der  Gegenstand  an  den  Ort 
gelangt  ist,  wo  vor  dem  Ange  ein  Bild  entsteht,  ist  die  Vergr5s- 
sening  unendlich,  das  Bild  somit  nicht  wahrnehmbar;  bei  fort* 
gesetztem  Wegrücken  des  Gegenstandes  Ton  der  Linse  entsteht 
efai  umgekehrtes  vergrOssertes  Bild,  das  allmählich  an  Gr5sse  ab« 
nimmt  und  dadurch  bei  einer  gewissen  Entfernung  in  seiner  natdr- 
lieben  GrCsse  and  endlich  gar  als  verkleinertes  erscheint»  wobei 
zaietzt  die  Zahl  der  scheinbaren  VergrOsserung  dieselbe  ist,  wie 
die  der  wirklichen  desjenigen  Bildes,  das  von  einem  am  Ort  des 
Aages  stehenden  Gegenstand  durch  die  Linse  bewirkt  wird. 

Ffir  die  Deutlichkeit,    welche  aus  der  Entfernung  des  ent- 
stehenden Bildes  vom  Auge  beurtheilt  wird,  hat  man: 

1)  wenn  a  </*,  so  Ist  c=cf  -f  j^  >  sobald  diese  grösser  als 

s  ist,  ist  das  Bild  deutlich; 

2)  wenn  a>/*,  so  muss  d ^^*   sein,     wenn    das 

^  af 

Bild  deutlich  sein  soll,  ist  aber  gar  d<    ,_ />   ^^  ^^^ 

das  Bild,  weil  e  negativ  ist,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  ist,  entweder  gar  nicht,  oder  höchstens  nur 
sehr  undeutlich  zu  sehen. 


5. 10. 

Bleibt  a  dasselbe  und  ändert  sich  nur  c/,  bebalten  somit  Ge- 
genstand und  Linse  ihre  gegenseitige  Entfernung,  rückt  dagegen 
das  Auge  allmählich  von  letzterer  weg,  so  hat  man  ganz  auf  die* 
selbe  Weise  die  Erklärung  der  nämlichen  Erscheinungen,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  nur  muss  man  d  mit  a  vertauschen« 


$.11. 

Bleibt  endlich  die  Entfernung  des  Auges  vom  Gegenstand  die- 
selbe, rückt  dagegen  zwischen  ihnen  uie  Linse  von  ihrem  Ort, 
ist  desshalb  a-f-il=:c  beständig,  so  ist,  weil  a^=:c — d  ist, 

ad      ^^  d(c-^d) 


17» 


m<f.  m  «rtaM  mm  flr  t  cImi  |MMltbe«  W«rtb  Sdi  bl  •>!( 


*Wtftli,  4if  aliir  <if ;  t»  AeMii  iMMM^nilM  «M  mm  t  mM 


•  wMtt  M>Mi>  trfl—ar  sU  i«f8t«rM  ML  «In 
E«  kura    eMilieh  aber  MMb  Mi 


BiM   «talirMliMM.    tm  tmmn    M^lkh  aber  Mcfc  Mcli  M 

4mi  MmI  HtmlfeMi  trHMi  ••  mi«  ^et  tAmme ,  iUm  sie  •#■! 
4mi  A«m  «b  BUd  wfwmtitmiL    9^  trrfen  mmmII  r#«%gr||if4 
Aafe;   m  aber  miMm  Htrubic«  Mtr  eb  iiiMl#«tliriNMi »    b  b« 
§ßf  Mm  Hwkm  «rmraadiett,    «o  e»UI#lit  Im  btslcr#«  Tal« 


db  tMi  4m  Lb—  wag ,  b4rM  •  m 
f^M  0  ■■fefMJ  ilt  Wartbr  bb  <•  »  dvrdMMckt 

Ealmiii  bt  I)  il^^   Jm«  bl  ..^^  «b  aHMihHdi 

I  RNM«  läUTHimM  tot  iiililHit.  Jm»  im  4*> 

^0   k^«*    ^^   Ä^m    1.^^^«    ,^-^t         ^^^^^    ^ 

w  MW«  ■■  v^v  aMH^v  ^vwi  0    WWW  m 


,    j#   MMT  «f  akb   Milltnit,    mbUl   »eaa   • 
bl,    hal  M  4m  Wrrlb   7^  •  (n b  Irkbt  «bMMbM«  «< 

MM  «SM  MbaliMrl),  m  bl  mmÜ  b  dRaMM  Falb  4b 
•akalsbata  VMgiluMMa  4ar  Zabl  «bbb,  «talcW aaaalgt  «b 
tbiMal  grlMgr  ab  MM  nktr.  4mm  imitk  4b  LbM  tM 
Oft  4m  AaiM  alabca4M  Gr9MMlaa4  aüUlabl.    (Ca  bl 

4b  VartriaaafMffaiay  4m  IHMm  babaMlIbb  - /^-^. 

) 


04ar  «  M  bl  d^f.    übt  »bcbal   (^^ 

tatt  «•    biabi   abat.    ia4<M  m  raacbtf  »Aclbal. 

«  «hhJbI acMtt bat  a^  «    y,  4.  b*  4aMi«  waMi  4af 

Mri»  kMMl.  «•  •«•  A^pi  «to  HM  Ami»  «•  Uw*  «M 
4m  W«rifc  I  M.  «  tot  «MBit  «to»  bmIu? 

'    1  «i4  M  4m  liti» Mm4  «^  ».    Vm 

• .  iMnt  mIm  it«M.  Mcb 


179 

ner,  bei  a=  ■,  ^9^  =  —  1  und  zuletzt  bei  c2=qo  wieder    733  • 

In  diesem  Fall  entsteht  aUo  zuerst  ein  ▼ergrösserftes  aufreehles 
Md>  das  schnell  mit  der  Entfernung  von  der  Lhise  wächst»  an 
einem  gewissen  Pmikt,  wenn  nämlich  der  Gegenstand  an  den  Ort 
gelangt  ist»  wo  vor  dem  Auge  ein  Bild  entsteht,  ist  die  VergrOs- 
sMng  unendlich,  das  Bild  somit  nicht  wahrnehmbar;  bei  fort* 
besetztem  Wegrücken  des  Gegenstandes  Ton  der  Linse  entsteht 
iMf  mngeicehrtes  vergrössertes  Bild,  das  allmählieb  an  Grösse  ab« 
nimmt  und  dadurch  bei  einer  gewissen  Entfernung  in  seiner  natflr- 
lieben  GrCsse  und  endlich  gar  als  verkleinertes  erscheint»  wobei 
zuletzt  die  Zahl  der  scheinbaren  VergrOsserung  dieselbe  ist,  wie 
die  der  wirklichen  desjenigen  Bildes,  das  von  einem  am  Ort  des 
Auges  stehenden  Gegenstand  durch  die  Linse  bewirkt  wird. 

Für  die  Deutlichkeit,    welche  aus  der  Entfernung  des  ent- 
steh^den  Bildes  vom  Auge  beurtheilt  wird»  hat  man: 

1)  wenn  a  </*,  so  ist  c=cf  -f  7-^  »sobald  diess  grösser  ab 

s  ist»  ist  das  Bild  deutlich; 

2)  wenn  a>/,  so  muss  d ^>*   ••^^     yvinn    das 

^  f 

Bild  deutlich  sein  soll,  ist  aber  gar  d  <  ~~~>9   so  ist 

das  Bild,  weil  b  negativ  ist,  wie  schon  früher  bemerkt 
worden  ist»  entiveoer  gar  nicht»  oder  höchstens  nur 
sehr  undeutlich  zu  sehen. 


5. 10- 

Bleibt  a  dasselbe  und  ändert  sich  nur  c/,  behalten  somit  Ge- 
genstand und  Linse  ihre  gegenseitige  Entfernung,  rückt  dagegen 
das  ^uge  allmählich  von  letzterer  weg,  so  hat  man  ganz  ai^  die* 
sfllbe  Weise  die  Erklärung  der  nämlichen  EfBcheinunge« »  wie  im 
vorigen  Paragraphen»  nur  muss  mau  d  mit  a  vertaosdien.    . 


$.11. 

Bleibt  endlich  die  Entfernung  des  Auges  vom  Gegenstand  die- 
sellie,  rückt  dagegen  zwischen  ihnen  nie  Linse  von  ihrem  Ort» 
ist  desshalb  a-f  d=c  beständig,  so  ist,  weil  a^^c — d  ist, 

ad      djc-^d) 


Not  kit  wMiT  wte  1«  f.  7.  w  tmelHMiid.  wew  d  widM.    Oi 
I 

M»    «»fi::^    M,    OT   BlMSlt    alM   «  Mit  dOT  WidHOT    VW  if 

8B  WMl  Im  9  09  iMUM  fP  MC9I  CVsflSCV  ftM  1    IM  9  #MM  B#MVV#  JHMk 

«b  I.    Ü*  abOT  Mck  Uw  wi«  fai  f.  7.  «  tai  Wi  ' 


-|v  gafcOT^e»  bt»    M  bat  mm  vor  AOmi  n 
UmMwtrtli^l  bt;  M  JImot  aarFiOI.OT 


Wf  ab  1  Mb,  4aM  aWr  luuw  m  iafcil  Mck  Mgatft  m4  i^W 


il  MS  e<4^  M  M  M  hadM4M«  =^  M  li  -»l  , 

Mt«|g|lt,  fr«Mi  MM  Jb  Mm€  %mi  Am«  rirlt,  «b 
hgMJfa  m4  terpfloatflM  ««frfKrlitc«  Bilil^  «teicW«  aM  «••»> 
bt,  WMM  db  Lbit  BwbchMi  A«||#  «mI  ijiatMtM<  b  4m 
•  atekl,  iMS  abM  wMar  b  aabar  CrteM  abalMMl  mmI  aM 
frabaft,  fiMM  «•  LbM  mi  CtfMilMJ  atabt 


lal  e> 4/,  M  asIalaM  cbcafalb taaral  ab  a^ftadUM 
■M,4mM 


i-vr 


rM  bl,  («ta  alMlIab  it-sl  wMk  4aMi 
4af  IBtto  alahc.  b  wakbaM  Fat  Aa  Zalldav 

M  VMHiiiiifMg  1»  1^^  bt    RicM  db  liMa  Mcb 

wM  4aa  BIM  «tMar  urfiMaf  «i4  aaeadlkli  graM  M 


t 


ilvr  aaücli  «Maf  aW«»« 


tvwa« 


KMa  ftpaacHcvsaN  wtfff«  wia  m  acs  aatoaa  t#CM€vgav€MaaB  ^^ 
vasffVMailf* 


181 


Entwlekelmigreii  elUptfsclier  Intesrale 

In  Ilellieii  und  der  daranf  gresi*fliide- 

ten  Veri^ielchnngren  dersellben. 

Mit  Besugnahme   auf  meinen  früheren  im  3.  Hefte  des 
!•  Tbeils  dieses  Archivs  aufgenommeoeo  Aufsata. 

Von      ' 

Herrn  Nicolaus  Wilhelm  Schalte 

zu  Obtirwtiisbach  bei  RndoUtadt. 


I  ■  ■  [i  I    I 


Ich  werde  zonäcfast  solche  Ffille  anfahren,  die  untet  der  all- 
gemeinen Form 


/h^         dtp 
V 1— cHina«  / 


•c^sin^^^ 

begrUfen  find »  nSmIitsh 

. .      P         da: /^dx 

Man  reducire  nach  der  bekannten  Verwandlang  von 


!  ;. 


sin^ 


!t 


ay  «nte  GKM  auf  die  Einheit  nnd  zeriegtf     •  '  '  ^  ' 


Im  fMlIc  Factorr«  w^m  de?  Fi 


^^^f 


1) 

/*ä0      J_  r dm  ^      I      /*         A 

rlWI  Ml  MC«  4MI   MVMflNI    vWwMfM 
4Mfct.  ^ 


V  ■-•rc(eM«isM«n«w 


M.  M  Mit  tiNiiMil.  ^  4m  Immti  fer  «  «f 
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/*i*  P  1  P  1 


o  o 


/»^  ^■^'^  3 

O 

Also  gestaltet  sich  vorhergehende  Reihe  (2),  da  ^n  eio  ge- 
meinschaftlicher Factor  aller  integrirteo  Glieder  wird.  Indem  man 
das  negative  Vorzeichen  des  letzten  Aiisdn|cks  in  (1)  beichtet, 
in  folgende: 

W^l}^  2(l+p)    +  8(l+p)« 

Setzt  man  wie  frfiherdas  zweite  Glied  =0,  wodurch  0= — 

'^         c 

wird,  upd  substituirt  diesen  Werth  von  p  überall  statt  p,  so  fal- 
len alle  ungeraden  Glieder  weg,  und  man  erhält  nach  gehöriger 
Ausfährung  und  Anordnung  der  GHeder: 

«/      V^l  —  c^sinqp* 
»V2      Fl,  3/    c^  V  ,  3.5.7/    c«    \4 

.  3.6.7.9.11^    c«    ^«  .  3.6.7.9.11.18.16^:    c«    ^«  T 


Diese  Reihe  coiiveiffM  desto  «ehnoUer,  je  kMner  c  M>  ile  hört 
aber  auf  zu  convergiren,  wenn  \y ^  =1  und  grösser  wird.* 


Berficksichtigt  man  femer  den  Factor « — -^ —  in  (1)  und  setzt 
statt  c  und  m  obige  Werthe,  so  komiat  nach  g^öriger  Reduction : 


4) 


/ 


Vm 


D 


/ 


1^4 


«TP 


db 


Vi^4«*^{«4Ä«* 


= vWTO^'*  ^srj-^)**  - 1 


r«nw  Mft« 


htaria  «-^  statt  •  Mtal 


•) 


IMat  MM  la  (4)  ^al*-^.  la4«B  r=«— ^  »M.  m 


T> 


/ 


v^ii^  M*iiC£^^-i 


•) 


•4#alill«.  M 


,^   Va^Z-^-tf 


■  vtfCf^ft^'  ♦  iCri^T*  -» 


h 

i 


i8d 

AnnüBrktoiie  h    Die  Werthe    von  k,  m,  n  und  \  sind  in 
IL,  III.  und  VI.  belcanntlich  dieselben  wie  hier. 

Anmerkung  2.    Es  ist  nicht  gerade  noth wendig ,   das  be- 
treffende Differential  auf  die  allgemeine  Form 

d(p 


V^l-c^gjug,« 


zu  bringen;  sondern  es  genügt ,    wenn  man  x*  B.  hier 
2  =  sin9  setzt,  wodurcii  man  erhält: 

/dx  1       P        dtp 

V^  mVaJ  Vi  ^  Aising«' 

Verwandelt  man  nun  auf  obige  W^ise 

[  (1  +  P)  -  (P — Ä«sin9^)  ]-i  i  d(p 

in  eine  Reihe  und  fflhrt  nach  den  dortigen  Bedingungen  die  Inte- 
gration aus»  80  erhält  man  dieselbe  Reihe  wie  letztere. 

P         da:  P  dx 

II.  1    /.  '1  ..•CS  /    — »• 

J  V  a— /5ar*— yo:*    J        -* 

Man  verfahre  anfönglich  wie  in  I.,  dann  B^itt  man 

cosop  .  1    - 

also  ist 

/dx        \     r  dx  _     \     p  dz        

c      /* rfy     

—'^mVaJ  Vi  — c« sin 9«' 

Da  wir  hier  fjir 


t/" 


V  l-'c»8in9)* 


dieselbe  Reihe  wie  (3)  erhalteo,  so  haben  wir  nar,  aik  9er(lck< 
sichtigung  des  Factors  -— - ,  die  Werthe  von  c  und  m  dort  ein- 
zusetzen;  und  da  wegen 
Thell  XI\.  18 


^mtnitmmh 


-v^^ 


«M  «  «•  OtmumUm  0  m<  y^)  ''^'  **  '^ 


b['*JOft^'*^S^C^)**-l 


Fir  AbS*-/I  «rini  y««— /l. 


N) 


^ifapj'^+iG;^)'*  -J 


8«M  IM»  hMB  m-^ß  «MI  «.  w 


Betel  MM  hl  (9)  A»i«-I-^.  M  wM  r&:«4/I.  «MMa 


W) 


-  wZ-Tfi^'*  ^if.^' * 


m^ß  t(kM  m  ftüM.  ••  Ufß 


III) 
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,3)      r    "* 

^  V2(3«-2/J)  ^^  +  4«  C3«-2|SJ  +  •••••1  • 
r  dx p  dx 


/;£te^_J_   r  dx 1      p  dt 


VT^«  /* «f? 


t/VT 


Uier  ist 
gesetzt,  also  folgt: 


.  11       Ij/"    2g     , 


Da  nun  für 


9^0    und    ^=n« 


respective 


a:=w    .  o    and    a?  =  aD 


— 17~ 


14) 


J V  -^a^afl+yx* 


f'^M.fcJ 


13» 


Pir  AbS*-^  »M  r^m^p.  «Im 


IS)  #     ,,«=^_^ 


7iÄ^»'+^G:i^)'+-i 


8iMMay«la«-f^«telt«>  •• 


W) 


dir 


•^  y    V— H«HT(«4^Ji* 


"  V  kJ^  ijl) ' '  ♦  4«C3.  Tt?  )  ♦  -  • 


IWUt  MM  «nilrii  iimm-ß  atett  «.  m  k 
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'     IV)  C  .       '^       .^ 

_  J_   P dar !_    /*  'dx 

VaJ   V  (»B»a:«— l)(n»a«+l)  ""  mVaJ   V(?:_l)(l+it»»«) 


c 


f  dq>      _ 


»»V«J    V 1— c^iioy 


Es  ist  hier  gesetzt 


1  .     I_ 

ood     -T===s=c, 


C0S9  VTfiP 

mithio,  wegen 

1    ii4r~E~ 

ist 


u.'s.  f.;  also  geht»  mit^BerücksichtigiiBg  von  -^  ,  ans  dersel- 
ben Reihe  (3)  hervor: 

19)       r*'    ^ 

«  •    ri  .  3  r  A-f^  V  .  3.6.7  r  A-H»  V  .       1 

~  VlÄ^       *^3A  -ßJ  +  4TPtSS^J  +'-"^- 

f 

Setzt  man  ii=2a+j!,  so  wird  y=a-|^/},  also 
Snbstitairt  man  hierin  «—(1  statt  a,  so  icoalmt 


^V-^-A+**^? 


S«M  aw  h  aO  &-<'-fv  ••  M|t 


Hin  Mb*  wm 
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80  kommt 

/dx l^  p dx 

_   1    r        dt i_  p     d(p 

woraus  sich  wegen 

9  =:arc(tg  s  2 = flu?) 
ergiebt: 

^  ^=0  und  x^CK>  filr  9=0  and  ^s^is» 

Nun  \ai,  wenn  man  den  diesseitigen  Werth  von  c  in  die  Reihe 
^  (3)  substituirt: 


_  rV;FE^Y=  5Lri!?y; 


1 


mithin  wird  dieselbe  mit  Hin^nsetzuog  des  Factors 


">    j\ 


dx 


Va+/Ja:«+yj:« 


_  ^V2         3  //3»-4tfy\       3.5.7  j^jg^-^yY.      i 

Zweiter  Fall,  wo  /V^-^inry  negativ  oder  positiv  ist 
Man  setaM 


V^ 


•o  kommt 


+ya:* 


"        f      S 


.  /^ 


V.-^&*^<«fÄ«« 


F«fiMV  Mlil.  ««M  MB  y«ki  a-^  «tolt  •  Mtel 


^^-y^>*iCj^#y+-i 


Actel  WM  \m  (4)  J^ata-^,  ludwi  r=#— ^  »M,  •• 


"    /    " 


V«-^b«-( 


57fi£hj"*iC^'*~* 


•4^  «MI «.  M 


i 
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Anmierktiiiff  h    Die  Werthe   von  k,  m,  it  und  ^  sind  in 
IL,  ifl.  und  VI.  bekanntlich  dieselben  wie  hier. 

Anmerkung  2.    Esiat  nicht  gerade  nothwendig,   da«  be* 
treffende  Differential  auf  die  allgemeine  Form 

dq> 


Vl-^cHiüfp^ 


zu  bringen;  sondern  es  genügt,    wenn  man  i«  B.  hier 
2  =  sin9  setzt,  wodurcli  man  erhält: 

/da;  1       /*        dfp 

V^^  mVaJ  V"!  +  ÄVmg)«* 

Verwandelt  man  nun  auf  obige  W^ise 

[(1+p)  -  (j»— *«8in9^)]-i.rfg) 

in  eine  Reihe  und  fahrt  nach  den  dortigen  Bedingungen  die  Inte- 
gration aus,  80  erhält  man  dieselbe  Reihe  wie  letztere. 

/»         dx  P  dx 

Man  verfahre  anföngtich  wie  in  I.,  dann  setze  man 

COSO)  ,  1      ' 

z=   ■ ,         und      — 7==T=c: 

also  ist 

/dx 1     r  dx  _     \      r  dz        


je 

mVtt 


r      dfp  _ 

J   VI  — c« ein©«' 


Da  wir  hier  fflr 


/i»  dtp 


dieselbe  Reihe  wie  (3)   erhalten,  so  haben  wir  nor»  mit  QerCIck- 

sichtigung  des  Factors  —-7- ,  die  Werthe  von  e  und  m  dort  ein- 

mv  a 

zusetzen;   und  da  wegen 
Theil  XIX.  13 
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11 

die  Xrewichte  von  Xi,  ^r^, ....  seien  ^»  fr»  •-*.»  ako  geradezu, 
wie  es  in  §•  10.  angegeben  ist. 

Da»  wie  herells  genagt,  der  Würth  von  cti  derselbe  int»   ob 
man  ibn  aus  (1)  und  (4),  oder  aus  (5)  und  (7)  erhält,  so  mnss 

EilgaM]  +  J^i[gbM]  +  --+eiit  +  f^g+ , 

sein»  was  auch  immer  die  Wertfa«  von  ^i  »r  tf,  6»...»  iCf»  er,  ß, ..... 
sein  mteen.  Suchen  wir  also  die  Coellidenten  von  [jgaM]  auf 
beiden  heiten,  so  erhält  man  eine  UetatlJbbe  Gleidiang»  wenn 
man  diese  Koeffizienten  gleich  setzt. 

Nun  ist  aber 

+^  l  (Hrl)%+a^Ari^+b^r^i +.-.+rifirf  i }  lilfi— ana-^W^— ...-rr»} 

+ 

«  Daraus  folgt,  dass  der  Koeffizient  von  giOnlll^  ist  At^i»  desglei- 
<Imhi  der  von  g^a^M%iArfi  n.  s.  f.  Ganz  eCen  so  findM  matf  aas 
MIM]»  dass  die  Koeffizienten  von  giOiMi,  g0t%M^,..  sämmtlidi 
gleich  Ar-^9  u.  s.  w.  sind. 

Daraus   folgt»    dass  auf  der  zweiten  Seite  obiger  Glettbung 
der  Koefßzient  von  gia^Mx   ist: 

A^[A'Ar^l'[-A''ArJ^'{-...\^-Ar^^[B'Ar^^'^B"Ar^'^...\-{'»^\ 

desseleicben  der  yon  g^a^^  u.  s.  w.^  so  dass  mithin  diese  Grosse  | 
der  Koeffizient  von  [jgaM\  is$t,  d.  h.  dass  sie  gleich  Ei  ist,  was»  \ 
verglichen  mit  (9),  unsere  Behauptung  rechtfertigt.  , 

Hinsichtlich  der  Gewichte  von  Xr\i  u.  s.  w.,  die  aus  (10)  ge-    i 
schlössen  werden,  ergiebt  sich  Dasselbe. 

Ist  nämlich 

arr+i  =  £r+r[5railf]  +  ....+  (Ä+l)r+i[y(r+l)*]  +...  +er+,«  +  .w..., 

so  behaupte  ich,  dass 

sei.  Denn  setzt  man  diesen  Werth  von  orr-f]  und  den  in  (8)  ein- 
ander identisch  gleich,  und  bemerkt»  dass  Iq  [olM]  der  Koeffi- 
zient von  |>(r+l)^]  ist  1,  der  von  [g{T^\)M]  in  [^IIM]  Null, 
ebenso  in  QjrlllM],  so  ergiebt  sich  unmittelbar 

(Ä  +  !),+!  =  A, 
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13)  C\        ^ 


III)        A      '^^    ^^r 


<ij; 


/Ja?+y*<     t/    V-X* 


Vl^^*  /! ^ 


v/vT 


Hier  ist 
gesetzt,  also  folgt: 


.  1.1       U/"    2a    , 


Da  nun  f&r 


respective 


9;=:0    tmd    ^=^ff 


=Vä^  "»**=• 


VI  — c* 
— rr- 


+  J'«* 


13* 


Plr  ^^im^fi  »M  r^m^fi,  «Im 


IS) 


Hi==fi)i* 


^iä^i'+^g:-v+-' 


oiM  wi  WmIb  ^'^  ß  fliilt  •»  •• 


M) 


«■taülrirt  MM  b  (14)  Saf  ^  •!«»  A.  iiilwit  rsa-f  ^  m 
W   w*    >^**  wkvp  Ml  MpnM  des 2 


17) 


y 


♦  (•♦^ü* 


~  V*(  J4 iji) '  *  *  4«G. 4"5l?  )  ♦  •-  • 


IWUt  MM  mdldl  Uot«-^  atett  •.  m  k 


/■  dt 
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IV)  f-=    ^ 


^—u+ßa*^i? 


_   l_  p dx 1_    r  'dx 

V«J    V  im»«*— l)(n«ar«+l)  ~  »»V«  J   V^«^!)  (1+JPi«) 


e 


J   V 1— c^ioo* 


mVttJ    V 1— c%iiD9> 


Es  ist  hier  gesetzt 


1  .     1 

und     ^j,     .,  ^c, 


co89>  VT-JH^ 

mithio,  wegen 

1    ii4r~E~ 

ist 


u.'s.  f.;  aUo  geht,  mit^Berücksichtigmig  von        .  ,  ans  dersel- 
ben Reihe  (3)  her?or: 

19)       r^^    ^ 

f 

Setzt  man  ii=2a+j!,  «o  wird  yc=a-|^/!,  also 

/»CO  da: 

V: 


Substitoirt  man  hierin  a—ß  statt  o,  so  kommt 


kcsMMVt  ^^  mMHMi  r<M.  Fenier  hake  mm  (f.  tl.)*mfc  Bm^ 


•hl  MMmra  m^.  wAttmi  Mck  41«  GI#irlMifi|rm  (I) 
IN«  ÜMtfaMMMfi  ditf  Wmik9  wmm  Mg.  s^»^  kmmm  mm  «iif 

Art  g6«rll<llf  *    Miad  »iarfirfc  i^»  Ä«, ...AV  m^k  tm  ««i 

MNrf«   l^tMbigwtr» ,    M    »alUplUirt  »M  die  (I)  J»rtigBc>^ 

JK|  9  «M«  Art    SS^Rrt    VM  Ml    IMMB^RlIrtMl    #fMMI    BevMl    MMMlkeB 

itMdb  n  (3)  mdß&M  tmm  im  Dif cwitfaJf  iitWm»«  4«r  w 


i  '. 

*  ^  -  gm^^j^^^^^     ^  V^i^^^^k»    — *•-  j|%     ^-    iBf  ,,Jt  , ^^ 

CM«f  9km  mmk.  mm  Um  ttfgfe  J#f  CMrlNmitM  (I)  n- 
Mit  r  4«f  CriMM  #!•  JS|.  ^...«•.  4iircli  die  •WifMi 
iOTM  Wertke  mimm  hi  (»  mIim  Mid  dU  DUktMl 
(Im  ••  rtlMllMiHi  Aaedriirfce    Mrh  den  »edb  UetWediM  V 
luMlM  K«H  MiMi.  DedMb  mh/M  mm  dl«  W««A#  dUMt  bt»- 
let«;  die  der  erMem  f  f  bf»  «kli  derMe  eerli  (I).  llMe 
MdM  WenM  M  diMtHiM  ZM«  «eUefft.  lel  liduMi 

MW,  #•  folge  eee  (I): 

jr|Silr||4rr||  f  «^le^^it  4  — •  f  *<^«  I«. 

WMkkM  »te  (r  f  K.  frf  tH.  ..  dk  K 
«r||«  Jirif.^'  •  hl  drf  efelr«  ulekbmig  (t)»  m.  e.  t,    ee  eted 
CMrhM|M  (4): 

|(Hl)|l«|A|i*A|A|iK.|r|«^,Ur|, 
fl(rfSHt«|4rut*|J»r|«l.|r|«Mt*^Mt    ^^ 
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80  kommt 

/dx      Jl^    P dx . 

^    1    p        dz i_  r  ^  d<p      , 

woraus  sich  wegen 

9  =:arc(tg = 2 = flu?) 
ergiebt: 

t  ^=0  und  x^(x>  (ät  9=:0  and  ^s^;^» 

Nun  ist,  wenn  man  den  diesseitigen  Werth  von  c  in  die  Reihe 
(3)  substituirt: 

mithin  wird  dieselbe  mit  Hinzusetzung  des  Factors 


-'    /Ä 


dx 


+  ßxHy^ 


Zweiter  Fall»  wo  /y'-^4i)ry  negativ  oder  positiv  ist 
Mab  setze 

^ai*=t»,    r^=Ji  und  z=%9; 


V5Jr 


ao  kommt 


■\-yx* 


d<p 


1      /^ d*  1      /*  


4m  C#wldite  tarn  s^,  j-«.  »..  »elMi  ^  •  »r ,  ^..,   »Uo 
Um  MM  (t)  «mI  (4).  oder  am  GS)  viid  (7)  erlOh.   mm 


•eh»  wa«  Mrb  kra^r  dto  Werfte  v«  *,  ^  m,  4»^.»  Jf»  c,  i^,  .^ 

Ma#»  MiMi,    M  •flaut  MB  eiM  kloäMe  GlilAwn,    m 
Mmm  KoMMkmmtmm  nUkk  Mist 


N«i  Wt  aber 
+ 


M1M|.  4aM  M  K*rli«W«tM  TM  fi«i4f|,  §0H^%»-  B%mmMk 
iMira««   Mgt,    d4um  Mmf  d#f  iw^Umi  Seit«  oUfcr  CkMtaif 


ttrfikW«  MMl  (V),  uAacfr  ll#lMMif»liui|  fcclrtlcrUft 

Hlft»lrlill»rll  4rr  Grwiciltf»  fiMi  jr»||  •.  •.  •»..   4i«  aiM  (10)  g«^ 
»cM— ■—  »fltflca.  »fffirbl  »icli  ll«#*cll^ 

kl  mtM\rk 

•dL  Ü#Mi  ••tjt  «uia  4iMM«  Wttili  ?••  jr#||  mm4  4rm  Im  fPI|  «i»> 
MMi#f  UlralUrii  yWirli.  wmI  Wflwia.  4m»  b  Ullll  4«t  Ü««* 
•bM  «••  U<r  f  l)jr|  mi  I.  4rf  t#«  U<r  i  |)Jff  U  Uli«!  .\di 
•teM#  Uil^imi.  ##  tfnWM  .kll  ■■yittikit 
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Anni<Brklinff  h    Die  Werthe   von  k,  m,  it  und  A  sind  in 
IL,  III.  und  VI.  bekanntlich  dieselben  wie  hier. 

Anmerkung  2.    Es  ist  nicht  gerade  nothwendig,   da«  be- 
treffende Differential  auf  die  allgemeine  Form 

dq> 


Vl-^c^iOfp* 


zu  bringen;  sondern  es  genügt,    wenn  man  i«  B.  hier 
iE=sin9  setzt,  wodurcli  man  erhält: 

/dx  1       /*        <^y       . 

V^^  mVaJ  Vi  +  ÄVmg)«* 

Verwandelt  man  nun  auf  obige  W^ise 

[(l+p)  -  (p'-kHinqfl)]-'l.d(p 

in  eine  Reihe  und  fahrt  nach  den  dortigen  Bedingungen  die  Inte- 
gration aus,  80  erhftlt  man  dieselbe  Reihe  wie  letztere. 

n  r      ^       -C^' 

Man  verfahre  anföngtich  wie  in  I.,  dann  seXze  man 

COSO)  ,  1 

z  =:   ■ .  und      — /.,       ■?  =  c ; 

also  ist 

/d^_J__  /^ dx _Jk_    P  dz        

c      /• dy     

""■"jjiVaJ   VI  — c^eln"^* 

Da  wir  hier  fflr 


/i»  dtp 

V^l--c«8in9)» 


dieselbe  Reihe  wie  (3)   erhalten,  so  haben  wir  nur,  mit  QerOck- 
sichtigung  des  Factors  —77- ,  die  Werthe  von  e  und  m  dort  ein- 
zusetzen;   und  da  wegen 
Theil  XIX.  13 


INe   flifMiidMMi  tralirsrWbrirlutoii   WrrÜM   «•■  J*«  •  #«•  #» 
'4  ^nK«l^^<>  «^  M^ratts.    nmn   wamn    .1,.  ^.  J, .   J4  S«ll 


ITir  4m  fiibllwi  Fall,  4»m  f,  ■  :f|r-f|=f^.  «lUlt  mm 
MrJOMAMcr  G^mtMm^ .  m  itm  »Im  4m  W«fA  4»  WW- 

kib  tMi  ^bdbM  C€%tMUi  4cf  BmImtIiImk  bt 


(Ui  4#f  MB»4clir#ili«af  der  aar  EfMiltUail  4«# 
Hili«»ttalef»r|iir4««  t«ti»rli»a  4»m  »cliitafiva  sti4 
liMI^I*«^^"  Maate  Hr.  Patara^arg  lN4f^^  »irMic«  «Hif«va, 
ElalaÜaBt  M.  X.  dU'sra  Saffi  «•.  «oM  jrdorli  la  bfia#ika»  ^ 
4aa»  4^  auf  ^i=f|.  ff=f*  »«a  ka^a.  m  4aM  4k>  imuMi 
Aawaadaag  mmiUkÜfi  bC.    la  diaaaai  laU<*  aiad  4ia  (;««iÜiia  «a» 
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,3)      r    ^ 

"V2(3«-2iS)^*"*^i*C3«-2/3  J  +— ]•    * 
II  j.  /^ rf^ /*  Ar 

/lir  _  J_   r___d^ 1        /  dx 

V3r  —  Va^/  V(l+m«ar»)(n«a:«-l)       «V«  J  V(HxPj(*%«-l) 


mV«   t/  VI'— c*8iD©' 


Hier  ist 


QOd         -77=1====  C 


gesetzt«  also  folgt: 


,  11       li/"    2a    , 


Da  DUO  für 


respective 


g>F=0    qimI    ^=^« 


=Vä^    °°*/»^=» 


VI  — c* 
— TT^ 


14) 


*§"•••.••  I 


13* 


WlMMudwA  arbsMlR   ra  aeia  ||U«b«.    diM^lb««  sikcr  a 


1)    !•  B#titff  aar  4l#  vom  llerm  W.  veimKliI« 
Miacr  oben  beaytt  bt tu   llypotliM«  «rladW  ick  mk  Vmigmim 
Mm  9nf\49fn, 

I)  Da  In  den  mlbevialUrlien  l)Uri|ilinm  Aatarilll«« 
kein«  HrwrlUtraH  kak««,  »o  krvirUI  Herr  W.  nit  der  Bmm^ 
kant,  er  kake  jene  llypolkrae.  drm  ItrUmrle  %oo  Ponr«l#l  M- 
gcod,  Migrnommrn.   gar  NickU  (üf  die  KicktifcLeil  deieilkiiL 

3)  Herr  W.  kndet  den  von  mir  tekrancklm  Anadrvrk:  ««i^ 
read  en  anf  der  Hand  lirtl**.  am  «nrrrkirn  (Irtr.  aker  mM  C^ 
reckt;  denn  ea  Reft  ««irklick  fiir  jeden  rnkrfantenen  mwl 
Hand  •  da«a  ein  Zapfen ,  n  riekcr  ki  eiorm  oder  mekurea  '^ 
len  «o  nntemlOtit  M,  dana  er  %rrnH*fe  direer  Tnl 
Glekkcewirkl  iMctken    «•■■ .     »ri   r»   durrk    ein«   oder 

tWmmi  mim  ^Jwck     aki«     C>  lladertack«  •    wkm   h    MT  V 
Fi||.  4.  kU  7.  dafienteill  i^,  an  «Irn  tnJpnnkten  •eine«  a«f  Hhfc 
iMfl  der  Kraft    V  «Hikreckten  Uvrckmeneefa  AB,    nm  dkl  Ta» 
genl«  Bmf  lUektnng  dioaer  Kraft  parallel  i»l,  keine«  Drwcfc 
kann. 


3)  Herr  W.  meint,  kb  kake  daHn  einen  PrkbcUnaa 
gen.  dann  ick  da«  ProdoH  üc  «Irirk  0  teniNnmen 
«kkrend  e«  rken  a«  gnl  jede  andere  ZakI  »ein  kiinne  ll 
Pr*dnct«  aka^nl  klntenlcllt.  kat  gar  keinen  Hknn.  ynd  en  Ul 
AkanfdiUt.  eine  kr«ft  =0  km  f«ei  romp<Nienten  lerl 
«edlen.  v«»n  denen  die  eine  nneodlick  cron«  !•!  IIa« 
0,«  kat  mir  dann  einen  Hktm^  nenn  ea  ala  k ananderer  Hk'aiA 
ainnr  Pnnctlnn  ttr  einen  kaann deren  Wertk  Ikrrr  VertederfkkM 
irarbelnl.  Kbw  anicke  PnnctUn  «Ire  nack  drr  anf  dia  LaM 
?nai  KM9  aicb  aüUanden  Meinung  de«  Herrn  W. 


h   dienern  Asndfnrfc   alnd  aber   m  ntid  #  di«cka«a 

(»rtanan.   nnd  amn  kat  fir  Jaden  Wertb  «m  ». 
I 

#s:^  n,  ■     O,  wenn  |i-sO  int    Wird  dagegan  §t  tmm  # 

gig  frmarbt.    «nd   nettf   man   narb   ärt  Annabme   da«  H 
p-'^/i^jrmm»,  mm  «iird  «'-':/•,  für  jeden  Wefik  ««m  ^.  »akmvd  nac% 
ner    ikroti«   far    rtmm   »itk    nirkl  drrkri»«ir«   i£apf«Mi  ^ 
iat   nnd  daran»    n  ./«if«»*^    f«*l|tt.     •   al*o   ^0  «ir«!,    « 

#=s  .  n  nimmt.  mi4  tnn  einem  0«    gar  keine  Rrde  M. 


4)     tue  «••   Hefni  \V    friaarkte   Anttmdang  dar 
Nrbra  |«ebte  «om  Kctie  nnd  der  kri  rlaem   f^kndrhifcin 
•eirker  nnr  anl  a«el  Ebenen  r«bl,   atattinJmde«  V         „ 
anf  4rm  nbigM  FaH  M  «tat  gl»alUb  ? tir^blla.  Hart  W 
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IV)  f-=  '^ 


V— o+^j*fyP 


EUi  ist  hier  gesetzt 

1  ,     I 

C089>  Vl+^ 

mithin,  wegen 


a.'8.  f.;  also  geht^  mit^BerücksichtigiiBg  von     ^  ,  aos  dersel- 
ben Reihe  (3)  hervor: 


19)      r^^ 

YÄf? 

f 

Setzt  man  ^=2a+^,  so  wird  y^a-fj},  also 

/»•  da; 

Substitairt  man  hierin  a—ß  statt  a,  so  kommt 


wBn— J  M  wMer  avf  der  Hand  llexf,  A^m  ei« 
m  mtl  il€  cjDmlrUrbe  Sknlcltirlic  Mmii  iHvck  i 
SrfgBHl  4m   Momrni  der  Krlbuttfc.    nie  bei  «Im« 

»■yfw ,  MT  j  A^«*  «^  kaiM.    Md   dAM  dM  •Mfi«  GIM  V0I 

lfcgflia»jit  kelsra  Sitt«  kat,    »«ndmi  eben  triitt.   das» 
»dM  Wcrilb  voo  .tf  anrlcblin  Ut. 

Harr  W.  wird  mir  rrlavIiMi,    darava  den  Srbhiaa  n . 

daaa  tmek  die  VMauuetiaiip ,  r«  vrrfbeile  alcb  bei  •teh#»4ta 
Zaiifr«  d#r  Ihwk  iMrbfumM«  auf  di«  ivr  Arbae  »c«br«rkl«  ft» 
hello«  drr  IWrAbtutis»flAi-be  «atttilaalc  IM.  lo«  mrm  ate  a«! 
Mrtibrtfii  Mag»  ttiufda»«  i^emnacb  auch  die  Far«#la,  mMk» 
H«rr  W.  ftr  die  Rribuafc  aa  kucelfarmlg  ab|er«adelea 
ZuCni  ||g||ybrn  bat,  and  die  »irb  auf  dieselbe  %era«e0cteH| 
aliuea»  «nricbtig  i4ad. 


IL)  Nacb  der.  «le  obe«  iteaeiiit,  ilailicb 
HecfcllcrtigiMg  act»er  llypolbrae»  kMaml  IfefrW.  auf  lel— ^%*e»> 
auaarttuun  tu  «precbe«.  uad  marbt  »ir  torcral  deu  tecberikih^ 
Verwarf.  i«b  babe  airbt  erwfcbat  eder  aicbt  jirtiuaet.  daae  4» 
Cruadgcdaabe  »einer  li)p<»tbeae  utrbl  aeu  aei.  Auf  dieu«  X««* 
belt  laarbr  irb  «lirbncb  eben  ao  »eulg  Aaaprucb,  ab  aal  Aa 
Bliaduan  drr  aUcewriaea  lileicbgew  idlUbediiinuanea .  «elcbe  kA 
flrir  draiMbti|Er«cblel  aaiuwradrn  erlaubt  babe.  Jeuea  Millel, 
Urwcb  elara  K«r»era  auf  eiuea  auderu,  uät  de«  er  km 
drei  Puublu«  te  lBrf«bruu||  »tubt.  fir  die  eiuaelueu 
fuuhle  dadurrb  au  bealiuinieu,  doaa  auu  diese  tL^iffm  e4ef  «i^ 
ulipiieua  eiueu  deraelbeu  ala  elaali»rb  betrecblH .  iU  eiu  bi  4» 
NaCur  der  Körper  becrAiidcCre ,  de  dieae  aicbt  ua<ef  adtiliba 
tfyateuM  «au  UMterieliea  Puaileu  Mud  •  wie  m«u  a««  tu  der  i 
waudtru  Mecbauik  »rtatra»  ••  «tbenbia  etiaiiMnt,    aMMletu  « 


detbrbe  A%ateaM*;    jrnr«   Mlttri    ist   «Über  rie  «o  aabeÜigraidai 
ao  rleibrii 


»UfewetidHee*).  da^a  irll  #•  nicbi  ftr 
dtf  grfandru  babr .  Auluritaiea  daCOr  auaufibrea  •  da 
•berbatt|it  («Ir  UMrb  aur  Unlb  b«brn,  w«  e«  m»rk  uui 
tuuffru  und  Mabruuceu  b«adelt  JeuM  Mittel  i»t  eudlirb 
da»  eiarif  r .  «tebbe«  fu  deui  rrrri«  bleu  /wM-ke  aateweudef  •••• 
dea  kana;  uiia  ni4Mte  deou  die  aUceuieiastea  iileirbfte«u|rhla> 
bediaiuafee  «rrandrrlirber  ?i\alrair  «ue  uuUefiellru  ISa4leu 
au  II Alle  arbuieu  uud  ia  direelbea  d«aa  eerb  die  awiarl 
ae«  Peabteu  «iriseuiru  Krftllc  eiufftbreu.  um  deu  trgi 
llfurk  699  riuaelaeu  llerAlwuagspuakte   au  ' 
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'     IV)  C         '^      - 

VaJ   V  (m»x«— l){n«««+I)  ""  mvj   V(i«^l)  (1+iPi«) 

c      p         tUp 


fnVdtJ    V  1— c%iii9«  ' 


Es  ist  hier  gesetzt 


1  ,     1_ 

QDd      77====  =C, 


0089  VT+A« 

mithiD^  wegen 

ist 


a.'8.  f.;  also  geht^  mit^BerücksichtigiiBg  von  ■  ^  ,  aos  dersel- 
ben Reihe  (3)  hervor: 


Setzt  man  A=2a-|-^,  cio  wird  jk:;;:«-!-/},  aI«o 


dx 


/OD 

Snlwtitairt  man  bierin  a— ()  ctatt  «,  so  kommt 


Ui  iliiw  iUrkta««: 

■wdica  B»d  drilleii  ll«rflhniB|C*p«iikU  Ml 

«t  -«•  I  *i  =  (A  fl»)>t=«Af     rt"»<*\s 

•0^  CffKrhoi   fticb   aUo  lUflurcli^  gattt   dl«  »elb«ii  UexMMBfC«  wm^r 
df^l  Krlftra  A|.  JV,.  >*«•  «ic  kk  M«  •• 


UlMMS   «fliAllr«  lMbc,    «o  aoKcniHimrii    ut«    d*M  Jed»   CWm  ' 
•IltiA    «o   lid  «arbKibl«     ak  Aarb  der  « orbcrK^bettMi  B^MmI^ 
hm§  dar  Z«|»li»ii  «nd  die««  KbvcM  «UAawai««  aacbicbM^ 

ll^iftc  AnftabM«  bcmht  Gbri|trna  auf  der   ci»lacbca  Bttrifc 
tttsg ,  daaa  «•  •  um  riae  %  ollkuNiiaeti«  Uer AbrwiK  des  ZayfcM  obI 
de«  LaiKer»  la  «cbr  aU  sf»»i  PmiLtrn  <a  rrbaltao,    Mid  4*9  Var* 
dlrlhaK   d«»a  llrvcia«  Cflr   dirM-a  Kall    m  ündvo»    naaltl» 
Lag^r   alMn  aU  rUaliMb  ao^uorhium.    und   iMar   u«  a« 


aU  bri  der  «lattfiiidrndrn  drrkriiiirfi  Krwrguac  d«a  ZapiHM  !«• 
Jcdar  Aeadaruns  ai-lncr  c)liadiiBibra  Foroi  TaiffaBf  ^9mmmmim 
mwtim  ■M»a»  »roa  naa  nicbl  «i»n  d^  urnpHkanlicbaii  Varaa»- 
o^WHI,  daa«  mr  dia  Uribuan  aa  drm  Zapfe«  m  Ob«r«iade« 
ad»  j(aaa  abltiaiMaii  «ad  ia  cli»a  aicbla  bei«i«ck««d« 
Card  i«rfall««  wilL 


Fer««r  ka««  Irh  Herr«  W.  aurb  eiavn  raHaadlr«  Vrvad  a» 
nbra«.  d«r  f&r  dl^  KicbliKbrlt  mria#r  ABsIrbl  afirirbt  iNaaat 
beatrbt  darin,  daa«  »irb  tarina  Mrlbinlr  rbrn  ao  «lobl  fllr  da«  f*al 
aawmd««  l«»»t.  «o  drr  Za|»lrB  aar  aal  fwri  Kbrae«  ««AiAl 
««d  dia  Varlbeil«««  da»  Ihurb«»«  aa<«« rifrlbafi  b««iiMi«C  M.  «ia 
a«l  Jcda«  ««drrn.  Ila«a  »«111  »aa  in  dr«  alcrwriar«  (»1 
ira«  a«i  Knda  drr  fMtr  ?  mt-hir«  l^mirfaNiM«.  «rlrba  drli 
dral  llafdbraaiajMliklr  br«irbt-a.  dm  %^idrfBUail  .\|  alwA  3 
«laiMl  alae  dia  Rbana  Jtf  iH«  5  daa^lbuti  «U  airbl  t«f' 
da«  a«.  ««d  macbt  a«cb  O  U.  damif  dia  Uinkrl  m  ai«d  ß 
matkm  li«da«t«a«  rtballrn.  «tia  ia  drm  lalle,  «a  dia  %erl 
Ar  B^9i  llrrAbr«aaa|iunkir  antarsurbl  «atdra,  aa  «afda« 
t•U•rbu^K'*n  mil  orti  für  drn  Irlitrf n  I  all  jM  f.tidr  drff  2h 
abfcdrili  Ira  idrnUacb*). 

|.adli«b    muH«    iib  ll«-frn  \^     hnurrkrti .    da««  •»rtmm  \ 
aatiung    mit    dra    in  drr   WifklNbkrii    •Ulltafidradra   % 
•  irl  Birbr    ibrfrinBlitniul .    al«  ilrfarlt»«  eiiijua^brn   «rbeiat 
bWf    Ul    dar    Xa|»lra   aicbl    im    untaillalbar^f    IUfubra«f   mM 
|«affrr;     ra    baaMlel     a«rb    tirlairbr    fwiacbe«   batdra    ai««    fi 
arbicbfa.   «talrh#  ffr«ua  abeaa«  dirk .    mrum  aicbt  tial  dic&ee  tat 


1     \mak  drf    a^igaa   %a*a— ■•Haag  4m   Haar« 
«•at4  aaali baA  ■  v«i  mdmt  4««l  I  •tßtmtmitmmm^f 
raakiaa  aa«  Aar  i«da  %al««ac  4»€ 
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«o  kommt 


_      1       (*  dt  !_  p        rfy 

woraus  sich  wegen 

9=arc(tg=z=iiu;) 
ergiebt: 

1 


I. 


j?=0  und  :r=OD  für  9>=0  und  93^». 


Nun  ist,  wenn  man  den  diesseitigen  Werth  von  c  in  die  Reihe 
(3)  substituirt: 

-V. g ^J"-       j3«      * 

1 
mithin  wird  dieselbe  mit  Bin^osetzuog  des  Factors 


">     S\ 


dx 


V^«+/3a:Hyj:* 


_  ^V2         3  /p«-4ay\       3.5.7 i<i3^-4ayY,      i 

Zweiter  Fall«  wo  ff^^iay  negativ  oder  podtiv  ist 
Mte  setae 


vij; 


•o  kommt 


y\        dx 


+pa;*+ya;* 


c{9> 


SM 

#bM*  fl*n  Drvci«  ««IrlM»«  r«  mmi  dw»  lli^|i>ilchc  y  M«id  mm 
Bicfci— t  der  Laat  ittsAM.  icI«IcIm  imd  MilK^RMtCMUto  '' 
•afcM»  ptfctgf»  it*rdr«  «nd  fwtfrt  ««•  dir««*  IhvcL  •• 
JMü  di#*#r  ttr«lf«f  rii»«  Rleiclie  W^Miff  rthJlll.  l-r  tJkmma 
mm  Biiwiw||  alkr  ••ttilttrll»ar  H»trrslit«t««  Urvltof 
■  ••«••  KafdeMlnick  If.  und  «»tarlUrb  nur  d^s  llMic««t*aM 
W  dteM»  «nUraiattlm  TbeiU- ilO^VAi«  AommIi.  U 
wvIcW  Krall  »oll  drnn  »on  die  lUritynr  drr  beidr«  fticbC  •■t^r 
•CitBU»  oiid  ftsrb  Hiebt  .•«•rndlicb  dann«»'*  Mckmmw 
!•■  A£6*  bMkkt  »MdM.  dA  dl«««  docli  »»cb  »H  ^  ^^ 
«wd«».  «Ib  Birg«>fni«Liil  bAbm.  «ad  •!•€  KmA  wm 
Im  A—pnwb  »»biaenf!  Tad  «le  «iitd  #«  •€•!•  ««mi  der 
•ift«  Laffer  Mir  nacb  rui«r  ttrradm  beriibrlT  Ua  Ut 
MÜlIrffe  ..WMdlirb  dflaae  BrHt**  unCrrslOttt,  dr«« 
it  Im  MMTAdlkb  birifi,  «nd  da  49f  ganic*  ZApifi 
lUefMC  «er«t»Mi«»t  «Inf.  ao  muaa  ra  obne  «i#itrr«« 
cfcMi  md  nit  IMn  aHe  «brlteii  tdrbt  unteratatilMi  BrHtot.  4i 
•«r  ••  •cbciibrr  ImKmi  «iid  kcive  KraA  aar  IKmvm|  m^ 
IIT  ^ 


tjhf  ßßmwB  Ewffvmtrmrk  U  «Ird  Immer  rar  Btetpiftc  de«  t*** 


levZapIrna  tertimdrl,  aU«i  aecb  deeer«  «Miiea  b&eg«i 
bi  A«a|>r«rb  fenemeiea.  end  de«*rn  Itircunc  Ut  iwwer  dii  ulbeu 
«b  er  Mir  bi  elaeai  l^mkt  aofleft  «ider  in  belirMf  vWlett:  eie  M 
daiMT  elae  ftoiArb  verfrblte  M^nleflHi.  •••  der  Ulniwt 
VertMh»|C  dre  Ze|ifriwlr«#iea  eut  d»e  reteratitnefafMibte 
0kmmmm  m»  woth««  !>«••  der  JtsfCen  l»eietebt  elcbt  •••  ttr 
••••  fielrhe  mm  um  der  Wertel  trreintft.  eeaat  aber  aeabkiBilf 
ebid:    ee  »«aae«  aWb  alle  Bretter  de«  Hrrm  W   «Itekaaeder 


Wr||ea ,    «ad  ee  leC  didber  w%tn  fMcb,    «le  wan  de«  llrvcfc  ü  hi 

KiMc  l'eiywiaeale«  eerte||t  und  eef  die  eiaieleee  Bretter  et^ 
tt;   jede  eieirltte  dieaer  taipeaeafe«  «Mt  «»eftee  der  Ci 


dieeer  Bretter  avf  aie  Breiter  esfMrb .     wid  e«   b* 
<aeaaMiet«lrbanf  eMta  aederea  lirrati«.    aU   a«f  df*r  el 
tieeiei»Nr«cb    md    eef   der    aadrree  da«    gaaje 


|1id  elee  eeirke  AbeetditAt  cUebt  Herr  \V.  der  iwaMlbr%e« 

r  mummmm^ 


Vifgeearebait  eetteiaaen    ae   mflaar«.    ««    aie  aU  dae 

treirbe  alle«  aadem  %ar«eiipbee  «rlf 
Aef  daa.  «a*  llerr  1%'  am  Srbleaae  aeine«  Arflbele 
(rb  m&rb  ■«  beiarr  wnlrre«  l'JitcvtnMIl  •«^•■>U*at,  e«  vm 
hak  ea  aecll  dem  lletre  Iteletealrn  im  Arrbi«  ibrrta— e.  eeäa 
IMeret  ibrr  «etee  Abbaadlmit.  dereb  «elrbea  afeb.  mh0  m 
acbelM.  Herr  ^  letrofr«  «emblt  bat.  friTM  d 
ti|te  AefftMe  km  Mrbata  im  »ebmee.  Meea  ae  deraelba 
dar  Malm  «ertb  ladet»  darea^  ra  aataertea*) 


*|  tt'Vfa  W«i«k«#lB  frfva«^«     ««rtvcliffa  ■••b  4va 

4mm    km    awia^a    t«taa4Ulbt»a    4*9     b»lb»t«a    Asalyci«.    Bteee 
•«bvvig    late.  s*g«bM  tbal.   ia^l  a*«  llrf»««*!  Am«  »Mlit  ai»  mi» 
%nadan«at 
Üvmatkoag    d«r    R«4afli«e      1*««   AUrari  4##  »bigwe .     mI 
laav*  la  aaaara  llialm  b«aeaiWWa  Aattau««  Ui  •« 
iervb  ■afilHca  taiüiii   «• 
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Zar  Abhandlunfr  TSr.  XIT.  im  acht- 
sehnten  Theil  des  Archivs.  (Heber 
die  AusslelchaniT  der  BcNiliachtiuiBB- 

fehlerO 

Von 

Herrn  Professor  Dr,  J.  Di  enger 

ao  der  polytechnisches  Schule  sa  Cmrleruhe. 


Bei  einer  nochmaligen  Bearbeitung  obiger  Abfiandlang  habe 
ich  einige  der  anffewandteD  Betrachtungeo  nicht  scbirf  genug  ge- 
funden, und  will  desshalb  versuchen,  oleselben  hier  in  genaäerer 
Weise  darzustellen,  indem  ich  zugleich  einige  andere  Bemerkun- 
gen beifdge. 

I. 

Die  in  obiger  Abhandlung  zur  Anwendnnff  kommenden  Sütze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sind   folgende: 

1)  Kdnnen  aus  e4ner  Gesammtzahl  von  möglichen  Fällen  ▼«•• 
schienene  Ereignisse  A,  B,  C,....  herrortreten,  nnd  man  kennt 
die  Wahrscheinlichkeiten  a  priori  jedes  dieser  einzelnen  Ereig- 
nÄsse,  gleich  a,  6,  c,...,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  ent- 
weder das  Ereigniss  A  oder  das  Ereigniss  B  eintreten  werde, 
gleich  a-{-b\  dass  entweder  A^  oder  B^  oder  C  eintrete: 
m-^b-\'Cy  u.  s.  w. 

Uer  Beweis,  dieses  Satzes  ist  so  einfach,  dass  wir  darauf 
hier    nicht    eingehen«      Zar    Anwendung    gelangt    er    in    {•  3. 


S19 

m4  f .  a,  m4  gwtr  b  iHtler«  M|«r  Nr.  ^  (».  IM.),  nmfmai  mk 


8)  bf  M  die  Walir»rlirialirlikeil  a  priori  4m  ristreffi 
KfdiiilnM».   ■  A^  9im9n  iwrilrn.    mi  Ut  di«  WabraclbehiHgfctrfl 
de«  fcMrbteilicee  KietrrSpoe  beider  $\eleh  mm;  ued  ebe«  ee 
ekfclttch  »ebreref  Kfe^eUee. 

Aerb  der  Bettel»  dieses  Salira  Ul  »o  einfarb,  dmee  trir 
biet  lUrbl  gebee-     Kr  kooiMl   ebenCttU  mebrfacb   «er  Aatt 
■■■tetlieb  Im  de«  (f  IL,  K,  II.,  «.  m.  «i. 

Der  tiicbtlgMe  der  torboieaieiidett  Sktzt  Ist  aber  fnlga^dat 

3)     Wma  ein   beobarblete«   llrriKuU«    %oii  ter^rbled 
■Miilllllrfc  (•  prlifl)  ^b    »AnlklMN«   eder   tiabferbrteBibei 


berribre«  kaea,  «od  man  Ut  Im  HUode,  aem  V< 
Mb  WabfeebrialteUMM  dea  Krrinai^M*.  (abgmiebra  %< 
Mfcb  Ueobacbiana  trabrgraomaM»nri*  rinlrrfrti)  «u  bcfrtbaea 
4mt  Aatbme»  hVMid  eiar  beaHmarta  dieaet  Utaacbea 
aa  Ut  die  W»br»rbcialirblielt ,  daM  dieae  bestimmte  IrtM^be 
«IfUkbea  Dalrelea  bentaadea  babe.  d.  b.  da«»  daa  benbarblete 
Efelsaia»  aaa  ibr  betforgecaaite«  »ei,  ria  Urarb,  deaeea  ZaUm 
die     Webrftrbelalkbbeil  •    die    maa    cum   Vvraaa    Ar 


dea  Ercbpiiaaea  erballea  nArde«    ticaa  maa  dle«e  IV 
tebend  aaaAbi 


aU  beatebend  aaaAbme.  «ad  de^ea  Neaaer  die  Hai 

■OT  paattTWi    «V  aBi^snviiHtnMMiw  lar    •we    afa^feagtira  gieami 
nabrarbalalicbea  Traarbea  Ut. 

Ea  Ul  dira  brbaaatllrb  der  erale  t;r«adaats  der  Wabrarbaia 
ftcbbeit  a  |M>.leriofi.    d.  b.  der  Wabrarbeialicbkeit  der  tt< 
aaa  dem  IMielea  elaaa  tlreigaUaca. 


Bei  ier ^'labtlgkrit  d»e«ea  9Ut«e«  ttr  aaarte  Zttecba  d^fta 
aa  aldlt   aaaaaemraaea  »eia,    einra  llrwri»  dr»*elbea  «a  Ke^ 
der  dem  foa    F«laaoa    la  de«    Krrberrbe»   •«?  le  prab« 
bilile  de»  junemca«  (ftaa    H|.>   raU|»rtrbt. 


Ileake«  ««ir  an»  »uf  elaem  TUcbe  a  aletrb«  IVId»r;  aaf^ 
deraalbea  bebadri  »ttb  dieaelbc  Autabl.  p.  tu»  kaarla-Aaif 
aealaa  aiad  ak»  aaf  dem  aaeilee  ai,,  —  •  aal  drm  alea  ai«« 
Kafela;  der  M»»l  baalebe  |eticiU  aa»  acktienea.  Maa  Ue»a  a 
rbrr  d»»a  eia  lle»rbea  erlavbl  i»t,    eine  kaael  tum  Tiarba  tt 

Tiif rtabal  ttiff    t«feimaH«ea.    da»a  ea  dem  \% 

l^akli  be^aam  Ut.    ••  eiaam  b«lM4i<mi  der  leider  m 

Ma  aac4  der  f>ahradlrialicbbaa.  daaa  diaaalbe  «arada 
raida  b 


Mea  eiebl  leUbt.    daaa  dteeer  l'.l  dea   all 
lue  ■  leider   »iad  a  tf»aeWa^  d>#>    aUe  Jfleir b 

a  arparv  aMMv  •    laae^a  mK9  ame  jaew  a^av  ikaipNs  eavseiv< 
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eigniiis.    Die  ScUflc««,  die  wir  ako  aus  dieaem  Beispiele  ziehe*» 
gelten  zugleich  allgeiiein. 

Abgesehen  nun  ron  dem  Eintreten  des  Ereignisses,  wSredie 
Walirseheiniichkeit,    dass  man  eine  weisse  Kugel  anf  dem  ^|0ten 

FeUb  erhielte:  — -  »  aaf  dem  zweiten:  —  «  i^  s.  w. 

Nun  ist  eine  weisse  Kugel  erschienen»  nnd  man  fragt  bloss 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  vom  rten  Felde  stamme. 
Auf  diesen  sind  mr  weisse  Kugeln,  während  im  Ganzen  mi  +  m^ 
-(-••• -f*  ntn  weisse  Kugeln  vorhanden  sind.  Dass  tflsa  die  erschie- 
nene gerade  eine  jener  mr  sei ,   Ist  die  Wainrscheinlichkeit 


mr 

JL. 


•» 


•   ■ 

welche  Formel  den  Beweis  des  Satzes  enthält. 

Der  Satz  seihst  wird  nun  vielfach  1l^  der  angeRihrten  Abband- 
Ivng  angewendet,  und  es  mr^ehte  nicht  unnuthig  sein ,  auf  die  ein- 
seinen Fülle  dieser  Anwendungen  zurückzukommen.  Zun  lieh  st 
in  §.  6.  (S.  157.).     Die  Grösse 

giebt  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  die  Fehler  r|  •  v^, zu- 
sammentreffen. Sie  ist  eine  Funktion  der  Grössen  a,  y,  z,....., 
nnd  man  wird  also  anch  sagen  können,  dass,  unter  det' Annahme 
¥on  bestimmten  Werthen  flir  ^,  y,  z,.. »  sie  die  Wahrscbeielich- 

keit  a  priori  ausdrücke,    dass  die  Fehler  Vi,  v^, erscheinen, 

d.  h.  mit  andern  Worten,  dass  man  filr 

rt|j;  +  6iy  + ....,    ä^  •{- b^y -^  •*••••  y    

durch  Beobachtung  die  Werthe  Mt,  üf^»-...  finden  werde.  Diese 
GrSeäin  siiid  aber  nun  wirklich  ^eTunden,  also  ist,  rflckwSrts  ge- 
schlossen, die  Wahrscheinlichkeit  des  Bestehens  jener  angenom- 
menen Werthe  von  d:«  y,  z,....  die  Grösse  (10)  auf  S.  158. 

Sodann  tn  9-  8-  (S.  IßS.).  Die  Beträditungen  dieses  Para- 
graphenwerden in  Etwas  geSndert  werden  nrOssen,  um  sie  genauer 
zu  machen. 

Ist  zuerst  V=aNy  nnd  nehmen  wir  irgend  einen  Werth  N 
dieser  Grösse  als  den  richtigen  an,  was  theoretisch  (vor  aller 
Beobachtung)  frei  steht,  so  wird  dadurch  auch  F  bestimmte  Ist 
einmal  N  angenommen,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori, 
dorch  Beobachtung  den  Werth  n  zn  finden ,  also  den  Fehler  N—n 
zu  begehen,  nach  $.  3.; 


Sil 


Wcrtk  iV  4ot  tkMHi*  Mit 

A«  4  *=  r". "  • 

TF  —»-••'»-•»•a.v     J  e-»*».«» 

w«ffo  4m  MmMMMeidMi  9kh  auf  «Y  betWIit    DarMW  «tri»  M» 
«•••   4aM  «  49r  trafcf »f  fctiiilii  htto  Wertb  voo  A  mi4  Arxf  lil 


bt  «b«r  ;r  fkMIf  MfCii4HraMNi.  m  Ut    TscJV  Mch  HcMg 
n^M.  Mrf  «Mp  Cftene  aridit  MRleicb  «U»  Mch  4b  Wakf 

Mk^^ll«ik^«l«  AMM      iU^    B^  ^ —    ■!    tili  ■    lAf^^a^f  -— -     —   ^*-»    -- 

IKVOTVnCVMil    Wf    WiV     r    Wv    flCSiHra    vvVflV  Wt999m    UWSBV 


r     vi  *• 


-(.-.)•  ,-:i"-"aK 


«•  W«k«dMM«kketl.    4m«  d«  (Mlek%H)  W«Hb   F  gvmlt 

dWf  MCWto  MW.      Mht9  ^MM#f  OMMi9f   tffuM9  IM    "  i     »M^MMSiMM 

4Mi  Mrkl  4to  te  I)  (8.  MU.)  MlgWUriMi  (jillliii  «bk 


bt  mm  ''^JViT'  ^  ^'*'^*  "^^'    wb  ••  eb wi ,  4mm  Jte 
«iMltaa.  ««M  «T  4«r  makn  W«tlb  U«.  Mta  «Ir4 


^r*r*^»-^^HI 
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ßr  die  andere  GrSsse.    Dass  beides  gleichzeitig  geschehe: 

**'  ^-&»(iv-ii)»-»'MiV'-ii')»  dNdN\ 
n 

und  da  nun  n  und  n*  wirklich  gefunden  worden ,  so  ist »  rückwärts 
geschlossen,  die  VVahrsch^nlichkeit  der  Annahme,,  N  uad  N* 
seien  richtig^  r 


Sind  aber  iV'  und  N'  richtig,  so  ist  es  auch  F(s^+iV^) 
und  obige  GrOsse,  v/eim  man  in  ihr  jfV'==:  F—iV  setzt ,  drückt 
die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  aus«  zwet  (beliebig  angenom- 
mene) Werthe  von  N  und.  V  seien  die  richtigen,  wenn  man  n 
und  n'  gefunden  hat.  Darum  aber  handelt  es«  sich  niclü,  sondern 
bloss  um  ^en  richtigen  WjBrth  von  F,  was  auch 'i^wtpmdg^ 
d.  h.  ob  iV' entweder  diesen,  oder  jenen  Werth  habe.  BeaVIitet' 
man  dies,  so  wird  man,  nach  dem  ersten  der  oben  angeführten 
Sätze,  leicht  das  in  S.  164.  Aufgeführte  schliessen,  wenn  man 
bemerkt^  dass 

g-A«(iV-ii)»-A'»(2V'-.ii')* 


—  00 


'SS 


"^*  e-**(^-»)*-^*<  r-iv-«')«  a/va  V 


— • 


•7 


80  dass  man   also   in  S.  163.  nur  8F  an  die  Stelle  von  ^TS*  zu 
setzen  hat 

Das  Uebrige  ergiebt  sich  sodann,  wie  in  der  angeßihrten 
Abhandlung. 

Ferner  in  §.  11.  Man  wird  die  dtrtige  Anwendung  nun 
leicht  ableiten.  Zu  bemerken  ist  nur,  dass  ri,  r^,..  die  wahren 
Fehler  sind,  und  dass  ^dte  bestimmten  Integrale  dieses  Paragra- 
phen nur  von  0  bis  oo,  statt  von  — od  bis  -f  od  zu  nehmen  sind, 
indem  A  bloss. positive  Werthe  hat. 


C  s.  w.'in  den  übrigen  Fällen. 


«  / 


r 


sie 


n. 


Dfr  f .  IS.  J«r  aniiaMrtm  AUMtAmg  ■■■•  d«i«h 


Ca  hMM  nmickal  ra  — tor— dw  ahrlg.   wcIcMa 
■itüilliliti  F«y«r  Ml.  4m  MB  IumM.   »mm  mm  Ar  A 
jMcfc  «•  FwmI  (H)  BiMfce«»  W«r«k  »Urft    JM 


b^ll. 


(-7.-! — ). 


Mbl 


/TifA-f  tr#'<»**»*>«'*^a  A',A'-(I  ♦jp)  «v »  *'  •  A 


«•  WtkracMalcUrll.  4m«  A'  f  1  4««  rWbtiM  Wvrik  *m  A 
■Im.  NM«  MB  f  4Wlr  mrmmmm«.  4ct  FdkMr  1 


M  M  «Mg«  CMm«  RMrb 


IM  Kl  I  2.)  >■  viM  lUika  MlnidMll.   IN*  VfAM*  •  life 

Wartk)  «M  Mlk»M4i«  arlir  kWto  ••*•  ««mm.  U4m  * 
4w  ••kracii*ialick*l«  W«f«fc  tM  A  Ul:    fit  4i»  m 
WcfiM  VM  I  «M  MM  dM  «Alt* 
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setzen  dürfen,  welche  GrOsse  also  die  Wahrscbeinlicbkeit  ans- 
drückt  9  dase  bei  der  Annahme  A=A'  ein  Fehler  z  begangen 
worden. 

Was  den  Werth  der  GrOsse  K  anbelangt»  so  ist  er: 


j^_  A'^e"«  *'"•«"'* 


/**  A«e--AVf»>7aA         r*A"i?~?  *^"3A 

o  o 

Was  das  hier  vorkommende  Integral  anbelangt»  so  setse  man 

a=aW~, 

wodurch  man  erhält: 

o  o 

Nun  ist  bekanntlich: 


yOD                                      1 
a;«r+ie-*«ar  =  2-1 .2 r . 


Gesetzt  nun  m  (also  auch  r)  sei  sehr  gross»  so  ist 
(vergleiche  z.  B.  Naviers  Differential-  und  Integralrech- 
nuug»  zweiter  Band»  Zusatz  IV.): 

1.3.6....  (2r—l)=V2.(2r)*-e-^» 

1 .2 r  =  V2r»  .r'c-*-. 

Ist  also  m=2r»  so  ist 

A'«»-e-r.2r+i 

MM,  SS 


A-aN-^W^  (J)***U.^  (2r-l)  V« 


—    A'.V«.V2.(4')'r-'     ' 
Thell  XIX.  » 


Sit» 


r  &9k9  griM ;  «!•• 


I 


Fir  •!•  irtMMi  r  «rtnl  MM  «k«?  (I  f  ^K«'=r#l  «Hti 


Mm  «M  «Im  Mr  •!•  gttMW  m:  ^^Jjr^ 


t« 


«wd«.   ab  MM  A'  ftr  4m  ttabmi  W«rlli  tM  A  Mki 
Mgl.  üW  la  i 4.«  4m«  ^^r   4m  Mms  4m  Cmm%MI  fit 

b94Ml«C.    freilich   iiitr    Mter  49r  V< 
M.    i>M »^  Ht«"  •«•  ^  ItMaitiH  4m  f.  II. 


IIL 


mcmI  vlckttgva,  te  §•  17«  mwWmmmi  8fllM 


Oto  Clilrfcüit  (10)  Ut  rtcM».  m«m  ■••  Dh 
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eben  diese  Bedingungsgleichungen  bestehen ,  die  Grossen  w  Toder 
e)  also  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  so  dass  man  diese 
oder  jene  derselben  zur  Berechnung  von  u  anwenden  kann.  Wä* 
ren  (fiese  Bedingungsgletchungen  nicht  vorhanden,  so  gäbe  es 
offenbar  einen  einzigen  Weg ,  da  sonst  die  Gleichsetzung  der  Re- 
saltate,  die  auf  verschiedenen  Wegen  erhalten  wurden,  geradezu 
solche  Bedingungsgleiebongen  hervorbringen  wflrde.  Wendet  man 
aber  Werthe  von  w  an,  die  den  Bedingungsgleichungen  (38)  ge- 
nügen, so  ist  es  fOr  diese  Werthe  o^nbar  gleich,  ob  die  fo8) 
bestehen  oder  nicht,  was  unsere  Behauptung  rechtfertigt.  Die 
e  +  x  des  %.  16.  sind  nun  allerdings -in  diesem  Falle,  sie  sind  es 
aber  nicht  allein,  da  die  x  nicht  bloss  durch  (38)  bestimmt  wur- 
den. Wendet  man  sie  aber  an,  so  eirhält  man  den  wichtigen  Vor- 
tbeil,  dass  der  mittelst  dieser  Werthe  erhaltene  AusdrucK  von  u 
der  Art  ist,  dass  er  dasselbe  Resultat  fulr  u  giebt,  welches  die 
bestiiiugliche  Verbindung  der  unausgeglichenen  Beobachtuneeo 
hätte  geben  können,  während  gerade  diese  bestmögliche  Verbin- 
dung so  beschaffen  ist,  dass  sie  dasselbe  Resultat  giebt ,  ob  man 
die  unausgeglichenen,  oder  die  ausgeglichenen  Beobachtungen 
anwendet,  da,  wie  man  aus  (56),  (57;  und  der  Gleichung ,[ia'] 
=  [an]  leicht  scbliesst: 

t/;(ei,  e2,..-)=t/;(eH-jr|,  e^-f  ^sv-)* 

Zur  Ableitung  der  Gleichung  (53)  kann  man  noch  bemerken,  dass 
die  Differenz 

verschwinden  muss  mit  (fen  Grossen  Fi,  JP^,....,  wenn  man  in 
letztere  e  an  die  Stelle  von  w  geschrieben  denkt.  8ie  wird  also 
als  Funktion   dieser  Grössen  aufgefasst  werden   mfissen  u.  s.  w. 


IV 


Was  die  Auflösung  der  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angesetzten  Gleichungen  betrifft,  so  wird  die  direkte  Rech- 
nung, namentlich  wenn  ziemlich  viele  Uobekante  vorbanden  sindt 
wohl  weitläufig  sein.  Das  Verfahren,  dass  Gauss  zu  diesem 
Ende  vorgeschlagen ,  kommt  so  ziemlich  auf  die  häufig  gebrauchte 
Eliminationsmethode  heraus,  nämlich  aus  dem  aorzu^senden  Sy- 
steme von  Gleichungen  des  ersten  Grades  ein  neues  zu  bilden, 
das  eine  Unbekannte  weniger  enthält ,  u.  s.  w. ,  bis  man  endlich 
auf  eine  einzige  Gleichung  mit  einer  Oobekannten  kömmt. 

Das  Gtelchungssystem  (18)  in  6.  6.  wird  die  allgemeine  Form 
der  Gleichungen  enthalten ,  welche  nei  den  Anwendungen  der  Me- 
thode aufzulösen  sind.    Man  bilde  nun  folgende  Grössen: 


16» 
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Hat  man  nun  irf^end  uelcbea  Werth  fCIr  A  ab  deiT wahres  aam- 

pommen,    so  erlangt  auch  <D  einen  beslimmten  Wertb»  ond  &X' 

jenige  Werth  von  A  wird  zu  wählen  aein»  fiir  den  <D  ein  Man- 
muni  wird. 

Man  kann  dies  auch  noch  so  betrachten.  Sei  t  der  wahre 
Werth  von  A\  Oi,  a««  .••>  an  die  durch  die  Beobachtunffen  geToa- 
denenWerthe  dieser  GrCaee;  so  sind  die  begangenen  Fehter:  x^Og, 
z^^Q%9  ••••»  2 — ou  und  die  Grosse 

fp(z  —  ai)g>(z  —  IIa)  ••.  9>(i  —  fl«) 

drflckt  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  man  statt  des  angenom- 
menen Werthes  z  fSir  A  durch  Beobachtung  ßnden  werde:  ii|, 
...»  an.  Daraus  folgt  nun,  nach  I.,  nachdem  die  Werthe  aj »  ...., 
a«  erschienen  sind,  dass  die  Wahrscheinlichkeit ,  z  sei  wirklich 
der  richtige  Werth  von  A  gewesen,  ist 

y(x'—  ai)q>(z — a^ ...  g>(z — n«) 
£qf(t -^  ai)ip(z — a^...<p(z — a^* 

worin  £  sich  auf  alle  mSglichen  Werthe  von  z  erstreckt.  Jener 
Werth  X  ist  der  wahrscheinlichste,  ßür  den  diese  Grosse  ein  Ma- 
:dmum  ist  Da  der  Nenner  nicht  von  z  abhängt,  so  wird  man  also 
zur  Beetfnunong  von  x  haben: 

g 
d,  h.  wenn  man  bemerkt,    daws    ,s^- ==-g^  ==....  ==-g-2-=rl: 

9(t^)"*"9(t'a)+ +  9(r«)-"-       ^""^ 

Je  grösser  nun  die  Anzahl  n  der  gemachten  Beobachtungen 
ist,  desto  sicherer  wird  man  darauf  rechnen  dflrfen,  dass  unter 
den  liegangenen  Fehlern  gleich  viel  (und  bezOglich  gleich  grosse) 
positive  und  negative  Fehler  vorkommen,  mithin  alsdann  die 
Summe  Vi+v^+..,+Vn  sich  desto  mehr  der  Null  nähert,  je  grös- 
ser n  ist  Da  wir  die  Fehler  als  rein  zufällige  annehmen,  so 
wird  diese  Annahme  wohl  gerechtfertigt  sein.  Aber  je  grosser  n 
ist,  desto  sicherer  wird  man  darauf  zählen  dürfen,  dass  der 
wahrscheinlichste  und  der  wahre  Werth  von  A  zusammenfallen, 
da  wir  uns  dem  wahren  Werthe  durch  Vervielfältigung  der  Beob- 
achtungen offenbar  immer  mehr  nähern  müssen.  Demnach  wer- 
den, je  grosser  n  ist,  die  in  (u)  vorkommenden  Fehler  f^i,  n^,  ..., 
9n  sich  immer  mehr  den  wanren  nähern,  zwischen  denen  die 
Gleichung 

»i+iHi-f -ff>i.  =  0         iß) 
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•rbäit  mau  aus  (l): 


•••• 


[>c*.3l]z  +  l>crf.2]a  + 
\jgedJi}z  +  {igtP.2]u  + .... 


[gdiuS], 


(0 


Bildet  man  imu  eben  so: 


m 


I    ^        ^    % 


•M  m,  (f). 
(«^J).|(,^.l|t«.. 

I 


b  iiilltii  ««In  laa  U«  »•«>  (iM. 


■     't  f.  t.  ■•  ».  ••    M 


223 

[ge^ .  4]p  +  [gef.  4]to  =  [geMA] , 

[ffef.ijv  +  [gri]«>  =  bfM*] ; 

zar  Bestimmung  voo  u  die  (f),  zur  Bestimmune  von  t,  y,  x  die 
(t).  (/),  (18). 

Man  siebt  zugleich,  dass  die  sXramtlicben  Gleichungssysteme 

(/)>  (/')> die  EigenthJimlichkeit  beibehalten,    welche   die  (18) 

hatten,  dass  nämlich  die  KoefBzienten  der  Unbekannten  in  hori- 
zontalen und  vertikalen  Richtungen  einander  gleich  sind. 

Wollte  man   das  Gewicht  von  to  kennen,   so  hätte  man  nach 
§.  10.  den  KoefBzienten  von  [gfM]  in  dem  Werthe    T/f~ßi      «u 

suchen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Grössen  [^ailf],  .*..,  [ff^JU} 
sämrotlich  Null  setzen,  da  dies  offenbar  an  dem  gesuchten  Koef- 
fizienten Nichts  ändert;    alsdann  zieht  man  aus  den  -  Gleichungen 

ybM.l]=0,  .....  [ffelU.l]=0,    lgfM.l]  =  [gfM], 
[gcJU3]=iO, .....  [geJU.2]  =0.    [gfJU.2\  =  yfM.l]=i\sfM], 


;   o.  8.  w.,  endlich: 


[flr/».5]  =  [5/af]. 


so  dass  der  gesuchte  Koeffizient  gleich  rz^rg]    '*^»    mithin    das 

Gewicht  von  to:  [gf^-^^*  Macht  man  so  nach  und  nach  J^les 
Element  zum  letzten,  so  kann  man  die  Gewichte  derselben  leicht 
erhalten. 

Hätte  man  endlich  nciöh  folgende  Grössen  gebildet: 


(K) 


so  wäre  die  letzte  dieser  Grössen  die  In  €.  15.  Terlangte  Summe 
Qjroo*]-  Dass  die  Grössen  (K)  gleich  mit  den  Grössen  (A),  (kf)»... 
gebildet  werden  können,  verstent  sich  von  selbst 

Der   Beweis    dieses  Satzes   Ist   ziemlich    einfach.    Man    hat 
nach  {.  15.: 


i 

+ 

I 

.lj(,t  f  tÄ*.  fr  f«  <i?^-/  ^  -  ^  fr  C. 

Nm  M.  U  F«Ir«  4rr  CIrkiMMRM  (18)^  41«  «rato  tälU  ttd 
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•         «  #        «         -         « 


-^l#*vib.-jf^.¥iK-. frif  ir.ii 

^,.Mi#,.frr«'^«Äi'^l-^frr. 
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Wie  nuiD  hier  weiter  gehen  IcanD,  ist  klar,  so  dass  man  endlich 
erhält: 

worin  n  die  Bedeutung,  wie  in  $.  15.  hat. 

Da  man  [jffVo^]  leicht  direkt  berechnen  kann,  so  hat  man  hier- 
durch immer  eine  scharfe  Kontrole  der  Rechnung,  die  bei  Zah- 
lenrechnungen ohnehin  äusserst  notbwendig  ist. 


V. 


In  der  fraglichen  Abhandlung  Ist  der  Beweis  der  Grundformel 
(3),  von  der  Alles  abhängt,  auf  Betrachtungen  gestützt,  die  aller- 
dings in  Frage  gestellt  werden  können.  Schon  im  elften  Theile 
des  Archivs  Nr.  XXXVl.  (S. 369. ff.)  hat  Herr  Professor  Matzka 
(jetzt  in  Prag)  einen  Beweis  dieser  Gleichung  gegeben.  Die  foU 
genden  Betrachtungen  ruhen  auf  ähnlicher  Grunolage  und  dCrften 
als  Nachweis  jener  Gleichung  gelten  können. 

Die  Häufigkeit  der  Fehler  ist  im  umgekehrten  Verhältniss 
Ihrer  GrSsse;  ein  gewisser  Fehler  v  wird  desto  häufiger  vorkom- 
men, oder  besser  gesagt,  sein  Vorkommen  wird  desto  wahrschein« 
lieber  sein,  je  kleiner,  desto  weniger  wahrscheinlich,  je  grösser 
er  ist  Allgemein  werden  wir  sagen  müssen,  die  Wahrscheinlich- 
keit eines  Fehlers  o,  der  bei  einer  Beobachtung  soll  begangen 
worden  sein,  sei  eine  Funktion  tplv)  dieses  Fehlers.  Hinsichtlich 
dieser  Funktion  wissen  wir,  dass  (9(-'v)=9(o),  so  wie,  das« 
sie  rasch  abnehmen  mus« ,  wenn  v  wächst.,  mithin  ein  einziges 
Maximum  hat  fär  o  =  0,  und  zu  beiden  Seiten  dieses  Manmums 
gleich  verläuft    Jedenfalls    ist  ihr  Werth  Null  für  e=:±c».     Da 

ferner  g>(v)  abnimmt  mit  wachsendem  e,  so  muss      >s         immer 

negativ  sein,  in  so  ferne  wir  bloss  positive  Werthe  von  v  ins  Auge 
fassen.  Dm  nun  cp(v)  selbst  bestimmen  zu  kOnnen,  wollen  wir 
zunächst  nur  eine  Keihe  von  Beobachtungen  einer  einzigen  Grösse 
A  ins  Auge  fassen  und  zugleich  annehmen ,  es  seien  diese  Beob- 
achtungen  sämmtlich  gleich  gut.  Ist  n  die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen,  sind   ferner  0|,  t«»  ,  Vn  die  (jedenfalls)  begangenen 

Beobachtungsfehler,  so  H'erden  diese  (allerdings  unbekannten) 
Fehler  ihre  Werthe  ändern,  je  nachdem  der  wahre  Werth  der 
Grösse  A  sich  ändert.  Welches  der  wahre  Werth  von  A  sei, 
weiss  man  nicht;  theoretisch  sind  alle  möglichen  Werthe  von  A 
znl&ssig,    und  jedem  entspricht  ein  anderes  System  von  Fehlem 

Vi,Vm,  Vw     Die   Wahrscheinlichkeiten   aieser  Fehler   sind 

besQglich  9(^1), ......  <p(vn);  die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dass  sie 

s&nimtlich  zugleich  vorkommen:  ^ 
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Hai  M»  Mft  hnfnd  HtfldiM  WeHk  (9r  A  tih  4«i'wi 
— ii#«»    mo  erUoft  Aach  0  einni  besüainitefi  W^rUi, 
JmIk«  Wrrtk  toti  .4  wWd  t«  «»ihl««  •i'ia,    Ar  de«  ^  «te 
MM  wird. 

Man  luna  dUa   aodi  aodi  m  MraditMi.    2M  t  dw   » 

Wartk  fn  Ai  «i ,  «• ••  die  darck  di#  B#oliadilaiiMi 

d«MiW«rtlb«diaMCUrO«a#;  m  »iad  dto  li«taii||ca«i  Fehtar : 
t— «g*  ^,,  s  — Hb  «sd  die  (iruM« 


dffidil  dl«  ^Vahrsclirinlirllkeit  aa«.  daM  mao  aUCI  de« 
»«•«fi  %Vrftliea  i  (Ür  A  dnrck  BrobarklutiK  itid#fi  ttarde  #|* 
.^.  *».  Hat  Atta  CaIcI  nva,  luirk  1  .  tiArkdem  di«  HcrtiM  «i»  •.*«, 
••  «fttclilraeii  aind.  daM  dl#  %Vakr»«kei»licUiwit,  2  ad  «nrUkfc 
dar  ridbtl^a  Watlk  vaa  A  gatiMea,  UC 

2Jf<t-ajHKi  —  «^^^«-.a,ö' 

«aria  £  airk  aaf  alla  mOfll^kea  Warlka  voa  s  afatrackt. 
Wattk  t  laC  d«f  wakrackeiolickAta,  für  daa  diana  Gruaaa  aia 
ilMMi  bt  Ui  dar  NtMar  aicki  taa  t  akklagt.  —  «tird  warn 
mm  B^atfMMSf  raa  t  kakea: 

a 

d.  k.  «raaa  Maa  kaaivrkl ,   da»«    .     —  #  •  -3 ....  -:  .—  n  I ; 

<*:         ci  et 


Ja  irdaaaf  aaa  dia  .\aiakl  a  d#f  fraMcktaa  Mmkifklmgta 
lal»  dial»  akkarat  «Ird  «Ma  daranC  rfckaaa  dirfaa.  daaa  aaiat 
im  kagiagaaaa  FaMara  glrkk   %ial  (aad  keiiclirk  gMck  gfmmmi 


MaMta  aad  arfallta  Krklrr  «•tkocaniMi,  aiilkla  aladaaa 
naiwi  f|  t  rg  f  .«  4  r«  »Ick  dralo  airkf  d^  .%all  aAkaft ,  J«»  §#%#• 
aar  a  bi  Üa  alt  dia  Frklet  al«  rata  fufilllaa  aaaekaiaa ,  aa 
üM  diaaa  Aaaakaif  «mkl  garrckllfftif^t  aaia.  Akar  Ja  ftM^aat  m 
lat.  da«4a  »irkrtaf  akd  aMia  daraaf  f^klaa  ddrfaa.  da*a  4m 
ftakrackaialirkitt  aad  d#f  aakr«  WrHk  taa  A 
da  ak  aaa  daai  aakraa  Warlka  darck  Ven lrlfalll||aag  im 
acklaafaa  affrakar  laMaat  aMhr  aikcta  aiiaaaa  Ufaiaack  tiar 
daa.  ja  if^aaat  a  iai,  dia  la  (•)  tafiaaaiaadra  IVklat  ^.  m^  ^«. 
fb   •A    laiMar   »»kr    daa   aakraa  aikara,    fwlarkaa     '  *" 


•l  ♦•!♦.-     ♦H  —  t  «^ 
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(savoir,   le  m^me  sigiie   avant  la  lettre  t 
daos  les  deux  termes). 


9C  9C 

oa  Lien ,   t  etant  =:  cos  ^  -f  isin  ^ : 


V^  \,      2«  .  .  .   ^7$^^       2Ä:«  .  .  .    ^kn  4/  ~ZZr 

g -hcostj-  +tsin-g-')(co8-g-db»s*D"o-)Y  y+V  y*  +  l 

^  8 

*  (cos-^+isin-«- )(eos-^±isin-T-) 

par  coDs^quent,  si  Ton  observe  eo  outre  qo'en  effet 

2n      .  .    27t 
cos-^  +  isin  -^ 

est  une  des  valears  de  Texpression  ((1))^  et,  par  sulte, 

,       2«        ,    2«  2Ä7r     ,  .  2kn        //-iwi 

(cos  g-  +  1S111-J-)  (cos -g- ±win-g-)=  ((!))*, 

on  retroQvey  aiissi  dans  ce  dernier  cas,  les  formes  ordinaires  (3'0 
des  racines»  y  ^tant  toutefois 

y.ft 


y=-« 


(V8^)J 


Thcil  MX.  IG 


4m  Tmisrnrntlmm  te 


M.  E.  J.  Björliig 

# 

iicl«Bc«a  4m  8Uckli*l0.  84a»c«  im  9.  üct  IftStL). 


II  ««t  U«i  roMMi  i|««  l'ofi  •  lr<Niv4  4«i  <f  ■■■tritii—  4«  b 
m^b^csHma  f|w  MB  mcHi#0  ■#  M  mmmmtwtm  #i|SBtpNi  wn^vn^M 
€*«!  4rff«  wip^figf  Ml  4irttie  »•  p««t«al  aVipri»#f  mi 
4#  ygl^ü«  MctU«  AlivMi|tt«  i««  cocllrW«U  4«  1*4 
MiU  ••  ii'e«!  fft»  [Niftaal  mmumt^  i|tt»  rcU  »«  pcvl  •• 
wy—  d'vft«  (MK-tlMi  4«  i|ii#lf|iir  Mitt«  Ha—,  |».  m%.  4  ••« 

Ür»  ■••  rvcWfdb«  4aa«  c«  clua!p*-U  ••  »Mi^MVaM  |mm 


b  f«nB»  5CMS  4#«  ftciiie«  ir   Tr^alU«  4m  a#»g  4nP^  4m»  Ir 
CA»  ificlai  i|«r  Imi  m  xw   W    €••••   lrr#4«clkklll«»    •• 
4«^l«   »•  «ffvC  »rlltfM^al  mmn  fmtlmmm  da»«  #^«alU» 
•  ■•Ic«tt4|«#  4»  c«  4«|f»,  ■■■MW  iB^itUU  M«,  U  ^■»■Ml»  • 


.    Mf«M(|a)) 
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les  d^fioitions,  par  lesquellea  od  est  convenu,  il  n'y  a  jpas  long- 
teinps,  de  fixer  dans  ces  cas  le  sens  de  ces  meines  notatlons*). 
Ces  quelques  lignes  suivantes  feront  voir  qae  cette  assertion  est  bien 
fondee«  et  que  Ton  peut  avoir,  en  effet,  dlrectement  et  avec  la 
plns^  graode  facilit^y  rexpression  coDvenable,  de  la  fonne  doiit  il 
s'agit,  des  racines. 

1.    Afin  de  r^soudre  r^quation  du  Siöme  degr^ 

(1)  ar»- aar +  6=0, 

Von  peut,  en  posant  2yeosz  au  Keu  de  x,  ehercher  teutet  les  va- 
leurs^de  2yco8z  qui  satisfont  k  T^quation 

Sy'eosH  —  2oyoo82  -f  ^=0, 
ou  k  r^quatton 

2y'(cos3z  +  3cos2)  —  iaycoBz  -f  6  =0 , 
ou  möme  4 

(2)  2y»cos3z  +  2(3^«—  «)ycoss  +  Ä=0, 

ou  bien,  en  posant 

3y^— a  =  0,     ou    plutdt     ysrrl/g"» 

chercber  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  coss,  ou  möme  de 
2,  qui  satisfont  k  l'^uation 

2v>cos32-f6=0, 

c  ä  d.  toutes  les  valeurs  de  z  qui  satisfont  k  Täquation 

2Q)*co832  +  Ä=0, 

ou  (en  omettant  k  präsent  le  cas  de  a=0)**)  k  T^quation 

oo»  ce  quI  revient  au  mtoe»  k  la  suivante: 


•)    Voir  p.  ei.  !••  Actes  de    TAcad^mie  des    •ciencet    de 
lekli.  poor  l'ann^e  1847  par.  275;    Exe      ' 
Fhyt.  raath^m.  (T.  III.)  de  M.  Canchy. 


e«)    II  est  biea  eridenti   en  effet,    qae  dans  ce  cat-lä  notre  ataer- 
tloa  d-deatot  ne  te  troare  pat  nallemeat  en  d^laat 


,=  %«c-((-^^j-»i 


f9«t  fMipfttM  4mm  I#  ■ccoad  »ctilir«  de  celto  mW  : 


t.  ff9m  m9  lalM#r  rien  i  d#4r»f  A  mC  ^gard. 
f<flief  k  pr#«nit  i|«'rti  «fc!  dtiui  Umm  te«  ra«,  !•• 
d«  r^««ti«tt  |»ropo«#«  #Uttl  r#rU  («  um»  -^0).  le«  taUwf  dt  M 
^•9  f««nMl  crtte  forflMde  (ti  ceittcidml  pir^ctodic»!  atec  !••  t» 
ofdinaire«  de«  radiM«  d«  r^natU»». 


I) 

•  #taat*paallif.    et  —  r|v'^- ••■^r.     .1   (•■/"^jy 

(caa«a   IrrcdecllbllU). 
mwUm  fWoBttl«  (3)  d4Mme  bii^dUUMt^t,  ca»»a  k  T 

(3-)  '^^Ya«^     j— • 

c«flipft#  f«tfe  Ic«  liiail««  0  •!  ■• 
rt 


A  •«  »««We  |Miir  ^»gjcaayw  (0  jacl— iie). 


1>. 


#faal  fOillif,   ••  —  ncSl    •■•»^' >  I  (••  I  >^l 
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■ 

coinme   en  genöral»    a  ^tant    nomöriquemeBt     >1,    Texpreasion 
arcco8((o))  represente*) 

Arcco«  ((r^))  ± » log( V^  +  V7?=l) , 
notre  formale  (3)  donne,   er  d^signant  (pour  abr^ger) T^Tn^r ' 

ar  =  2^  ~  .  cos  t  V8arcco8((dbl))±« •  log V^Vä*+  Va^^l  \ , 

k  savoir,  4z  l,  selon  que  b  est  n^gatif  ou 
positif, 

=2^  J .  cos  j^ ± .• .  log  VV«»+^ä«^'j  . 

le  nombre  entier  m^    etaiit   pair   (0  in 
clus)  ou  impair,   selon  que  b  est  näg.  oa 
positif, 

a 


1 


WITT  ,  ,  .   tnn 
cos  -j"  iLsin-:^ 


(ffavoir,    le    niöipe  signe  avant  la  lettre  t 
dans  les  deux  termes), 

c.  4  dire,  dans  le  cas  de  b  n^gatif  [puisque  alors 

mit      ,    .  mn  //ixxm 

cos-;j- J:»-8*n  "3~  est  =((1)))*, 

dont  on  dbtient  les  trbis  valeurs  en  posant  successivenient  m=0 
et  =2]^   les  trois  racines  ordinaires: 


gab 

•I  CO« 


*)    Voir  p.  ex.  les  Acte«  de  TAead.   1847.,  pag.  29ft. 

*')  On/  con^oit  bien  que  Ton  peot  n*aToir  egard  ici  aox  Talears  n^- 
iTe«  de  f/ij  TU  qa'en  effet  les  deux  expressions  doables  cos(aJ^^) 
B0s(— aJ:^)  n'indlqoent  qae  leu^me,  l'abe  et  Taatre. 
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und 


j  WW~^p' 


and  somit  die  rectificable  Cunre 
ond 


il  =  %Vp.:r:  +  2^f. 


In  Mr.  183.  und  Nr.  184.  \S.  137.)  der  Mitfbeilitirffeiider 
natorforsehendeo  Geaellsehaft  su  *:B«rD  fhält  fiter 
R.  Wolf  Folgendes  Ober  Maupertuls  und  Voltaire  rntt»  A 
bekanntlich  gegen  einander  sehr  feindlich  gesbnt  wm^di 

Manpertnis  starb  erst,  svei  Jahre  nach  Samnel  KSnig» 
nSmlich  am  27.  Juli  1759»  nnd  zwar  zu  Basel  in  den  Armen  J«* 
bannen  II.  Bernoulll.  Während  er  Im  Todeskampfe  teb  fam 
anch  Voltaire  nach  Basel,  und  Hess  Bernonlli  bitteaATnai  ia 
Gasthofe  zu  besuchen.  Dieser  eriäfalte  ihm  von  dem  festanfc 
MaupertuiSy  und  seinem  sehnlieben  Wunsche,  sich  noch  nK 
Voltaire  zu  versöhnen;  aber  Voltaire  entHcbuldigte  sich  mit 
seiner  schwachen  Gesundheit,  und  statt  den  Nagel  zu  bedauero» 
den  er  durch  seinen  Doctor  Akakia  Maupertuis  früher  In  to 
Todtenbanm  geschlagen,  liess  der  giftige  Mann  als  Antwort  auf 
die  Einladung  zur  Versöhnung  einen  zweiten  folgen.  Er  fand  näm- 
lich in  seinem  Gasthofe  ein  Bildniss  von  Maupertuis  mit  den 
Versen: 

Le  globe  mal  connu,  qu'il  a  s^u  mesurer, 
Devient  un  monuroent  oü  sa  gloire  se  fonde; 
Son  sort  est  de  fixer  la  figure  du  monde. 
De  lui  plaire  et  de  l'öclairer; 

welche  er  ihm  selbst  io  den  Zeiten  ihrer  Freundschaft  zu  diesem 
Zwecke  geschrieben  hatte.  Diese  Verse  verdrossen  ihn  jetzt,  und 
er  schrieb  auf  die  Ruckseite  des  Bildes  die  neuen  Verse : 

Pierre  Moreau  veut  toujours  qu'on  le  loue, 
Pierre  Moreau  ne  s'est  point  dement! : 
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(savoir,   le  m^me  staue   avant  la  lettre  i 
dans  les  deux  termes), 


ou  lien,    t  etant  =  cos  ^ -f  isin  ^  • 


VA   \^      2»  .  .  .   2«^^       ^Un  ,  .  .   Ikn  Jl         TZ ZZr 
g  •  Ucos^  +tsiQ-«-')(cos-^±«öin-o-)Y  y+V  y*  +  l 

• 

(  cos -5- +  «  sin -g- )  (cos -g- ±  ISID -w- ) 

par  coDs^quent,  si  Tod  observe  eo  outre  qa'en  eSet 

2»      .  !    2« 
cosij-  +  isin-^ 

est  une  des  valears  de  Texpression  ((1))^  et,  par  suite, 

2»        .    2«. ,      2^«     .  .  2A« .       ,,,.., 
( cos  w-  +  tsm  -Q- )  (cos -i-  db  w«« -3-  )  =  (0))* » 

on  retrouve ,  aussi  dans  ce  dernier  cas ,  les  formes  ordlnaires  (3'0 
des  racineSy  y  ^tant  toutefois 

3  a    .. 

y.6 


)'=-/i 


(Vs^)»  ■ 


,  Theil  XIX.  IC 


2U 


VefkaBfMHUlpikeB  ftr  Schlier. 


%m  tau  mmm  rraC  Pw.  BthUmlUh  m  Of«t4«< 


•*••.• 


•b«  I  f.«  ♦  fi«  I  *i« »  


I-  #b»{l-H.)»i"Kl-Hi)(l     fi)fte 
H»  tmiH  BM  a.  IL  Hr 


I  I  I  I 

•■•  fc»tt— Hiflb  nrMtg  Ul. 


235 


Lehrsatz. 
Von  dem  Horrn  Prof.  Dr.  Seh  15 milch   zn  Dresden. 

Die  Summe  der  endlichen  Reibe 

m-1         (m-a)(m-3)  (m-3)(m-4)(m-6) 

l  +  -j-'+ 13 *  + 03 ' 

.  (m-4)(m-S)(m-6)(m-^7) 
■*"  1.2.3.4  '  ■*"••• 

oder 

I  +  (m  -  l),ar  +  (m — 'i),»»  +  (m  -  3),«»  + 


worin  x  eine  vSliig  frillkQhrlicbe  Grosse  und  m  eine  ganze  posi- 
S   tive  Zahl  bezeichnet,  ist: 


I        2  L(V"l+4:c-l)-  (V^l+4a:fl)'-JVH- 


4z 


SM 


■  Iteellea. 


b*---       ^        ■    *    -     —-_#->, *-»._    .>,  -     «m'--^  -      •- 

4Mm  nW  U«r  MMnlMlM  ttbalw.  i; 


IWIuMitt&cli    li>li»g   «ctett    Caler.    {««ffrattf«   mid 
»ilHiii—  VorscIlnflMi  i«f  A«ll»ANiff  f#ctiirablrr  r«nr#» 
kctt.     lU  M  Bilr  abcf  M-keiM.    aU  «4  di«  mmrtM^t^mtäf  t« 
MuiMilMi  fr>a>atttrk  «vf«cllMf«  mktr,  ••  ttiril  «m»  #•  « 
Kra,  «eMi  ick  mke  km  U  KOr«c  «»Iftlirc.  Ut  ^^)  ti»e  »«IrW  I* 

daft«  ••«■•U  f<')il.v  aU  Midi  .  d.  b.  der«»  t«tiff«k«f 

hUttakil  M    M  Ul  die  r«ne.  d«fM  UWIcIm« 


»*'/^'>^'-^'*/i^') 


M.  JgdanaH  racMnM.  Md  die  lOa««  ciM»  beMkifwi  MAri«» 
data«  lafarf  dat 
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Ist  z.  ß. 

9(a:)=3a:— 5, 
so  hat  luan  wegen 

und 

und  daher 

eine  solche  Carve  und  ihr  allgemeines  Integral  des  Bogens: 
Oder  es  sei 

■ 

9>(a:)=:8ina;\ 
mithin 

/    sina:<2^= — cosa?  +  6 
and 

J      %\fkX  °  '* 

daher  ist  die  rectificable  Curve 

y  =  %ltang  V^a:  +  coso:  +  C 

und 

A  =  y^l  tang  V«^ — cos  or  +  C. 

Oder 

9(0?)=  Vpa:, 
also 


/  dxSfpx  =  73  V/> .  a:' 


m 


/vTfV;« 


WM  ftflflNl  A#   fM4IACSM#  CtW# 


,=%v>^-Yj 


k»%Vp.sl^ 


Vj 


la  Kr.  in  m4  Nr.  181  n.  137.)  in  Mitlb*llaBB«a  4m 
••tiirr«r«cli«a4*a    GaavIUckail    ■•    Bara    mM 
B.  W*lf  ral»aa<w  Ibcr  MaararlaU  awl  Valtalra  ■k. 


&m  i7.  J«ll  I7M,  Mi4  BW  B«  BbbbI  In  4m  Atwmm  J«* 
bBftftM  II.  B«rtt««lll.    WilimMl  «r  Ibb  T« 

V«ltBlr«  Mck  BMtIa  «114  Hmi  B«?»««!!! 


MB«»BftttiB.  «Mi  Bwkiwm  iifcrtchi»  WmmIm,   «Ick 
V^llBlr«  m  vmSkMi:  aWr  V^lulr«  Ml»chd4lit«  bM 
bbIbbb  BckuBcbB«  liBiBBJliite,   «mI  •IbII  4eM  NbmI  m  kB 
4m  Bf  4wcfc  BciMtt  llBBiBf  AlwkU  MB«|iBrl«rB  frAtr 
TiÜbbIbb«  gBBcfchiB»,   iBaB  4Br  «IMffB 


"^  iiü!foSr%    ■*  - 


RbIi  ta  bbIbbi  i;BBtkBli  Bhi  IttMiaBB  iB«  llB«|iBrt«lB  iril 
Vbim; 

Lb  rAb^b  »bI  CBMMia  fal  B  Bf«  mtmmmm, 
D«tlBM  M  »iBBBiBai  Bi  m^  gMi«  bb  fBii4B; 
8b«  Bmi  «8l  4b  Ibbt  Ib  is«r«  4« 
IIb  M  |4bIi«  bI  4b  r^cbkBf ; 


«BidbB  BT  Uta  B<4UI  I«  4b«  ZbUb«  iW«f  FriBBiiABJ  b« 

KwBctB  «BBCtfiBW«   bBdBL   INb«B   VBtB«  tBt4fBBBB«  Um  jBlBt» 

Bf  BBhfM  B«r  4iB  IUcUbUb  4«b  IUUbb  4U  «b«b«  \mm 


Pl«rf«  liBfBB«  «««I  UMJ^Bf  ^'b«  Ib  l««r 

Pten«  ÜBiBB«  «B  bbbI  pBllrf  4#M««li: 
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Par  moi,  dit-il,  le  roonde  est  applati.... 
Kien  n'est  plus  plat,   tout  le  monde  Tavoue. 

Dieses  so  von  Voltaire  boshaft  besudelte Bildniss  soll  noch  jetzt ^ 
auf  der  Basler  Bibliothek  aufbewahrt  werden. 


Ueber  Euler's  ungemein  grosse  Thätigkeit  äussert  Herr  R. 
Wolf  in  den  Mittheilungen  der  naturforschenden  Ge« 
sellschaftzu  Bern   (Nro.  201 .  202.  S.  53.) sich folgendermassen : 

,9 Wie  Euler  in  56  Jahren  (auch  rait  aller  HOlfe,  welche  ihm 
Fuss,  Kraft,  etc.  während  seiner  17jährigen  Blindheit  mit  wah- 
rer Aufopferung  leisteten)  32  Quartbände  und  13  Octavbände 
selbstständiger  Werke,  —  daneben  gegen  700  zum  Theil  sehr  grosse, 
mit  den  tiefsinnigsten  Speculationen  und  Rechnungen^  angeRlIlte, 
und  alle  Theile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  beschla- 

gende  Abhandlungen,  welche  in  den  verschiedenen  academischen 
•ammlungen  abgedruckt  wurden,  —  und  dann  noch  eine  Menge 
erst  gegenwärtig  zur  Publication  geordnete  Abhandlungen  schrei- 
ben konnte,  so  dass  der  jüngere  F.uss  in  seiner  „Nachricht  über 
eine  Sammlung  unedirter  Handschriften  Leoohard  Eulers  und 
über  die  begorniene  Gesammtausgabe  seiner  kleineren  ScMften'* 
die  Anzahl  aller  gedruckten  und  ungedmckten  Schriften  Eulers 
zu  809  Nummern  angiebt,  die  in  einer  Gesammtausgabe  in  Quart 
mindestens  2000  Druckbogen  einnehmen  würden«  ist  bereits  fast 
unbepeiflich.  Wie  aber  Euler  neben  dieser  schriftstellerischen 
Thätigkeit  noch  Zeit  fand,  als  Lehrer  und  Erzieher  zu  wirken,  — 
geographische  Arbeiten,  Nivellements  etc.  zu  beaufsichtigen,  Lot- 
terien und  Finanzpro jecte  zu  prüfen,  —  Inschriften  auf  Medaillen 
auszudenken,  —  Unterhandlungen  mit  fremden  Gelehrten  zu  fäh- 
ren etc.,  und  doch  weder  eine  grosse  wissenschaftliche  Correspon- 
denz,  noch  die  Lectur  wissenschaftlicher  und  politischer  Bücher 
und  Blätter,  noch  Ciavier-  und  Schachspiel,  noch  seine  Familie 
und  namentlich  die  Leitung  einer  allabendlichen  Hausandacht  im 
Mindesten  zu  vernachlässigen,  ist  wahrhaft  erstaunenswerth,  und 
man  würde  es 'nicht  glauben,  wenn  nicht  alle  seine  Biographien 
thatsächliche  Belege  daftir  anfahrten.  Cnd  doch  schloss  sich 
Euler  den  vielen  Besuchern,  die  oft  aus  weiter  Ferne  zustrum* 
ten,  nicht  ab,  und  fand  immer  Zeit  Jedem  zu  dienen,  der  sich 
inündlich  und  schriftlich  an  ihn  wandte,  —  obschon  die  Zeit  für 
ihn  so  schnell  ablief  als  f3r  Andere.  Mochte  Eulers  Beispiel 
Alle  beschämen,   welche  sich  immer  über  Mangel  an  Zeit  beUa- 

fen,  —  namentlich  wenn  das  Anliegen  keine  goldene  Rückwand 
ietet" 


240 


l>0r  berflllMte  Daniel  lUmoalli  ftilir  ekmmtA  mM 
Hm?»  Tränt.  AradmlciailioUiiUl#  de  PnfU.  1»  W^ 
4km  Md«  nkli  luMislen.  In  F^ne  wh^m  mmlktitm  G^ 
4m  nkli  «Mbcl^n  llio^ti  enUpann.  fraft«  Hr.  Trnnt  n 
ffekrlM,  mie  er  keÜMe.  .JUniel  Bernenlllr  trnr  di»  Al 
Herr  Tränt  elMibte  veiirt  in  werden,  and  nntwortele:  •«UM  kb 
lletnee  Innnli  Ne«ilon.'*  Uernoalli  bewien  Umi  n«i  Awik 
Adreenen  ven  Briefen,  die  er  bei  »IHi  trag,  daee  er  nkM  f^ 
nckermt  ImW»  and  nun  f^ab  nkli  norli  Herr  Trnnt  nie  Herr  TrnnI 


Drnckfekler. 

Tbeil  XV.  Neue  la  Om  UMtetenekknlee)  L  L  r .  ^ 
JCefeleegneBt**  n.  m.  ••KageUegnenl.** 

TheU  XVn.  M.  »1.  Z.  l  f.  II.  kl  der  Kele  etatt  »Bmmmm' 
••Üirrerena.** 
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JLlfeiuiiiiäelier  Berlclit* 


Ckisctaictate  der  mathematik. 

In  dem  Journal  des  Savants,  Mars.  1852.  p.  134. 
injttnian  den  ersten  Theil  einet  von  Biet  verfassten  sebr  inter- 
essanten  Anzeige  jfes  folgenden  für  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik wichtigen  Werkes: 

Corretpondance  ofSir  Jsaae  Newton  and  Prof  et' 
sor  Cates  ete,  Correspondance  dn  Chevalier  Jaaae 
Newton  et  du  professeur  Cotes,  avec  des  lettres  de 
pInsieurs  autres  personnages  eminents;  le  tont 
impriro^     pour    la    premiöre     fois,    d'aprös     les     ort 


f;inaux      conserv<^8       dans    la    bibliotheque     du    col- 
^ge  de  la  Trinlt^  k  Cambridge.    Plus   un   appe 
contenant  d*antres  lettres  et  divers  Berits  de  f^ewton» 


endice. 


aecompagnö  de  notes  qui  prösentent  le  tableau  de  sa 
vie  scientifique  et  un  grand  nombres  de  details  blo- 
graphiques.  Publiö  par  J.  Eddieston,  M.  A.,  fellow  du 
College  de  1a  Trlnit^,  avec  les  fonds  liböralement  ac* 
cordäs  par  Tadministration  du  m^me  College.  1  vo* 
Inme  in  8^  de  310  pages,  orn^  d'uB  beau  portrait  de 
Newton.    Cambridge.     1850. 

Dies   ist   nämlich  die  französische  Uebersetzung  des  Titels, 
die  ich  für  jetzt  nur  mittheilen  kann.  G. 


Oeometrie 

Theodosii    Tripolitae    SphaericorunT    libros    tres 
Ernestus  Nizze  recognovit,   latine  redditos   emenda- 
vit,    commentariis  instruxit,    appendicibus  et  Indice 
auxit.     Cum    qnattuor   tabulis  lap.  incisis.     Berolini 
1852.    (Georg  Keimer.).    8. 

DieSphaerica  desTheodosius  von  Tripolis  sind  jeden- 
fieins  eines  der  schönsten  Ueberbleibsel  des  grleehiscbei^  Alter- 
Band  XIX.  74 


Wk 
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ibMM,    «»d  \kr  SlodbM   Ut   fllr  9mtm  Jede«,    «cf  «kh 
»ytiltltoclie  G««HMirt9  lalcfMBirt«  •!•  Mhr  fceifpitlM  ^' 
MT  UttkMff  U  d€f  Mmc««  G««MlHe  ab«rlM«Dt    ^^ 

Ct—i ctora  B^kf  g^frcvet ,  «i4  d«r  «tImi  dttfcli  ■■■■■^ 
AffWIlM.  iubfoadera  darch  m4m  lMi«rMtattM|  d#r 
dM  ArcUMdea  (SCralMsd.  I8SI.  4.).  vcrdleato  Iforr  Ih 

ju^f  vaMB^Vfis  Ml  asf  sii9ii||di  vVnsa  ocf  ^ 

tÜMr  •rwarW«.    WW  «chafi  der  Tllrl  kesAgt^  

gfiadiUchMi  Teil,  el»c  UlriaUcli«  rifcifiiitoiM^»  ^äi 
iaf ,  mmi  •!»••  Apfcadli.  «vdclier  dl«  CebiiatkiB  wm/h 

Afpeadii ,  AddiUsMaU  c««ipl«cl«iui  taai  AniUa  latagra»  !■■  i^ 

caatUra»  — iacU.  AMavrdeai  Ut  eis  l»d«i  teffc»w  k 


■dttin— Badial— IIB  la  laMaliclMr  Ifaraclia  ealkilt*  aad 
d«a  Warfca  \m  dar  Uraaracha  jcdaaUU  aakr  la  9fkU 
iat    Dia  filfaaliii  Aapaahia  «M  ^Bm  de«  Harfa 
baMlst  wmim  s  E4.  arfar.  Ja.  Peaaa.  PafMU.  1« 
JaaapM  Haatit.  Oiaa.  1707. 
aaa  cf«  at  Iat«  aaaa  artaMBi 

tow£  mt  IL  —  Ihmitm  d«  aflMriri«  UM  Ira^  mS^Y 
Hm  fwlllali  fte.  VImmw«.  ISA  *.  -  TIi««4mi.  yLf.r," 


lycaak  Maaaaaaa.  laOBL  r*  ^*  l^W  vaa  daai  naaliHaa  0anB  Bai^ 
■■Hitif  WM  triilltt  t^^nttkm  «w^Mi  mTm  iB^^jhbl» 
#af  BaHaiia  alaaa  ncaatafantaaMM  vaa  llfacaaal  vas  Jasaa  VH^ 
varfaaal  vaa  A.  Nahk.  aaaaar  daa  kaUaalaa  lÜiiaHacU»  tkJ^ 

I  Bcafill  SB  k^aaaaw  waldb 


VacaaUlta 


aaai  afiacMacvaa  AH^iaaaia  aaa  avfia 
AcMma  dAa  tardiaala   Baadrtaaa   lad#a 
llifcaiiif  tu  daa  TWadaataa  bat  dar  Hart  %!: 
Hafert. 


Aiilr*BMBle- 

Waader  daa  Hiaiaicia  adar  aaaia&afaaallclla  Dat- 
alallaag  de«  Wfflts^ftfaaia.  \  om  f.  J  t.  Liltr««.  %'lafla 
Aaflaga.  .Nacll  da»  aaaeBica  Zustaada  dar  Wiaaaa- 
aabafl  liaarkeili»!  toa  i  arl  t.  Littrai».  l>iract«r  dar  k 
h.  Alafatiari«  la  Wlaa  Rrata  aad  i«alla  Llafataaf. 
ftlallf  ari  Hoffaiaaa  IIa«  gaoie  «a*  sacka  Llafatsa* 
gaa  baalaliaada  Wark  k«atct  f%  Tklr. 


Dir  Wartb  dUaa*  JaM  la  alaar  t larlaa  Aalaga 
daa  Warfca  kl  afccoiaia  aaariaaal.   aad  «la  araM  dh  % 

i^Hia  '^^  •  «aicva  aaasaiaa  aii«  Maaai  ^araaaaa  aar  •  aaw 
uMarWHaa  Aatagaa  graBaaBM  la  49t  TImI  kat  A 
afaaa  aakt  giiwra  Warlk,  aad  mkf  kailtaaa  la  «aMraa 


MO 

Um  Jtmihmi»  kSaae«  wir  Um  Lernt  wmt  kefai 
hiir»tof,   ab  «rf  41«  h  f  aO.  tt.  85.  Im«  HM. 
mmk^nllAm  l>Msl«ttmi|r  der   ümmt««    FottravTl' 
vmmwIm  wai  Bc«i«l»«  4rr  Airadrtlmiig  der  Erde» 
ErltelarvBf  der  Art  «ad  WeftM«   «la  dieae  Veraaclw 
MiMatoHeii   »ind.    Jeder  l«r«cr    wird  eich  derdi  die  I 
d&eeer  VerMclM  |tr«iM    »ehr   eBfetogro   «ad  befriaA^ 
IHaaea  Hemlrl  «oll  aar  dasa  ilienea .   die  Leaar  daraaT^ai 
aaai  ta  «Mraea,  da««  ia  dieser  aeara  Auna*^  allaa 
aeil  dea  frAberca  Aaaffakea  ka  der  WiMeaeclMll  akb 
■Mckt  kal.  aer|tfkllia»t  bcrflckBicklkKt  wordaa  lai 

Mtpie  <!••  Werk  aach  ia  aeiaer  aeaea  Ceelall  aar  __ 

laraa  %arkreltaaf  eiaav  icrflndlicliea  Keaolalaa  der  lliiilitba«  W|^ 
aasaclMlIi  welrlMr  re  gcmidairt  Ut.  beilraKea!    Uaai   " 


dar  folgeaden  Lieferaagea  eehea  wir  aiit  %'erUaaca  cateegaB 
werdea  dieaelbea  eagriekli.  wrna  sie  Ia  unaere  lUada  gaaagl 
Ia  dlrara  UterarladMa  Berichlc  anielicea. 

Aaaalaa  der  h.  k.  Sterawerle  la  Wlaa.  Kaak^Mi 
Barabi  Salaer  L  L  apeelellacbea  Majaallt  mml  Utim^ 
llcba  Kaatea  baraaegeffcbea  tea  Tarl  r.  Llltraw,  Dl* 
racter  imf  Sterawarte  a.  a.  w.  Ilriller  Feija  X««lMt 
Baad.    WIea.    Ve^raekl  bei  8eaiBier.     185i.    & 


Wir  fraaea   aaa  aebr.    arbaa  JeCat  dea  IMr 
iataraaalraadra  Leaera  dea  Arrblt a  daa  Kracbelaea 
Baadei  der  drillea   Pelga  der  Aaaalea  der  k.  k.  Merawi 
WIea    aaael|tea  la   kBaaea.    weil  wir  aaf  daa  Erarbtiaaa 
Baadae  ecboa  iai  Liter.  Her.  Nr.  LXXII.  S.  MI.  aaTnerkMa 
laa.    iHceer  Haad  ealbAlt  aiaiBch  die  FerteeUae«  daa  aw  A  rja- 
laadere    Zoaeabeabacbtaaaea   ab|{eleitelea   .Hteracataieni .    4b«t 
daaaea  Eatetebaaf,  Zvicrk  aad  arf>M«e  \  erdienstlirkkelC  wir 
a.  a.  O.   berirblet   babeo.    «rebalb  wir  an»  bier  daaÜ 
dirfea.  dea  Lraera  dea  Arrbite  dieeee  scbAae  Taten 
am  espleblea. 


VemlBChCe  Mchriflr» 


Hit«aaffBbericble  der  Kaieerlirbea  Akademie  der 
WiaaeiiBcbaftea  «a  U  ien.     iS,  |«iterer.   Ber.    Nr.  UlJUI 

H.  vtll.^ 

Jabrnaai  Ifi5i.  \  III  lUiid  I.  Heft  H.  ftl  Haidia 
Her.  .NeCe  Ober  die  IlMbtaiiar«  drr  •ScbwiBBeef««  4rm  L«vte 
atbere  ia  arradliiua  poUriMrtrei  Lieble.  -  H.  HL  Kaaiek: 
riebt  aber  MelUaa«  Alib«tidlaaK  JHe  dt^pellr  HrecWat 
datMi  ftbbAfeaiae  PoUri*ati*e  dra  l«irblr«  iai  mei»»«blKbe»  Aaf« 


•  S.  Vi.  lleaaler     Ueitete  Mitlbedaate« .   awiae  Tbearte  4m 
imMtm     Udrtaa    dar    UieaalMirai     bearafaad.     —      «1    fC. 
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Haidlnger:  Ueber  den  Zusammenhang  der  KSroerfarben«  oder 
dw  farbig  durcbgelaseenen ,  und  der  Oberflächenfarben,  oder  des 
faAlg  zarOckgeworfenen  Lichtes  gewisser  Körper.  —  8.  134* 
Petzval:  Ueber  ein  allgemeines  Princip  der  Ündolationslehre: 
Gteetz  der  Erhaltung  der  Schwingungsdauer. 

Jahrgane  1852.  VIII.  Band.  2  Heft.  S.  165.  Pohl: 
Nachtrag  zur  thermo-aräometrischen  Bierprobe.—  8.170.  Stein- 
heil:  Rectification  des  Gehaltmessers  der  optischen  Bierprobe.  •— 
8.176.  Doppler:  Ein  weiterer  Beitrag  zur  Bestimmung  der  mag- 
netischen Declination,  aus  einer  der  absichtlich  angestellten  Be- 
obachtungen vorausgegangenen  Zeitperiode. —  8.241.  SchrStter: 
Bemerkungen  zu  Jacquelain's  Aequivalentenbestimronng  des  Phos- 

Shors.  —  Vorläufige  Mittheilungen  Aber  das  Phospborozyd.  — 
L  246.  Haldinger:  Farbenringe  durch  Anhauchen  auffrischen 
Theilungsflächen  des  Glimmers.  —  8.275.  Pohl  und  Schab us: 
Tafeln  zur  Reduction  der  in  Millimetern  abgelesenen  Barometer- 
iitSnde  auf  die  Norroaltemperatur  von  0^  Celsius.  —  Diese,  Be- 
obachtern des  Barometers,  welche  die,  viele  Zeit  raubenden  Re- 
ductionen  der  abgelesenen  Barometerstände  möglichst  abkOrzen 
wollen,  nebst  ihrer  lehrreichen  Einleitung,  ^ sehr  zu  empfehlenden 
Reductionstafeln  sind  auch  in  einem  besonderen  Abdrucke  er- 
schienen und  zu  haben. 

Jabreangl852.  VIH.Band.  3  Heft. 8.331.  Pohl  u.Scha- 
bns:  Taieln  zur  Vergleichung  und  Reduction  der  in  verschiede- 
nen Längenmaassen  abgelesenen  Barometerstände.  (Auch  diese 
Tafeln  sind  in  besonderen Abdrficken  zuhaben.).—  8.413.  Kreil: 
Ueber  den  Einfluss  des  Mondes  auf  die  horizontale  Compbnente 
der  magnetischen  Erdkraft.  —  8.  417.  Schaub:  Beobacntungen 
des  Encke'schen  Cometen  an  der  intermistischen  Sternwarte  in 
Triest.  —  8.  422.  Spitzer:  Note  über  Gleichungen.  ^  8.  442. 
A.  ▼. Ettingsbausen:  Bericht  über  zwei  Abhandlungen  Tbeod. 
Schflnemann's:  1.  Ueber  diß  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Wurzeln  irreducibler  Gleichungen  Statt  finden,  insbesondere 
wenn  der  Grad  derselben  eine  Primzahl  ist.  2.  Von  der  Empfind- 
lichkeit der  Brückenwagen  und  der  einfachen  und  zusammenge- 
setzten Hebel -Ketten -Systeme.  8.445.  Pohl:  Beobachtungen 
während  der  Sonnenfinsterniss  am  28.  Juli  1851.  —  8. 457.  D  o  p  p - 
ler:  Ein  Beitrag  zur  genaueren  Ermittelung  des  Reibungs-Coeffi« 
cienten  zwischen  Eisen  und  Erde  unter  verschiedenen  Umständen. 

Besonders  abgedruckt  ist  auch  erschienen: 

Karl  Peitsch:  Kalender  der  Flora  des  Horizontes  von  Prag. 
Entworfen  nach  zehnjährigen  Vegetations-Beobachtungen. 


N  e  c  r  o  l  o  g. 
Iieopold  Carl  Scholz  toh  Strasznltzki. 

Meine  ursprünglich  an  Herrn Director  von  Littrow  in  Wien 
gerichtete  Bitte,  mir  einen  Necrolog  des  leider  zu  frühe  den  Wis- 


M2 

rlMn«i  MilrlsMMw  IrrlKchrn  .ScIlttiB  ?•■  Strastallak^ 
Midi   fba  ArrUv  eim«»  IMlriff«   varAwlit,    m  vi 
hat»  WAbrarhcMlicb  ««f  Herrn  %oii  Llttr«trs  V 


Kin«»  8|iU«er  \m  WU»  s«  •tMIm  dl«  Gate  pUbt, 
ghig— Mdt»«  Necrolof«  i^m  irb  nackatolMM  MlMtoi 
Mg^ndM  ZeiWa  bcKlriM: 

Jch  rrfylir.    da««  Si«  den  WanMli  luttMi.  «Im 
W9m  4mm    letd«r  •«  Mb  vcrf^lglffii  Pr«frMor  Mferfs  wa 


aitabi  m  babM.  leb.  mm  «beMdit^r  AMUtenl,  mm  Im  im  Lam 

mk  «bM  n  «r^rMbaien  •  to«  •eksen  ^«»biirii»  mfi  bbi  ••  mL^I^ 

•Hb«  B«  b«li«bigvr  llcnvüttSK  b«  ObervMidMi.  FrBJUrb 

Mibe  wefliK  «o«   »eiii««  Wirke»  aU  Mc««rb.    «ad    ala 

•Und  erwoblaHibiVbsIni»  vMMcbl  ynterf  Mcbbar,  da.  Hato 

Mtrabf    war    anr    befriedixt,     mmot    er    UttKlOrbÜrbaA 

trcaa  er  AraM  vateralftUI.    wnan  er  liekaiiiile  aaffrerlcfcM 

Er  war   der  Freaad   aad  Webltbiler  arUer    ■■birekb— 

die  arwc«  baflea  aa  ibai  eiaea  aorteade«  llebevolka  %'alar.  W 

aatb  mkk  der  Zeit  aeia  Wirfcee  •!•  l^ebrrr  »yrneaaea 

ler  war  la  Wlaa  ala  anafaBeirbaelrr  Pftdafeg  bacbf atebrt) » 

Haadel«  ala  Meaacb  wkij  deae«,  die  iba  baaalett« 


Wiea,  aa  15.  September  IflSl 

Simon   Smiit^r, 
Hapfdeat  der  Eleaieatar-  aad  bwbere«  I 

k.  k.  pelytecbaiacbe»  laalitiite  $m  Wie«. 


La«|ield  ^erl  Scbul«  vea  Straaiattikl 
31.  Mir«  |.MlLl  ta  Krakau  ^rborra.  brabble  ariae  er»te 
la  Galiiirn,  ibriU  ia  /lorauit.  ibriU  in  Nir>  «u.  kaai  ia 
Alter  «Qa  V  Jabrni  narb  Wirn,  lial  u*m  tAmaaaiaai  llervüa  la 
letBlea  Ct%maaMal-4'Uasc  »ftrarb  er  dem  l'roIvMMr.  der 
lar  aai  die  WM  ibrea  kaalÜKra  IWrufva  brfiaat«*. 
des  Kiit»cbla«a  aas.  er  «ollr  »irb  la  aicbl«  aadereai, 
■latbeaiitiacbea  l««braaile  itradra  Srmr  |ibilBMpbtacbea 
abaaltirte  ei  lail  Aaa«eicbnauK«  braarbt»  %or«ttBiMb  die  V 
a«a«eft  der  llecrra  IVulraawira  «.  LillroM,  «.  Ilaaaigartaee« 
V.  Cttiaiahaear n  aad  Keaibuw.  la  derarlbaa  Zeit  ftaaa  at 
airb  aarb  m  dir  i  «ilWcira  dbri  iirakli»rbr  ttruirthe  aad  liaabaail 
aia  |»ol)l9rkvii»«bra  lfi»lilule,  ifana  Bbrr  \  rraaafirrrbt  aad  9lMi- 
atik  aa  4rr  juridiarbra  larullBt  aiaacbrnbea.  AU  iliabrigar  J#a|^ 
liag  MBfd  er  laia  .\d^aticlan  f«lr  Jir  l«rbtBrfr»atBaJe  der  MaA^ 
»atik  uttd  l'h\aik  kn  dvfi  llrrira  l*itilrA»<irra  «  IIa yacar teer 
<jat<af  rai  »alrrm«  ki*«-brn  l'in«ai  uad  ll^nilrlftainialrf  t  aad  J  e  aba 
bMtelll  .  uttd  IruK  in  ilrn  im  Mira  Abibnkinarn  Ateie  W 
•rbafira  arlb»!  !••!  !\arb  airbrrfm  t  onniffa  PrdlaaKea,  die 
far  ••Ilrn  /ufrir«lrnbrit  drr  .Sludira  ||iil  1  ••lanil 
Uai  ea  ib«  cadbcb  iai  Jabra  tt^il  «w«  FrOMa-r  der  \U{ 
aai  k.  k.  I«%ra«ai  la  l«iib«cb  rfwaaal  la  «rfdra  lli#ff  gab  et 
aabatdeai  aaiverardratbcbe  \«rleaMBra  Aber  b«bete 

ti 


241 


Veber  das  katoptrisctae  und  dfoptarl- 
Bche  BeleuchtuBSSsyslem  für  Ijenctat- 

Uifirme. 

Von 

dem   Herausgeben 


I. 

Eioleitung. 

Die  Mtestan  Leacbthilnne  wifrden  wahreGheiDlich  bloss  durch 
freie  Feoer  erieachtet,ohne  Anirendung  irgend  eines  besonderen  opti- 
schen Apparmts«  Der  berfifamteste  Leuchäurm  des  Alterthons  anl  der 
Ualbinser  Phsros*)   vor  dem  Hafen   von  Alexandrien,    wel- 
efaer  im  Jahre  283  v.  Chr.G.  von  Sostratus  erbaut  wurde  und 
531  Fess  hoch  war«  wurde  wahrscheinlich  durch  ein  blosses  Hols- 
feoer  beleuchtet,  das  14700  Rheinländische  Ruthen  weit  sichtbar 
gewesen  sein  soll.    Freilich  hat  man  aus  einer  Stelle  des  Pll- 
■  las»  wo  dersellie  von  der  Verwechslung  des  entfernten  Feuers 
mit  Ana  Lichte   eines  Sterns   spricht »   schliessen  wollen,    dass 
schon  damals  Lampen  gebraucht  wurden,   doch  ist  so  wenig  Zu- 
eammeahingendes  und  Zuverlässiges  über  dieses  von  den  Alten 
ftr  ein  Weltwunder  gehaltene  Gebäude  bekannt,  dass  sich  darüber 
etwas  Crevrisses  nicht   sagen  lässt    Der  Thurm  war  aus   einem 
weissen  sehr  harten  Steine  erbaut,  und  mag  1600  Jahre  gestan- 
den hai>en.  Die  franzfiäischen  Gelehrten,  welche  Napoleon  nach 
Aegypten    begleiteten,    berichten    in   der   „Description  de 
l'Egypte'S   dass  noch  einige  Pfeiler  des  Thurms,   vielleicht  die 
Reäe  eines  Thelles  der  Gründungen  oder  VergrOsserungen  des 
Platean's,   auf  welchem  das  Gebfiude  stand,   bei  ruhigem  Meere 
mifter  dem  Wasser  sichtbar  sind**). 


•)    Jslst  FazilloD. 

**)  ich  entlehne  diese  Notixen  ans  dem  Werke:  lieber  Lencht- 
tliArme.  Nach  englitehen,  franxdtitchea  und  deatechen 
Qaelleo  bearbeitet  tob  A.  Heaa»  Ingenieur  in  Göttinnen. 
Berlin  I8&1.  S«  !!•    Nach  der  Eneyclop^die  methodi^ae.  Ma- 

Theil  Xl\.  17 


Uli 


brriihrlr  niivrlnr  ilmilM-hr  Nl.nlli' .  tiiiil  y\nt  in  läolha  «iB^cr  ^H 
ilrr  \  rr«.iniiuliiii'j  «Irr  .N.iliirl<irüilirr  /iii:i*{:rii.  Im  Nr|ilr«Wf  HM 
Kriarulr  rr  iidi  li  W  irn  /iiriiiL.  Im  ^Kir/.  il  .1.  Hunlr  rr  %oii  ciMM 
AU»i:rf  rif  hnririi  W  inirr  Ar/Ir  %'iii  ilrr  iLnii'^ni  llorhn«  hui«  «db 
lärnaurMr  uiifrrmii  hl .  iiiitl  tlir^t-r  »ftrai  h  ri  hi»ii  ilamdü«  dir  U«^ 
liiincteloMutril  urii.rn  /ii^l.iiiilfi»  hiim.  Ihirtli  riiir  #»% rr ka^iiigt 
llial  unil  t  iillkiiiiimriir  Ni  Ihimih;^  lilitli  ir  mi  lirl  aU  luwsfiHb  t^ 
{«ricirii  %Fr«<linii|,  »11  il.i««  ir  »rllml  umU  lurlM  .ihrriicl  ||t*Vlr.  wtd 
Mrh  Allr«  inii  «Irr  \\  irLtlh;:  iiiH  \  ••»LiiM  r  iLuira  «rr^prAtb  l^mA 
HAI  b  II  T>iv:rii .  ilir  tr  ilurl  /iilir.it  lilr.  «i.ir  i-r  «iiii*  l.rit  hr.  >tfia0 
kranLhiMi  lirMlaml  in  •■nur  I  nlHrlnn  j  ilrr  Nirrdi  .  Jir  in  ibw 
■bniirmrii  I  uiu  Imiii'n  ilfii  II  trn  liirfi«.iliii-iiil  iinl  |i««ii««  ••b««*^ 
Srrli'ti  .  .illrli  nr-/.irii'ii  ihrr  Kr.ill  lM-ii.iliiiirii ,  iifnl  /iili'l«!  •  li  1j«^ 
grii  nfiriti  lifilffitiihrliMi.  Ir  ■!  irli  am  9  Juni  iViJ  an  ri««B  M4t' 
MMih  III  \  f^l.iii .  Ulli  ili«*  hfl  h»lt*  SIiiIiiIf  iIi'«  N.ii  liimllj;;«. 
Irfliirn  \Vi'it**.  Iifil.inli«*  um  1 1  I  lir  \  -M.  ««.irnt.  /urr»!  IcIb#. 
alirr  auf  IKrIr.r.'iifi.:  n  rm  IhhIk  li .  iml  \ii^lri*i  ;:iiri^  , 
mit      iKrilt'iifrnlif  il       ^r«i>riii  lifn  ..  Alh*      cldi      Itt'ittlrff       &• 

fault  <lfti  llt-riii."  \iii  il  ir  iiil    t-il'^'i-mlt  i»  |  ri-|(  i-.'i«   \«  il    «la«  l.rc« 

lir.;>iit;:iii**  .  zu  «li-m  iifii:i- n  lili-l  ilrr  i:rii«Hrii  I  nM«  ri.uii;;  %'Ht  I  Mtr»* 
Irii.  clrrllimlur  ninI  .illr  l*riih-»*>itt  n  i|f%  ii.iU  !•  r  tiruat  Km  liv^üli» 
|r«.  ilanfi  mir  «»rlir  /.ililn-ii  f.r  \ii/ iM  «••n  Nimliri  ii-lrii  Iii»j^^ 
kjliH'li.  i«r|i|if  |f  l/li  n  II  iliii  S.ir,'  Irii-rii  i  i.il  ihn  iit«  i«!  ab  bir  *i^ 
»riikfrii  |ii«'  1  lirili.  ilimr  u  jr  ^r.i%«  iiml  all  .'1-1119111  lur  ilrik  r  W« 
llahitiKV»!  liM-iIrlirn 

Sriiie  \\  rrkr    in    1  hriitiii|>i^i%«  her   (trilii'tii^    itarrn   l«»l;;riH2c 

1;      |la«    i*«-r.iillir>iwi-    llrrirtL    iiiiil   *'i*'   ilrrivrili^f*  P\  raniitlr.    \^  !€*. 

Il.iiiii.tr  !•»:" 

ml      I  Jriiiriili-    ilrr   rm.i  fi   MallMiii.ifiL    lur   ilrn    ^katlrmiM  brn    l«r- 

lir.iu.li    I      Uli       \ljrl.ri       W  1.  1.       IL  •  lii.rr    |n;| 
•  tj      l.l«  iiit-i.lr    itt-f     i-iMi      \f  i(hi  111  1'  »     l'.r    ilr'i      ik^-iri      ••  hvn    !■# 

Ii'i'i'll    .'       Ilil      lif    ■■••*rii        \\  ••  1.  .    ||i    .In  r:     l^..« 
Ntii»»    ^l-'li'*»   iif     \'"ii''!iM^    !•■•    I'T  W   iif'"i    li'tirrrri  '^m^ 

ri«<  tirr     lili  M  )i>ii  .-•  li  .    \\i<i.       II'      l>i  t  r     1^1.' 
Alilvifiii  ,•     /Ulli     l«f  iir.ini  In      •!■  %     rh^  i  •■  K«    i    !»•  •  lin  •■  b.«'  Wr*. 

\N  irfi      I  .••lir:ii  i'ii    \^i  * 
fi;      lluiiilltuf  II     il>  r     lir«'t.>!'    1.     II'    !      .'!.■•  i:m  lart.      \r  tli!  .c*i%     :'«/ 

l'f  .'^'.L.  •      W.ri      I..  ■    I  !    1^14       :      \    1!     I«^!"« 
T)      Il4ii<lliu<  Il    •!' '    I»i-Mii.«  t'M     I  ir    l''ikl>Ltr.     W  n  1.      I*rf  >l  I    |H3|^ 
Hi      |li-r     III I  !Im  III  •' .«•  h    .i*lr  •!.  >Mi«    l»r      I  hi  il      #11     (t^lrili  •     \%  n '. 

Liiii'lr      |ll      \«il1     .   |'r*fli    iin    ll.*rl.'i  Itt-n  .     au«  li   br»  ■•  tWf 

»li;;.  \*u.  Li     !•.  *ih  l«»!' 

''1  Cif uri<!lrbrt  r.  •!•  r  \i.  tls%ia.  «irli««!  «•:  |.iili«ih  iin  Jabf^  1^^ 
li'h'.r  .|  lii'l  \*^i\  !•.  Ilfi.fc  „■•>>!  |v^»  Kri  f.rr  -IJ 
IMi  AnJafi»««-  •  !••  '!•  »  itr  ■-  In*'  i  *  itrr  \i*.|i»ui>IC  '•♦^•»Ä» 
liiJ«*-,;  J'.-i'  w'\*  l  .  .1  \  'r  ..•-  •  f  »  I  «-Trrr.i  li(»fa.«.Air 
im:-.«  Ii«f  t\tr  |  l*ri':tiik<i  »I-  ,*%r  ^  ».-r  «iticifrt  W  «rt, 
l.rr    l.l     IN'.I 
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Vm 
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Im  ■nt#rs#icbiM>trni  \'mUk<>  i*t  rrarhirnrn  und  rmpM^tm  •• 
JeaHerrea  Ltknn  <«r  Kinfilbruna  inSrbulcn  nif  -tit  Frnn4ltrfc»l« 

Geometrische  Aiif^ibeii 

mit   besonderer  Riirknicht 


geometrUche  (^)nsl^lclion• 

Mit     II    Ku|>rrft4frln 
Kf.  N".    Krb     Prri»:  J    I  lilr    o<|.  r  /t  II    I.)    kr    rheifti 

Wiuiertbur,     Mlelner'^t  br   HucbliAiMllaa^;. 

Der  Partjepreis  fiir  Srhuler  nird  um  ein  liedc« 
tendet  pro  Kiemplar  lNTabf(e»etxt,  mi  nie  im  Kall  der 
Kilifijhning    un|(ei%ohnlirhe  \  ort  heile   ;:eb4ilen    i»ej 


I«  allen  lt«cbbandlunt«*n  >•<   «u  babra  . 

A.   l#«re^   (iNrrclifr  an  tlrr  .S«»rHti«llr      qimI  rraira  il«lrvef«rb«le  » 

b».  imm  !\«*«eale  «nfl  Ititem ■anträte  ana  def 


Lo^iritliiiiotiH'hnik 

n.    4.    Aitf»ro€lttU|e   d.   Loi^nrillimen   nuf   d.    I.rhrii.      Nncb    dl 
engl.   SclmA  %.    lUmc  u.  ium^Ii  d.  Ifmu.  %.  korairk.    NrWi 
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Heber  das  katoptrl§clie  und  dioptri- 
sehe  Belencblnni^ystem  Ar  Iieuehl>- 

Von 

dem   Herausgeber. 


I. 

Eioleitung. 

Di«  filtesteo  Lenchthflrnie  wifrden  wahrscheinlich  bloss  dorch 
freie  Feaer  erleachtet,  ohne  Anwendung  irgend  eines  besonderen  opti- 
sdien  Apparats.  Der  berfifamtesteLeuehthurmdes  Alterthnms  aal  der 
Halbinsel  Pharos*)  vor  dem  Hafen  von  Alezandrlen,  wel* 
eher  im  Jahre  283  v.  Chr.G.  von  Sostratus  erbaut  wurde  and 
631  Fuss  hoch  war«  wurde  wahrscheinlich  durch  ein  blosses  Höbe« 
feuer  beleuchtet»  das  14700  Rheinländische  Ruthen  weit  sichtbar 
gewesen  sein  soll.  Freilich  bat  man  aus  einer  Stelle  des  Pll- 
nlus,  wo  derselbe  von  der  Verwechslung  des  entfo'nten  Feuers 
mit  dem  Lichte  eines  Sterns  spricht,  seh  Hessen  wollen,  dass 
schon  damals  Lampen  gebraucht  wurden,  doch  ist  so  wenig  Zu- 
sammenhängendes und  Zuverlässiges  über  dieses  von  den  Alten 
ftr  ein  Weßwunder  gehaltene  Gebäude  bekannt,  dass  sich  darflber 
etwas  Gewisses  nicht  sagen  lässt  Der  Thurra  war  ans  einem 
weissen  sehr  harten  Steine  erbaut,  und  mag  1600  Jahre  gestan* 
den  haben.  Die  französischen  Gelehrten,  welche  Napoleon  nach 
Aegypten  begleiteten,  berichten  in  der  „Description  de 
TEgypte'S  dass  noch  einige  Pfeiler  des  Thurms,  vielleicht  die 
Reste  eines  Theiles  der  Grfindungen  oder  Vergrfisserungen  des 
Plateau*8,  auf  welchem  das  Gebäude  stand,  bei  fuhigem  Meere 
unter  dem  Wasser  sichtbar  sind**). 


«)    Jetst  FaxiUoii. 

**)    Ich  entlehne  diese  Notiien  aas  dem  Werke:    Ueber  Leacht- 
thärme.      Nach   englischen,    franiösischen    and    deutschen 

Xaellen  hearbeitet    von  A.  Hess»    Ingeniear   in    Gfittingen. 
erlin  1851.  8.  11.    Nach  der  Encyclop^die  methodtqae.  Ma- 

Theil  XIX.  17 
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We«tt  maa  eioeii  b«wNNier«ii  oDtiaclbeii  Apptral  \m  Amte» 
dsHg  Ma^t.  Bo  MIM«  dessm  Kliiricbtaiig  i»i»«r  «itf  da*  PhMf 
||#||ftedH  fi erden,  da««  er  alla  «oo  rinem  leochtendea  Pvafcto.  cf*a 
«••  viaer  recht  BwerkmlsaiK  eiflKerirhietea  il^ampe,  aaBfivWadt 
UdilalrallUn  entweder  dnrch  Kedeiion  oder  dnrcll  Heftaftiaa 
In  etne  aolcbe  l^age  bringt»  dain  diaaaltien  aAmmtlkli  nach  pmal 
lelrn  Kichtnncen  fortgehen,  and  natOrtirh  dureh  eine  | 
fttelInnK  den  Apparat«  an f  Jaden  hellrhiffen  Pnnkt,  der 
M  wfrdan  sali .  imcbtel  wnrdaa  kSnnan. 


lMe_hataptrMAen  Apparate  heatehen  ^  aUptenijBin 


waMpiV||«m «    ^   wvn  si^bhi^wbkiv  «ra« 
ladet  •    and  artnden   akrh  aaf  den  heaanoten  Sata  «an  der  i 

hei.  daaa  jinm  t«Hi  ihrem  Brennnwnhin  aoagehende  RadUn  «< 

ICefen  die  Parabel  antrr  deMaelben  Winkel  |ccnel|tt  Ul.  «In  <fla 
durch  den  Punkt,  in  welcheai  die  Parabel  von  de«  Kadino  o< 
getrofen  wird,  mit  der  Ate  df^  Parabel  fteiog^ne  PamlMn, 
eher  Nati  einentlirh  nar  ein  heoAnderor  FaN  49m  behaanCes  ** 
von  der  Ulipoe  iftt.  daaa  alle  atia  dem  einen  der  bfidan 
pnnkte  einer  KIlipoe  an*|tehende  \rrtnren  von  der  KlBan« 
dem  bekannten  katoptriarlN^  Cfruadgeaefffe  »o  referivl  wt 
daaa  aie  In  dem  anderen  lirennpunkte  der  llUipae  airb  aAai 
nieder  mit  rinaader  «ereinifen.  Wer  aa^at  paraboKache  IMaprf 
aar  Belearhlanf  der  l«enrhttharmo  aneewandt  hat ,  iM  aftcM  » 
an«  bekannt;  nach  William  Uatcblnaon  aoMea  aie  acfcaal« 
Jbhm  ino  bei  %ier  l.earhlfevmi  n  Bidatone    and  Haylak« 


in  AnwenJang  tebracht  worden  »ein;  in  Frankreich  aol  aia  Tea- 

ha  iahra  I 


l«ra  aaemt  Im  iahra  17M3  ampfahNn   babaa,   aad  vaa 

fihartaa    Bor  da   «inrdca   aan   plattirlam  Kajiftahlath 

Raladoiaa  aaf  dem  LeaHmbaiaw  vaa  Tartfanaa  am 

dar  üaroaoe  aageordaet    Ka  haaa  Uat  aaMrOcfc  aicht 

iAcbl  neia,    die  ahea  anr Ahalea   aigamaia  hekaaatea  Bii 

den  Keaolachailtea  aa  beweiaea  aad  nftbot  aa  ettialata.    Ka 

alaht  aber  die   ia  amihamitiorber  Beiiehang  htliiii  laaM  F 

«aa    allgeaieiaer   Mater .     ob  die    Mlipoe  die    eiaaite  I  otva    lö^ 

«lelche  die  l.iiea«rbaft  bat,    alle  voo  einem  Paakte  aoag 

liirahlen  darrh  Beietion  narh  dem  bakanntoa  kalo|iCriorhea 

ffeoetji»  wieder    in    rtaem   aad  drmaalbea   Paakla  aa 

oder   ob  ea  airhl  noch  aad  er  e  diene  lliaenochAll  bewHaettda  C 

vea   Riebe.     IIa  mir  nicht  hahannt   iai.    dann  diene  Frafa 

tMia  gonigand   benntwifrtet    werden   aei.    ao  «erde  ich  im   F«^ 

geadea  gaaa  im  AMcemrinea   eine  «oiocandig«»  BrantwaHaag  4a^ 

aelbea.aa  geben  %erMH>hrn.   wmi  in  diener  \ 

aiget  Xwrck  bot  4rf   Hott  acbtaag  doo  hato^riochea  Beürac 

ayalema  int,  d«  allen  LVbrige .   «aa  Ohvr  iPiam*«  .Hyalem  aa 

h«a  wkro.    aHaemein  hoknnM  i«l.    and   Irh  deigltichaa 

Umge  Mee  alcbt  wiooeranlen   wia« 

lli«iptri»cbr  llrivvchtoofsappafala  aiad  a«>af 
I7?3  ton  Candarret,    im  Jahre  |H||  ««n  Brewot 
warden.    aber   darb    erat   ia    Anwendong  gekammoa,    ala 
rthmte  Freanel  im  Jahre  l*fli  aeiae  ■■graaaalaa  Falyaaaai 

ria«.    T.  UL    Art    rhara.     p.  at.    «att  diM«e   tinihubmm   Ia  dm 
Weil  «m  «an  demlUnig«  rielamAo«  %«a  AegipaM  mtam 


Linsen  erfand.  Fresiiel  gab  in  diesem  Jahre  über  sein  neues 
Helene hlungssystem  eine  jeut  selten  gewordene  besondere  Schrift 
unter  dem  rnl;;enü<;n  Tiler  heraus:  Memoire  sur  un  nouveau 
Systeme  d'eciairage  des  pbares;  |>ar  M.  A.  Fresnel, 
In  genieurau  Corps  Royal  des  ponts  et  cliausst^ea.  Paris. 
182^.  4.  Diese  äi^hrift  enthält  aber  nicht  das  Geringate  fiber 
die  mathematische  Theorie  der  Polyzonat-Linsen,  so  instructiv  sie 
auch  übrigens  in  anderer  Kücksicbt,  namentlich  in  Bezug  aar  das 
vif^nllich  Frabtitfche  der  Beleuchtung  ist.  Eine  andere  Abhand- 
lung von  Fresnel  soll  sich  in  den  Schrit^eu  der  äoci^te  »bi- 
lomatiqiie.  Ann^elS22.  p.  123.  betinden,  welche  wahrschein- 
lich mehr  über  die  malheinatiscbe  Theorie  enthalten  wird,  die  ich 
mir  aber  bis  jetzt  nicht  habe  verschaffen  können.  In  den  physi- 
kalischen Lehrbüchern,  aui^h  in  dem  Treatiae  on  Optica  by 
Breueter.  New  edilion.  London.  1831.  p.323.,  linden  sich 
nur  ganz  oberflächliche  Bemerkungen  über  die  Polyzonal  -  Linsen, 
und  selbst  in  der  neuen  Aasgabe  des  Gehler'schen  physika- 
lischen Wörterbuchs  kommt  tiberdieaelben  nichts  weiter  vor. 
als  die  ganz  kuree  und  wenit;  genQgende  Notb  im  Artikel  Brenn 
gtas,  Tbl.  I.  S.  1209.  Die  neuerlich  erschienene,  schon  oben  er- 
wähnte Schrin:  Ueber  Leuchtthiirme  von  A.  Hess.  Ber- 
lin. ltl5L  4.  liefert  allerdings  die  mathematische  Theorie  die- 
ser Linsen  mit  der  ausdrücklichen  Bemerkung  (8.  48.),  dass  die 
entwickelten  Formeln  von  Fresnel  herrühren.  Die  Ü^chrift,  aus 
welcher  Herr  Hess  seine  mathematische  Theorie  geschöpft  hat, 
istaber.ivie  es  weniastensscheint.das  wichtige  Werk:  Account  of 
the  SkerryvoreLightbouse,  with  Notes  on  the  ilhimi- 
nation  of  Lighthousea.  Edinburgh.  1848.  von  Alan  Ste- 
venson über  den  berühmten  Leuchtthiirm  auf  dem  Kkerrytor« 
Felsen  auf  der  Westseite  von  Schottland,  welcher  von  dem  be- 
rühmten Verfasser  des  Werks  im  Jahre  t83S  erbauet  wurde,  nach- 
dem schon  früher  RobertSteveuson  den  Skerryvore Rock  mehr- 
mals auf  amtlichen  Reisen  besichtigt  balle.  Uie  von  Herrn  Hess  ge- 
gebene mathematische  Theorie  leidet  aber  au  grosser  Unklarheit, 
so  viel  sich  iirtheilen  ISsst,  auch  an  Üngenauigkeit,  so  dass  man 
in  der  That  fast  eweifelbaft  wird,  ob  Herr  Hess  diese  Theorie 
selbst  follslitndig  verstanden  hat;  und,  so  gern  ich  auch  das  Ver- 
dienst der  8cbrin  in  praktischer  Beziehung  anerkenne,  da  in  der- 
selben Vieles  gesammelt  ist,  was  nhne  dieselbe  der  Archhebt  in 
vielen  anderen,  oft  schwer  zn  erhaltenden  Werken  mühsam  zusam- 
mensuchen müaste,  so  glaube  ich  doch  nicht,  dass  die  gegebene 
mathematische  Theorie  irgend  wie  geeignet  ist,  ein  wirklich  kla- 
res Versländniss  der  Sacfie  zu  vermitteln.  Hierdurch  bin  ich,  für 
die  Sache  selbst  mich  lebhaft  interessirend,  veranlasst  norden, 
zunächst  eine  strenge  mathematische  Theorie  der  Fresnel'schen 
Haupt- Polyzoaal-Linsen  mit  aller  mir  möglichen  Deullichkeit  im 
Folgenden  zu  entwickeln,  um  so  mehr,  da  sich  in  den  gangbaren 
physikalischen  Werken  gar  nichts  irgend  nie  tienOgendes  über 
fliesen  (Gegenstand  findet.  Ausser  der  Theorie  der  Haupt-Poly- 
Eonal-Linsen,  die  übrigens  auch,  wie  wir  spüterhin  sehen  werden, 
als  secundürer  Beleuchlungsapparat  benutzt  zu  werden  pBegen, 
werde  ich  auch  noch  die  Theorie  der  secundären  ßeleuchlungs- 
apparate  enlivickeln,  die  jetzt  wohl  den  meisten  Beifall  gefunden 
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II. 

Das  kstoptrUcbe   R«l««clitott|tssycte«. 


wir  «Im  JeUl  ilm  filgtiii  Avfgab*  MiMteMtt  rii— ifci«; 

DU  €«rv«ft  B«  b«sti»»ea«  iralcb«  41«  Kif|#»»cliall 
b««il«»»,  d«««  «Ualleasseiii«»  ««ddeMa^lb»»  P«akl« 
•••■•b^iid«  Licblalrable«  nacb  d«»  b«kanat#a  bat* 
•ptriscbaa  G«»«tB«  «o  reflaclIrM,  dsas  «ich  4i»Ml- 
h«»  aaeb  der  KaHaiko»  wieder  eiMMtHcb  l»  «i»e« 
••4  de»aelbe»  Peable  vereieigea. 


Wir  legaa  «aaerer  Betrarbteac  •••  rerbtwiatBfael 
■yat—i  der  jy  ta  Gnmde,  aad  aAaiea  die  nerade  lUi 
dwcb  de«  learbleade«  PmJvI«  rea  «ekbeia  die  aloi 


1 1  VMB  <Mrcli  des  l^ealit »  «a  velcBeai  aicli 
der  Befleiiaii  a«  der  «aaMcblrfi  Tiirte  wieder  ■■■■diab  all 
aedcr  tereiaig».   t«bC,  ale  Au»  der  ^  a».    Iliea  t< 
eeiew  mß  dM  r«erdiaat«Ni  dce  Peablee»  r«A  deei  dU 
fkrablc«  awaiebew,  aad  4,0  aeiee  die  Üaardiaaiew  dee 
!•  welrbeei  dieeeibee  earb  der  Hrtaiia»  an  ief  geiecbtf  G 
aiHi  »iHBaiClidl  wieder  adl   eiaaader  vereiaife«.    Fef»er 
y  die  i*.«erdiealew  irgeed  eteee  belitbigea  Paablea  in  der 
law  Car«e.    iNe  Cleirbaai  der  KersMle  der  neaackleft  i'«te«  li 
den  Paable  («y)  iai.  «eae  wir  die  baftadf  1'ntdiaHew 
«,  e  beaekbeee,  eacb  dew  Lebrc«  der  bftbere» 

I)  r-,  =  -?J(a-*). 


die  «leicbaatee  dea  die  Reettcble  leerte  ia  de«  Pliablw  Uw. 
aJefiiiiaira  Mirabb  aad  dea  ««w  demelbe«  hm    ^ 
FMkle  reiertirtew  ttüebla  aiad: 


mmwtM9  tßW  iiM  Xanufe   im  rfcai  PMkto  <#■)   m 
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n  «ii 


Mimmt  maa  in  dieser  Gieichong  das  ol>ere  Zeichen^   so  kommt: 

-JL  .  ?f  _  ly»  .-iL  .^_ -3L- .  f— Y 
o? — a       8y      o?— a  o?— 6  3|y      j? — 6    v8y^ 

=  JL  +  ?£. 3L-.-X«.?? sL.r^Y, 

dp — 6      3y        j? — a*  o?— 6  *  dg      o?— a '  V^^  *    ' 
woraus  sicli 

^ sL.  _  _  f  y     9  ^ .  rs^v, 

» 

also 


SfigMbt,  was  offmbar  tmgereimt  ist    Daher  jansn  raaH  Itt  dei^  dU* 

?^en  Gleicbang  das  otttere' Zeichen  nehmen,  niid  eihält  also  die 
olgende  Gleiäun'g: 

y    gj'         1     y_  ?f 

1-  8,  *-F^-8y 


Aas  dieser  Gleicbang  ergiebt  sich: 

_j!_  .  ?£ 2 y_  8j?__y_  /8A* 

y_    ftg  ■     y       y    8^  .    y    r^^\^ 


also^  wie  man  leicht  findet: 


i_   y      y 


X  — ü      j?-— 6 
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II. 

Das  kstoptrlscbe   B«l««clit«tt|ts8yct««. 

ttmtk  JMi,  WM  \m  4f  EiriattBBji  fEfMfft  wwJia  kl, 
wir  «Im  JeUl  iUm  M^nmin  Avfgab*  MiMteMi  m— tU«; 

DU  €«rv««  mm  bMli»»ea.  ««leb»  dlm  Kifiesaehsll 
b«»il«»»,  d««s  •Uall«a«s«iii«M  «addeaiAelb»«  Psabi« 
•••«•bviid«  LIcbtsIrable«  aacb  d«»  bvkanal««  bat* 
•ptriscbaa  Ge^etia  mo  fümtiUmm,  da«a  sich  4i#Ml- 
ha»  »aeb  d»r  Kan«ikoa  wieder  aiMMlHcb  im  «!••« 
••4  da»aalb«a  Paable  raralakgaa« 


Wir  la«M  aaaarw  Balrarbtmt  «mi  rt^rblNiabfiffMi: 
■yal—i  dar  jy  a«  tinrnda.  aad  »abaira  dk  ir«'^«  liaia.  wi 
dwcb  da«  laacblradaa  Paabt«  taa  wakbaia  dla  MoiMlRdbaa  9$m 
aaatabaa»  aad  darch  daa  Paabt«  la  wckb^ai  aicb 
dar  Baflrika  aa  dar  «iaMcblaa  Tarta  wiadar  pjawayiab  all 
aadar  tarakla^a,   aabC«  ala  Aaa  dar  jr  aa.    IMaa  t< 
aakaa  ajB  daa  r««rdiaal^«  daa  Paablaa,  r«a  daM  di» 
Mrablca  aMaabaw.   aad  äM  aaiaa  dia  ieardiaalaa  daa 
la  walrb#ai  dia^PÜiaa  aarb  dar  Wrtaika  an  diir  MacbltaCi 
mkk  mämmMtk  «kdar  adl   aiaaadar  varaiaiaaa.    Faraar 
P  dia  i!#ardiaalaa  k«aad  alaaa  bai'nbiaaa  Paablaa  la  dar  „ 
laa  C*ar«a.    iNa  Glairbaag  dar  KaraMla  dar  naawklaa  C'ata«  la 
Paabia  (ay)  kl.  waaa  wir  dk  kaftadra  i'aardiaalaw 

'  baaakbaaa,  aacb  daa  l^brca  dar  bftbara» 

I)     ,_,s-5j(«-*). 

H»  UMclwgM  4t»  Um  gMackto  Tan*  la 
äBfillniw  »tmM»  m4  4m  «••  An 


■MatM  >■»■•  4i«  N«t«ub  ta  ^mb  Paakia  i#al   at 
Uiakala  maakt  aia4.   aacb  riaat  >it Malta  »ataH 
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x—a  ^  dy  .     «-ii^ 


nr    <-„mm 


Nimmt  maa  in  dieser  Gieichmg  das  obere  Zeichen  ^   so  koannt: 

% 

woraus  sich 


also 


.:2 jr  _  _  f  y   _    y  ^ .  r«*^ 


CD=- 


et^gMbt,  was  offenbar  ongereimt  Ist    Daher  moss  man  In  deif  öbi 

?^en  Gleichung  das'  niitero' Zeichen  nehmen,  niid  eihält  also  dK 
olgende  Gleiäung: 

y      I  8ar  y        85 

^  V      dx  ,        1/       Si ' 


1 iL    S?  1 *-    ^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich : 


y  _&g       y y    .^^1     ^  ,r^^V 

a:— 6      5y      a: — a'a:  — 6'^"*"  a? — a^K^dyJ  ' 
also^  wie  man  leicht  findet: 


a;  —II      a?— 6 


.jF  =  1. 


pvwwanaM  wim^  vVf  w  VvWBi  ■■■• 


4> 

^■"-ÄÄ*vWi)'IK-^'l 


Mm  MlMjctil 


Ä-rr 


twiry-H— rr 


jj^    «Mv^-ir) 
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folglich  nach  dem  Obigen: 


ßlango      tango   co9 (y  +  it*)  ±\  ^^  . 


f 


also 


i.:      fltäpgy 
dtang^ 

tangy      cos^     <in(y + i^)co8y  —  C08(y  -f  ^)siny  T  *ioy  * 

""  tang^   *  C089  '  8in(9>-f  ^)cos^  — co8(9>^t|>)flini|;Ts>nil^' 


d.  i. 


aUo 


Aber 


also 


8tabgy_  afai^oa^*  sintffT^'Py  . 
Stäng^"^  sin^coa^^'  sin^-fsin^' 


^**"S9>=^— a,    8tengj.=^jjj^; 


Ätang^"*  cosg)**8^* 


•|! 


f 


} 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


■    I. 


oder 


55'*~'*'allMp 


'-***"?$_*    ^     T       8l|>  L'i« 


Integrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten,  ao  ergiebt  aidbi 


j  :'.•  >.- 


M8 


f^-'^'ffili 


8«tit 


Cc-^l.c*. 


fM  W«rtk  UkM  kam,  rsf  j^lMb 

4m  ■•■«.  Iinfw  C  tkmm  mMt 

Wcfth  hakM  mU:    m  «Mt  «m  ms  4Mi  OMg« 

fcafcwlM  r«fl  4*r  iBtognlrcckamt: 


j  j  LAtJt« 


'•«»•Jf» 


I 


I  - 


^         I  f  «MV 


4.  I. 


1 
If 


V 


2U 


oder: 


t 


Legen  wir  nun  den  An&Qg  der 'Coordtnaten  in  den  Ponkt»  in 
welchem  die  Axe  der  x  von  der  gesocbten  Curve  geschnitten 
wird*) 9  so  ist  tut  x=zO  auch  fi  =  0,  und  nähme  man  non  in  der 
▼erstehenden  Gleichung  die  oberen  Zetöhen,  so  erhiejte  man 
€!^=zO,  iilso  6=0»  was  nach  dem  Obigen  nicht  anlissig  ist;  da- 
her muss  man  Inder  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  unterenfZel* 
eben  nehmen,  wodurch  man  die  Gleichung 

erhält    Aus  dieser  Gl^cbnng  ergtebt  sieh«    weil  ffir  :r=0  auch 
y=0  Ist:  ../        ' 


c»=ß. 

Nun  ist  aber  nach  dem- BinomischeaUj^brsatze  fär  der  Null  sehr 
nahe  kommende  Werthe  von  — ^    und  — ^! 


'  -  ^^ 


*^    Gäbe  e«  Iceinen  tolchen' Funkt,   lo  würde  ilch  dies  Ton  lelbit 
all  ein  Aotnahmefall  heraiuitellen. 


»       _» 


i- 


8-£ 


^.e 


IH 


VN 


^'^ 


Vr-li;^. 

Li       *    ♦ 
.'-      f     I 


*i 


i    r 
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also»  iWaU  gleichseitig  ä 

^4 

>,jr= 

:«  let; 

• 

V:-  ...  ^     V          .•■■  ■ 

c« 

1 
—  K 

6« 

b* 

• 

Folglich  ist  Da<h  5)    N 

1 

W.                ! 

"-, 

'Vh(^T+'|iV'<ä)'->i 

oder  '  '   .      •        . 

V 

welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Cunre  ist 
.  Mao  kann  die^e  Gleichi^g  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

Fflbrt  man  aber  die  Moltiplicationen  ans»  so  erhSlt  man: 

0=  (^+6.)iV"n<j£;)'-V^I+(^)'l 


-<^^^I1-Vh(s^)'V^<^' 


oder: 


ji  ■   ■•'  »• 
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beiMMMt  werden  kann,  so  dase  wir  im  Folgenden  aim  a«ch  q 
nie  bekannt  in  betrachten  berechtigt  sind.  Die  erste  Ceordioaie 
des  in  der  Linie  TU,  d.  h.  in  der  Axe  der  x»  liege«  soHeadtn 
Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  oder  Kreisbogens  sei  r,  und 
r  sei  der  Halbmesser  desselben,  wo  r  positiv  oder  negafir  seu 
aoU,  jenachdem  der  auf  diesen  Kreisbogen  fallende  Strahl  .dessn 
concaire  oder  convexe  Seite  triffiL  Denken  wir  uns  nan  in  C  aaf 
IHM'  das  Einfallsloth  errichtet,  und  beteichnen  den  Brechiiui- 
wininri  in  E  durch  a,  den  reciprokeo  BrecbungsezponeateD  lir 
Lnft  und  Glas  aber  durch  f&,  so  ist 

sint 1       sin«_ 

sin«~f*'    bM^^' 

also 

2)    sina=fisint, 

so  dass  auch  a  aus  den  gegebenen  Grössen  i  nnd  fi*)  leicht  be* 
rechnet,  und  daher  im  Folgenden  als  bekannt  angenommen  w€^ 
den  kann. 

Wenn  nun  der  Kreisbogen  Bff,  dessen  Bestimmanff  mwem;. 
Aufgabe  ist,  von  dem  bei  E  In  MUf  gebrochenen  Straliw  iü'^ileif' 
Punkte  A  getroffen  wird,  und  die  Coordlnaten  dieses  PlmÜen  Ib 
dem  angenommenen  Systeme  durch  pi$  gi  beceichn^t  werden; 
so  ist,  eben  weil  der  Punkt  dem  aus  dem  Mittelpunkte  (fO)  mit 
dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreisbogen  BB*  angehXinmmiKLi 

3)    (Pi-f)*  +  ft«=r», 
und  ausserdem  hat  man  offenbar  die  Gleichung: 

Setzen  wir  nun  ^ 

'  r 

wo  der  absolute  Wertb  von  6  nie  grOsser  als  90^  zu  nehmen  ist, 
so  haben  wir,  weil  der  bei  A  ausfahrende  Strahl  nach  den  liedin* 
gnngen  der  Aufgabe  mit  der  Linie  FH,  d.  h.  mit  der  Axe  der  jp, 
parallel  sein  soll,  nach  den  von  mir  früher  entwickelten  allgemei- 
nen optischen  Gmndformeln,  die  fflr  alle  optische  Untersu- 
chungen die  geeignetste  Grundlage  bilden,  wegen  welcher  ich 
jedoch  hier  aut  meine  MOptischen  Untersucbangen. 
Tbl.  II.  Leipzig.  1847.  S.  12.*'  verweisen  muss,  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

f&=:cosa— cos(a-f  O)(cosd— f&Y  1— ^-5^), 


')    llesi  a.  R.  0.  S.  48.  setxt  -=1,5. 


2BS. 

LSst  man  nnn  dies«  Gleicbang  wie  eine  gewöhnliche  quadratische 
Gleichung  auf»   so  ergiebt  doht 

»*= (5£^«{  «A[(*-«)«+(*-6)«]  ±  (o«+6«)(a:-a)(a^) ) . 
Ffir  x:=0  erhält  man  hieraus 

und  da  nun  fiSr  j:=0  auch  y=0  sein  soll,  so  kann  man  öCeti* 
bar  bloss  das  untere  Zeichen  nehmen«  d.  h.  es  ist 

,«=  ^^^,1  a6[(jr-fl)«+(*-4)«]-(aH6«)(a:-a)(a:-6)| . 

oder,  wie  man  leicht  findet: 
^  j  __  iah  I  a(a: — g) — fe(x-"ft) )  ( b{x — o)  —  g(ar— 6) ) 

welches  jetzt  die  Gleichung  unserer  gesuchten  Curve  in  der  ein« 
fachsten  Gestalt  ist. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

Sollen  nun  die  reflßctirten  Strahlen  sämmtlich  der  Axe  der  x  pa- 
rallel sein,  so  muss.o  unendlich  gross  angenommen  werden,  wel- 
ches die  Gleichung 

9)         y^=ziax 

giebt,  und  zeigt,  dass  die  Cur?e  eine  Parabel  mit  dem  Parame- 
ter Aa  ist,  in  deren  Brennpunkte  sich  also  der  lenditende  Punkt 
befindet,  welcher  die  Strahlen  aussendet. 

Nimmt  man  den  durch  die  Coordinaten  ö~(A~l-fr)>0    bestimm- 

tea  Ppnkt«  welcher  in  d^  Ax^  der  ar  in  der  Mitte  swischen  dte 
biriden  durch  die  Coordinaten  «,0  und  6,0  befltimmten  PnakteiD 
^egt«  als  Apiang  einen  neueQ  den  primiUireii  parallelen  Cooidi* 
natensystems.an»  in  welchem  wir  die  Cooidinaten  aueb  durch  «^ 
y  bezeichnen  wollen ,  so.  |ii«s#  man  in  der  Gleicbung  7)  (kr  ■  a  ■ 


•  / 


i«-ff(«i^ 


Alw 


«r 


-4 


bMMMMM|^4ri>#  MtS#ll 


I 


(•-♦)i*-j  (•■»»)« 


I 


— (•-«)|«4f(«4*)i 


PaJmt  »M  Jto  GWdNwg  7) 


,/•=-- 


4  i 


.•    — 


M) 


T 


^♦&- 


I 


(•♦V 


Im 


ordiMiteD  A»€  be«tim«ileii  Ponkte  wieder  saeftRiiiieiikoinMeo^*  *iiur 
dann*  die  Rede  «ein  kann»  weon  a  und  6  gleiclie  Voraeicifcee  ha* 
ben;  >  Datier  bleibt  one ,  ausser  der  Parabel  In  dem  •  oblaea  beson* 
deren  Falle»  von  allen  aiiserer  Aufgabe  senOf^enden  Corven  nur 
die  Ellipse  übrig,  deren  Gleichung  nach  ^m  Obigen  ' 


1») 


iF^r*  N'=' 


!■• 


ist.    Nehmen  wir,    was  oflenbar  verstattet  ist/  der  Kttrze  ^^ff/bi 

1  '    '    '    '      ■  ■ 

a  mnA  6  lieide  als  positiv,  so  sind  ^(a-i-t)  und  V^oiT die beideia 

Hidbaxen  dieser  fillipse,    und   der  Ausgangspunkt  und  Vereinl- 

fungspunkt  der  Stranlen  sind  offenbar  die  beiden  Brennpunkte 
erselben  in  der  Axe  a  +  b,  weil  die  Coordinaten  des  Ausgangs- 
punktes ujud  Vereiniguogspunktes  im  zweiten  Systeme  /RaieS  dem 
Obigen 

«-i-(o  +  *)    und    *-|(a+6). 


ih. 


+  2(0—6)  nnd  —2(0-6), 


also 


+  V  IV«(«+6)|«— tV^J«     nod    -Yiy,(o+6)|»-tV"o6|» 

sind. 

Unserer  Aufgabe  genfisen  also  wirklich  keine  anderen  Curven 
als  die  Parabel  und  die  Ellipse,  erstere  in  dtfm  aus  dem  Obigte 
bekannten  besonderen  Falle. 


lU. 


Das   dioptrische  Beleuchtungssystem. 

Häuptliüseh. 

Schon  Descartes  hat  in  seiner  Dioptrik*}  gezeigt»    wie 
elliptisch  oder  hyperboliscb  gekrümmte  Linsen  su  construiren  sind» 


*)    Renati  Det  Oirtes   ipeciadaa  PidloMphiscr  wa  Dlsterlstle;  de 
nethodo  recte  regendae  rationii,    et  veritatis  in  icientiii  invef llgandae  t 


Barnim  fmMdMJUHm 

tbm  tkm  r«wtiifio>  an  die»««  Orte  alrkl  guu  ■ 
u  mI«,  ««IrlM  Ich  daher  JeUl  nehrw  will. 

le    Fhc.   I.   eel  Iher  der   Henleie   AB    all 

Chtee  #md  f  efaM  EIII|Me  heMhriehee.  ««khe  swel 
He  9    we    eseseree    eee    eie    iHBe«ee  ^     «es    vveeiH 

Ue«  BctchMsef  «rhAltelee  ftr  den  ■eeeert  uid  dm  Imot 
eal  •  :  1.  Utaecai  Brerheeffsverhiltebee  eel  de«  V( 
JAilYgMeh.   ee  deee.    weae  »Ir  die  - 

■pet  derch  e,  Ihre  EireelriciUC  derch  e 


«:tse:l 

leL    Ifll  MS  JTiV  eta  pereld  edt  der  Aw  if H  «...^ 
EMpee   hl  ßt  tieieedei  ütrehl,  ee  heheepCe  Irh,    dei 
hl  A  ee  Rchrerhee  «bd.    de»  der   gghricheae  fMrey  iV^ 
de«  Rreeiipeekl  /*  der  EIBMe  eehl.  Um  die«  u  hiinhea. 
■Me  ekh  die  Neneeb  KlfliSf  Elllpee  \m  dM  Vmktm  I€ 
tce,   ee  heihirl  dieee  Nemele  eech  eieer  hefceeetee  '^^ 
der  EMpee  dee  Wiehel  fK/.   md  eech  elec«  hekei 
Irtechc«  Helle  hehe«  »h  ehe  die  PreiMrliee 

Kr.Kf    Fä.fH. 

»erMMelrh 

KF I  Xfi  FU  «  fU  r-  XFi  FK. 

elee  aech  dee  Elge— rhellee  der  F.IHp«c 

RNfPMw  eecs  eeei  vere^riieseeo^e 

XF.FIk     m:\ 

eifl^hl.      Ileielrheee  «tif   eun   dre  Uiekvi     V.\|.   derrh 
\k%k^    FMi  dyffh   #».    M   Ul.    «tril   .VA   »il  .lir 
•=^.4AA.  el»n  I«  llrrteck  K\A  eech  ciee»  hekeMl 
eeMdrWheei  Helje: 


■  •  A  «aweiesi*  eievg 
Mfüch  eech  de«  ÜMffee 


;•.    4*. 
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Ist  also  e»  der  Einfallswinkel,  so  ist  6  der  Bi'echungswinkel»  wor- 
aus mittelst  des  Vorhergehenden  der  zu  beweisende  Sats  unmit- 
telbar folet.  'Umgekehrt  wird  also  auch  jeder  aus  F  ausgehende 
Strahl  FN  iniVso  gebrochen  werden»  dass  der  gebrochene  Strahl 
MN  der  Aze  AB  der  Ellipse  parallel  ist. 

In  Fig.  2.  sei  Alles  wie  in  Fig.  1.,  nur  habe  jetxt 
der  einfallende  Strahl  MN  eine  solche  Lage,  dass  er,  über  N 
hinaus  verlängert  gedacht,  durch  den  Brennpunkt  F  der  Ellipse 
geht.    Dann  ist  ganz  wie  vorher 

NF:FK=zn:l. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  3f]SL  wieder  durch  co,  und,  indem 
wir  uns  durch  N  mit  AB  die  Parallele  NFi  gezogen  denken,  den 
Winkel  FtNK  durch  6,  so  ist  e=^AKN,  also  im  Dreieck  FJSK 
nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 

NF:  FK=  Sind  :sw(o, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sino):6in9=l:it. 

Denken  wir  uns  jetzt  aber  die  beiden  brechenden  Media  mit 
einander  verwechselt,  so  dass  das  innere  und  Süssere  respective 
das  äussere  und  innere  wird,  so  ist  offenbar,  wenn  a  der  Einfalls- 
winkel ist,  6  der  Brechungswinkel,  und  der  Strahl  J/iV  wird  also 
in  N  nach  NFi  gebrochen,  welche  letztere  Linie  nach  dem  Obi- 
gen bekanntlich  der  Axe  AB  der  Ellipse  parallel  i8t. 

Fugt  man  nun  zu  dem  Vorhergehenden  noch  die  Bemerkung, 
dass  Strahlen,  die  autf  dem  Mittelpunkte  eines  zwei  beliebige 
brechende  Media  von  einander  trennenden  Kreises  auf  diesen 
Kreis  fallen,  an  demselben  gar  keine  Brechung  erleiden,  weil  alle 
Halbmesser  eines  Kreises  auf  demselben  senkrecht  stehen,  so 
wird  ohne  weitere  Erläuterung  unmittelbar  die  Wirkung  der  fol- 
genden von  Descartes  angegebenen  Linsen  verständlich  sein. 

In  Fig.  3.  sei  über  AB  als  Hauptaze  die  aus  Fig.  1. 
bekannte  Ellipse  beschrieben.  Wird  nun  aus  dem  Brennpunkte 
F  als  Mittelpunkt  mit  einem  beliebigen  Halbmesser,  der  nur  klei- 
ner als  FA  ist,  ein  Kreisbogen  GH  beschrieben,  so  entsteht 
dareb  Umdrehung  der  Figur  um  AB  eine  Linse  GAB,  welche 
so  beschaffen  ist,  dass  von  ihr  alle  von  F  ausgebende  Strahlen 
so  gebrochen  werden,  dass  alle  gebrochenen  Strahlen  mit  AB 
parallel  sind. 

Ferner  sei  in  Fig.  4.  Qber  AB  die  aus  Fig.  2.  bekannte 
Ellipse,  und  aus  dem  Brennpunkte  F  als  Mittelpunkt  mit  einem 
beliebigen  Halbmesser,  der  nur  grrisser  als  FA  ist,  ein  Kreis- 
bi^en  GH  beschrieben,  so  entsteht  durch  Umdrehung  des  Figur 
uro  AB  eine  Linse  GAB,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  alle 
nach  F  hin  convergirenden  Strahlen*  von  ihr  so  gebrochen  wer- 
den» dass  die  gebrocSenen  Strahlen  sämmtlich  mit  Ad  parallel  sind« 

Theil  \l\.  18     ' 
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!•  Flf.  5.    »ei  PQ  d^r  rifi«   X^elt  ^M^r  IKpiftWI, 
B»«l  brvrlirad«  MnlU.  rin  liiMiirrr«  und  ela  ina^r^fl. 
diwagBi ^lifcitni—    m:I  iM,   vo«    riiiMidrr   trMiat    Wm 
<— rf  HvperWI  »ri  «-lA.  «nd   /*  und  ^  iirir«  lllre  iirfd— 

•a  dan  abo,    Hrnn  wir  die  balb«  llaH|iUx«  dyrcll  «.    itm  El»» 
Mrittl  dairli  #  bexMclmen . 

Ut.  Ul  iraii  /*A  ein  vah  /*  MMgrlieiider,  die  Hyperbel  \m  M 
trrfipiideff  Niralil,  »u  brhaapte  irli.  dae«  derselbe  hi  3'  mm  fite» 
rlien  wird,  da»«  drr  tebrorli«*ne  Nirahl  iV.tf  der  Ate  AK  MflM 
Ul.  1*1  «AwIn  li  A'A'I.  die  .Ni»rinale  di^  Hy|»effWI  1»  J¥.  m  M 
liekaMelUrii »  mtmh  «\/^  die  \  erlaiie«*vufiff  «•«  /'«V  OWv  A  kh0i 
yi.  ^^''XKz^^plk.  ala«..  lU  Mi  Aem  AuaMWvWM  /VF 
de»  llfriec-iia  /'.%/  balbirt.  narb  einem  bekaaalc« 
Naiir: 


MRbrb 


4.  L 


Ar:A/=/*  /^A'. 


Ar^A/:#A-/A     AT  >A. 


'ie:*ie  =  e:es2  A>  :^A 
eed  folulicb  narb  de«  Obi«c« 

AT:  FK  :=  I  :a . 


Beicicbaea  wir  aen  di^a  WiaLel  KV/,  dacrb  «.  dra  Wittkal  MXä 
daiib  /«.  M  i*t  «1     «.FAA.    und   fuliclirb  im  Ofeieci  #'JVA' 
cmria  Wk^nolen    liiRoboaMtriMbrn  NaUe 

Mt'iFH      mmbimmm. 

timo  aac  b  de«  tlbi|ea 

•itiM.aia^      a:l. 

lal   dabfff    m   d«-r    l.inf«lUi«inKel.    ^n   Ul  H  der  llrec 
««Mail  dir  uUrm    auttKr«|iru«beae  IWbaupluag  k#air»ea  lat. 


Nl  in   l*is  A    t.mi   /'#/  dir   au«  t  i'i;    3    b^lat.nlr  ll^peffWL 
tirbt      ttit-      yrraili*     l.iiiir     /«//    jitjl       f//      •ri»kff«-rbl.     •• 
aarb   de«  \  uffb#f  erkrud««    dui«  b  I  ludrrbunf    def   Hfpv 


eia^  plaa* roatrftr  iAUm^  it.iii.     «»Irbo  aUi>  ««in  f* 
pablra  a«  bti.  bl 


die  f ebfarbra««  Mrable« 
AB  l^allrl    Mad 


llraraffle»  -Irlll  a.  a    41    a«  b 

Ueltacblaa«-«a   aa,    dit«    aber  «u   «eM  «aa 
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lichefi  Zwecke  entfernt  liegen,  als  dass  wir  uns  hier  auf  dieselben 
weiter  einlassen  sollten,  da  dergleichen  Linsen  doch  schwerlich 
jenals  praictische  Anwendung  finden  werden. 

Wir  wollen  daher  jetzt  zu  der  Theorie  der  FresneFschen 
Linsen,  welche  den  Hauptgegenstand  dieser  Abhandlung  ausma* 
ehen  sollen,  übergehen,  wobei  wir  wohl  als  alleemein  bekaiint  voraus* 
setzen  dürfen ,  dass  diese  Linsen  aus  einer  Linse  von  der  in  Flg. 7. 
IIB  Allgemeinen  dargestellten  Form  in  der  Alitte^  und  mehreren 
dieselbe  concentrisch  umgebenden  kreisfrirmigen  Glasrineen  beste- 
hen, so  dass  also  ihre  Theorie  nothwendig  in  zwei  Theile  zer« 
fallen  muss,  nämlich  in  die  Theorie  jener  Linse  in  der  Mitte  und 
in  die  Theorie  der  dieselbe  umgebenden  Glasringe.  Die  Theorie 
der  Linse  in  der  Mitte  kommt  aber  wesentlich  auf  die  folgende 
Aufgabe  zurück. 


Erste  Aufgabe. 

In  Fig-  8-  seien  die  Linie  MM'  und  die  beiden 
%n  der  auf  MM'  in  G  senkrecht  stehenden  Linie  FU 
liegenden  Punkte  F  und  N  gegeben;  man  soll  aus 
einem  in  der  Linie  FJ3  liegenden  Punkte  als  Mittel- 
vnnkt  einen  durch  den  gegebenen  Punkt  iV  sehenden 
Kreisbogen  Bß'  von  solcner  Beschaffenheit  beschrei- 
ben, dass  ein  von  F  auiiigebender,  unter  dem  gege- 
benen spitzen  Winkel  t  gege^n  FH  geneigter  Strahl  zu 
erst  bei  MM*  und  dann  ein  zweites  Mal  bei  MB'  so  ge- 
brochen wird,  dass  der  bei  Bff  ausfahrende  Strahl 
der  Linie  Fli  parallel  ist,  wobei  wir  natürlich  vor- 
aussetzen, dass  ausserhalb  der  beiden  Linien  MM* 
und  BB'(  uud  zwischen  denselben,  zwei  verscliiedene 
brechende  Media,  etwa  Luft  und  Glas,  liegen. 


Auflösung. 

Man  nehme  den  gegebenen  Punkt  JP  als  den  Anfang  und  die 
g^ebene  Linie  FH  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  .r  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  a:y  an.  Die  positiven  y 
wollen  wir  auf  derselben  Seite  der  Axe  der  or  annehmen,  als  atu 
welcher  tfer  Winkel  {  liegend    angenommen  wird.    Dies  voraus* 

fesetzt,    wollen    wir,    wenn  die  Linie  MM*  von  dem  ans   dem 
'onkte  F  ausgehenden  Sirahle  in  £  getroffen  wird, 

FG=p,    GE  =  q 

setzen,    wo  p  nach  der  Voraussetzung  gegeben  ist,   und  auch  q 
ans  p  und  dem  gegebenen  Winkel  t  leicht  mittelst  der  Formel 

1)    7=>tang/ 

18* 


200 


«U  hth>«iit  n  betrachle«  iMfecktiKt  mntL    DU  erat« 
diM  U  der  Linie  #7#,    d.  k.  hi  der  Am  d#r  j*.  He««« 
MIlMpuakla  dr»  fceauclilrti  Krriae«   oder  Krrijil»ofvo«  «ci  f. 
r  «ei  der  lUlbiNeMier  d«waelbeii.   we  r  poidiW  odar  BnaHe 
•eil,  JeMielideM  der  «vf  dienen  Kretnbiifirn  f«llettiU  SirakI 
CMwave  ndrr  eoarese  Meile  trift     llenken  wir  mm    •••    1»  t 
Mit  dn«  Kinfallslolli  eniclllet.    und  beteirknea  de« 
frlakel   In  K  diircll  a,    den   reciproko« 
L«A  wid  VIm  aber  darck  |i »  ao  iat 

•Sni  _^  I        eine  ^ 
•ia«  *"  |i '     äin7 


"i)    mlna      »•ini, 

•o  daa«  aurh  a  aan  den  ref  ebenen  laru^aea  i  and  |i*)  Mehl  b^ 
rerknrt,  and  daker  im  Kolgrailan  al«  bekannt  angeaeaiiae«  «ee* 
den  kann. 

U'ena  nun  drr  Kreinboern  Ulf,  deMien  Bectifluaaa» 
Aaftebe  iat.  %oa  dem  bri  /;  in  M,y  grbrM^eaen  MvaM» 
Pwdkfe  A  tetrafen  wird,    und  die  ('«Nirdinatra  dieaea  P 

4mm    aagenoainienea  Sy«te«e  darrb  |»| .  91    lleaeicbget    

•a  iai,    eben   «eil  der  Paakt  dem  aoa  dem  MMlrlfvakfe  (it| 

HallMaeaaer  r  bcacbriebeae«  KreiabAteii  B/t 


3)    ipi-ftf  f  fi«=--r«, 

•ad  amaerdtm  hat  BMa  afeaba?  die  VleMMait: 

I)    9i   *9=:(|#,-|»)Caaffa. 
Selfea  wir  nun 

r 

«o  der  abaolule  Wrrlb  «oa  ft  nie  gfümmet  al«  *.0*  «a 
ao  bal»cn  wir.  wnl  drr  bri  A  auafj br rndr  .Mi abl  aarb 
gaafea  der  Aufeab«*  mit  drr  l«inir/7/.  d.  b  mit  der  Ate 
parallrl  »ria  aaO,  aarb  ilrn  «oa  mir  fr  Aber  eatnickelle«  al 
aea  optlarbea  Iwandformrln.  die  fOr  alle  apliacbe  l' 
ebanffea  die  fcrrigiirfvle  l^raadlaca  bildra,  tiefe«  weMbee  ItA 
ledacb  bier  aaf  meine  ..Opli*rbea  rateraaebwaf^ta 
Tbl  II  Leipfir  im:  S.  li.-  «etveiaea  maa«.  JU  UUm 
füllenden  l*lr#rbaaf r« : 

-<aa<a  |  »Hraa^t^üV  I-****-  K 


II*»«  a.  •    •>    h-  |a.  .«lai  l.> 
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0:=8inof — B\B(a  +  6)(co8d — (i\  1 ^); 

oder 

8111«:=='  8in(a  +  6)  (co8(9  —  fiW  1 j-  ); 

also  durch  Division 

1    . 

—  SlDtt 

7)      tang(a  +  Ö)  = = ^ > 

*^  1 COS« 

[(t  wdo^er  Forro^   der  Winkel  B  ffefooden   werden  kano« 
b  .  man  bei  der  Berechnung  dieses  Winkels  nur  das  Folgende 
berfleksichtlgt. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

ist,  so  ist 

«— 9»><«+ö<«  +  90o, 
d.  i.,  weil  hier  offenbar  «<f,  also  jedenfalls  a<90^  ist: 

-90o<«  +  d<  +  180o. 

Daher  ist  cc  +  6  immer  swischen  —90^  und'  -f  180^  zu  nehmen. 
Ist  nun  tane(a-|-fi)  in  7)  positi?,  so  lässt  diese  Formel  keine  Zwei- 
deutigkeit bei  cKr  Bestimmung  von  a  +  d,  und  demzufolge  auch 
▼on  6,  zu,  weil  dann  cc+O  nur  zwischen  0  und  -f^  genommen 
werden  kann.  Ist  aber  tang(aif-(9)  in  7)  negativ^  so  kann  a-f-0 
zwei  um  180^  von  einander  verschiedene  Werthe  zwischen  — 90^ 
und  -f  180^  haben,  die  wir  durch 

«+d=} 

1  t«+180o 

bezeichnen  wollen.  Der  erste  Werth  giebt  d=u— «,  und  folglich 
nach  der  zweiten  der  Gleichungen  6): 

•      »       /         \        t/"i     sin(ti  — «)« 
sioa=:srotftco8(tf<— «)  —  fiw  1 ^—3 — -  }; 


I 
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Ble  leicbtevle  fterediDang  der  GrSssen  t,  tt  Pi^  9i  sebeiiMn 
die  folgende»  Fonnelo  sa  gestatten: 

eUiacsfieiDl; 

co89=fftC08a,  tangO  =     ^ i""     (0  <  ^  <  90^ ; 


~         1  1 

28111 2  (^ + e)am^»^) 


•  --»o.?^-»— «X      Q«infl— pcosataDg£     , 

28in5-(«+Ö)caeg<«-ö) 

5  C08  ^  (6+a) — pain  j  (ö  +  a)  taogt 

CO«  n-  (ö— «) 

lösin  5"  |ö — a) — |m:o8  5(0— «Jtangt 


•inj(Ö  +  «) 


indem  man  fiir 


co8a  aiiia 


immer  den  grossten  Werth  nimmt. 

Man  kann  auch  noch  einen  HOlfswinlcel  m  berechnen,  durch 
welchen  die  vorstehenden  Formeln  auf  folgende  noch  einfachere 
Form  gebracht  werden: 
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also 

9)    tange  = -r^^iü^L  , 
'         "         1 — ficosa 

welche  Gleichung  ear  keine  Zweideutigkeit^  bei  der  Bestinmiinifi 
des  zwischen  — \f!ß  und  -f  90^  liegenden  Winkels  d  ziilässt,  ttlid 
daher  den  Vorzug  vor  allen   übrigen  verdient. 

Da  fi  der  reciproke  Brechuiigsexponent  fflr  Luft  und  Glas  ist« 
so  bt  fA<l9  weshalb  man  den  HQlfswinkel  9  mittelst  der  Formel 

10)    cos9>=|iicosa 

berechnen  kann.    Dann  ist  nach  9): 

(üsina 


11)    tang(9=-*=f^, 

2sin  rtV* 


Hnvisi 


Mrans  zugleich  erhellet ,    dass  tang^  immer  positiv  ist,    also  d 
ischen  (T  und  -f  90^  liegt. 


Auch  ist 

•  ff^ tangö^     ft^sin«^ 

*"'^""l  +  tangÖ«'^  >^ino«+(l  — f*cosa)a 

ft^ina*     ' 

""    1— 2|xcosa  +  fi*    ' 

folglich,     indem   man     zugleich     belrOcksichtigt,      dass    <:os0s 
8in0:tang0  ist: 

Vi — 2j[4Cosa  +  tt* 
12)      \ 

1 — ttcosa 

COSD=  — . 

VI— 2^cosa+ fi« 

Hat  man  %  mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  gefunden^. so 
lassen  sich  ferner  f  and  r  auf  folgende  Art  bestimmen. 

In  5)  haben  wir  schon  die  Formel 

•  A (f— ip)8io«  +  ycosg 

gefunden .  Da  nun  aber  nach  der  Voraussetzung  auch  der  Punkt 
Eij  durch  welchen  der  gesuchte  Kreisbogen  gehen  soll,  gegeben  ist, 
so  ist  die  Linie  GN  eine  gegebene  Grösse,  die  wir  «durch 
c5   bezeichnen   wollen.    Dann  haben  wir  offenbar  die  Gleichungen 


rS=zp^ü.    FA  =  f  fr; 
MS  4mm  Mk  <!•  GMehMf 

«igitM.    AlM  bt  f-pe=a-r.  m4  Mflkli  Mch  dM  Oi%i 

(i^— r)>lM  f  f<— 

WMMS  ^ch  MT  BMifaHiung  f%m  r  die  Fif  il 


,.  O^iMf  «CM« 

14)    rs-i j ^ ^-| • 

«•lii}(«l«)e«*j(*-« 


I) 


IS)     r=:. 1 r 


•rgltkt    tm  BwtlaMMin  ? m  r  kal  mm  Mck  Jmi  OMfM 


4-  I 


16)    r  -»  I  --r-  -.  •«-       . 


IT)    r    |if , 

«•la^(«|A)CM^(«-«) 


II»)     r-:|»|   —  I  , 
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Zur  Bestimmung  von  pi ,  qi  hat  man  endlich  nach  dem  Ohi< 
gen  die  Gleichungen: 

(j»i— f)«  +  ^1*  =  r«,    qi  -  ^  =  0»i— p)tanga . 
Weil 

ist,  80  ist 


I      «-! 


also 


(?i— *)*co^<5a»— 2|(f  — p)cota^9)(^i-*-9) 


oder 


iVi — 9)*— 8U'—j»)co8«— ^sin«fK?i  —  ^)«hi« 
=|r*  — (f— p)*— 9«]sin««. 

Bestimmt    man    nun   aus  dieser  quadratischen  Gleichung  qi^^q, 
und  berficksichtigt,  dass 

Pi— P__9i— y 
cos«        sfaio 

ist,  so  erhält  man  f\ 

19)  anE^&fii 

'      cosa         sina 
=  (f — y)coso  —  ^sino  ±  V  r* —  t  (t— p)slna-f  ^cosal* . 

AVeil  aber  nach  16) 

.  cSsfh^  —  ocosa 
^        slna-f-sind 

ist,  80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

/.     wk^.«^o.Sn»  ■  (Scogg— 96in«)sinfl— y 

.    .       ,  (Qsina4-0C08a)dind . 


««II  «MMck  13) 


^    siac  -f  aimtt 


«ilMI 


i.  I. 


"^       COM  "   ilaa  "    ~  «iM-fite« 


«)     «S^-'f 


|aaift(l»-«)  —  SfcM  ,  ( A  -  •)* 


I      1 

<       Im«  ^  (•  f  ajCM  ^  (•  -  •) 


1 

•1*4  (•  f  •) 


M  »ick  MT  Bwb  fem.  »«Mc«  Jm  WUm  %% 
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coscr  mntt 


man  zu  nehmen  hat. 
Weil  nach  13) 


sioa  +  sind 


ist,  und  Qf  q,  »ina,  eosa,  sind  positiv  sind,  da  a,  6  zwischen  0 
und  90^  liegen,  so  ist  r  positiv,  und  der  einfallende  Slrahl  trifft 
also  jederzeit  die  concave  Seite  des  Bogens. 

Das  Ptoduct  der  beiden  Werthe  von  '"  ''' 

COSff  SIlMK 

ist  nach  19): 

{(f—p)cosa—ysina  !•+{(? — p)sina+5rcos«|*  — r* 

=  (t-p)H9«-ra. 

Wenn  nun  ^ 

ist,  so  liegt  det  Punkt  (pq)  hinerfaalb  deit. gesuchten  Kreises  und 
das  obige  Product  ist  negativ.  Also  haben  die  beidbn  Werthe  von 

cos«         slna 

0 

entgegengesetzte  Vorzeichen,   und  man  muss  in  diesem  Falle  (Sr 

c<^9  slna 

offenbar  denjenigen  der  beiden  Werthe'dies^GrOsse  nehmen,  wel- 
cher positiv  ist* 

Wenn  femer 

(t-p)^  +  9^-f^>0 

ist,  so  liegt  der  Punkt  (m)  ausserhalb  des  gesuchten  Kreises 
und  das  obige  Product  ist  positiv.  Also  haben  die  beiden  Wer- 
the von 

cos« '    •     sina 


frteMM  \9nfMmm.    IN«  Kalof  nmwrfr  AttfolN*    fordert  mfbm 
ÜKtmm  FaNe  •ffenlMr ,  das«  die  Werlbe  vo« 


Mde  pmhUv  «M.   Mid  der  firfieele  die^r  Mdee  Weffhe  ttM 

kftMi  Mae  daker  eagee«  daae 


a -JR-,  fi^ 


dee  f raaatee  der  Mdee  »Uiiee  Wertbe 


lleekt  Bwe  akb  dereh  Ueidrelleeii  di^  Fitrir  «ei  GX 
■hMHceevese  Meee  beBclirlebee ,  deree  iHrfce  Im  der  Mitte  def«4 
iHe  eeK>Mee  ttrAeee  ü  tieeHaiail  iilrd,    •«  kettllemt  jk  ~m 
Dicke  eed  fi  Ikre  iMlbe  Brette  bei  deai  Pedite  A. 

Wel 


eN  a   eV   IM 


r 


^Mef  "t"  flaue 


••"^»«^^•re 


Aker 


_^deeei  tßVf^ß^wimfl 


■im  »ia«  aiaa 


n  Vi?: 


-»ü* 
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# 


Lasst  nian  nuo  i  sich  der  Null  nahem,  so  nähern  ,r 

cost  und  VI  —  ft*Äini^ 

sich  beide  der  Einheit  als  GrSnze.  Weil  aber  sina=fisint  ist,  so 
nähert  auch  a  sich  der  Null,  und  sindcoti  nähert  sieb  folglich 
nach  dem  Obigen  der  Gränze 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  fi<l  ist.  Beseichnen  wir  nun 
die  Gränze,  welcher  r  sich  nähert,   wenn  t  sich  der  Null  nähert, 

durch  Q,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden .  offenbar  * 

« 

fl= ^ — 5^ ß 


1-^ 


also 


oder,  wenn  wir 


23)      ^  =  (l-^)(5+J), 

r 


24)     ^  =  i 


setzen : 


25)    * = (1  -  -^^ )  (5  +  K/»)  =  (fi'-l)  (P  + 1,) . 
Weil  f=/i-f  o— r  ist,   so  ist  im  Aithergehenden  Falle 

r=p  +  5-(l-j»)(e  +  J). 


•*  ••! 


.; 


also 


M)     r=:fi5  +  (2-J;)p 


oder 


27)    r=~+(2-.fi')p. 

Diese  .letzteren  Formeln  gelten  fär  Linsen  von  obiger  Form,  wenn 
nur  die  ganz  nahe  bei  Fli  einfaljenden  Strahlen  nach  ihrem  Aus- 
^tte  aus  der  Linse  mit  FH  parallel  werdeit  sollen. 


S7t 


rs 1         ^       ^      ~. 

tbi«  j  («  4  A)raa  j(«— ^ 
1 

I  "    '  * 

fir 

Mmm   ka»»  aiirii  »ock  rtof  llAlUtiiftkH  m  k^t^km^m.    MMfk 
w#lrlMi  4i9  ^otmt^kendrm  Fofvid«  mI  reifende  Mck  t4>fad 
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29) 
8ino  =  fi8int;' 

co8q>=iico8a,  tangO  =     ^["     (0  <  Ö  <«)*>) ; 

2  sin  2  y* 


langa)=|tangi; 

c5siD(o-f  <^) 
r  = 


1  1  *^ 

2co8a>8in  i7(a  +  ö)co8s-  (a — d) 


« 


r  =p  +  Ci)— r; 


ücosl  7(ö+ft)+a)| 


cos  G)  cos  Ä  (^  —  <>() 

cosa         sin«  ^     _  1 

Cdsin  (  cj(fl  — «)  —  col 


008(0  8ina(0-\-(t) 


rar 


cosa  sina 


! 


'"1. 


immer  den  grussten  Werth  genommen. 

Nach  Fresnel  wird  man,  um  die  Aberration  der  Strahlen 
möglichst  zn  beseitigen,  am  besten  r  und  r  ffir  t=0  nach  ie^ 
Formeln  23)  und  2ö)  oder  25)  und  27),  und  fUr  den  äusMrsteo 
Gränzwerth,  welchen  man  dem  Winkel  i  zu  geben  beabsichtigt, 
nach  den  Formeln  29)  suchen,  worauf  mah  zwischen  den  beiden 
auf  diese  Weise  gefundenen  Werthen  von  r  und  ebenso  zwischen 
den  beiden  auf  diese  Weise  Befundenen  Werthen  von  r  das  arith- 
metische Mittel  nimmt.  Dicke  und  Brette  der  Linse  am  Rand« 
wird  durch  pf  rmd  qt  bestimmt,- weh^be  GrOsseo  nach  den  in  29) 
sich  findenden  Formeln  berechnet  werden. 

Wir  wollen  nun  auch  noch  die  ersten'  Glieder  der  Reibe  be- 
stimmen, in  welche  sich  * 

_^  fi5co8i+  pV  1— ft^ini^ 
|u.cosi-f-8in6cott 

entwickeln  lässt. 


r,  wi4  4»  SM  hl  4ot 
BBt  ab  MMiMl  MiitM  iMm  ••  tu  («)« w-t4.k  MB  ki« 


•    V^^V^V^^V      ^^^^^^BW      ^^BB^^B^P     %^^^^Wp^ä^P^P 


f.  14. 


AhAm  ÄM.):  «tot  imwObm  mI  tk  dto 

«M  i«f  MS  «Ito  HVhkd  ^  (f.  10)  icMiUt  wtfAM 

^■■Wa      IBWWW^^B     HHiVi^V     HOT     ^nn      VHiV^^^P     V^^^TW     V^^^^H 

Auf  4«r  ttatf  WHkmm  wk  •!•«•  PiM^it  H,  mC  itr  a«< 
FMkt  C  Mt  wd  tflitoJf  il  m4  r  dtordi  ^m  ktrMÜ»  LM» 
uf  Jtr  OtitUctt,  Wir  fiMau»  yi  •!•  «tm  klwf<lie  LA 
MN  40f  IrafliMMi  OMnHcv#  #toM0cMMM#n«(i  Ufwfcs  il  iPC« 
Ami  wir  tw—ntiiwi  w«ll««»  «ms  f«r  «ttt  PMkl«  Ai 
ilA  Mto  ZckiM  ftkfct  «TMlMto  (1,13.).  Dto  4f^  WidM 
Im  MtM  J.  Jr.  C  hü  PMkl«  Jy  bt  (|.  10)  #nO»  I«  .«-» 
Ct#«^  BmIim  wir  im  Wtottl.  Jm  <to  fcirmli IMi  MC 
wik  4m  tM  ^  MigfiiisiM  KirMrtM  wirlit,  j«  mcIi  4«r 
iito,  mHi  4«r  Jto jiMittf M  ir  mU  9^  gtiiM.  m  fart  Um, 
4kMr  WtofccI  Im  pMito  B  irMHb  «-«•  Im  PmIkI»  C 
CM  (4,  H»  C  hl  BtffM   MM   RftllMMMer  I  nimfcMl» 

'        wAMtrMk  air  «mm  WI»ImI  Im 


Dm  CImmwI  IfiMi  #lMr  Kw«  mC  4^ 
Mch  f.  Ml  to  BMSft  Mif  4toM  KmtAmIm 


4  k 
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9.8inöcoti 

Fl 


-.  co«a— a(l+oo8a*)+a*co8a+tt" 

=— ttnangacosi \'  ^  S         "^ ; 

®  (lH2^i€08«  +  fi«)V^(»*«-8in««)(l— 2^08«+^«) 


ferner  ist 


dQ  ...  d,sinOcoii 


FOr  t=0  ist 


also  nach  dem  Obigen 
Weil 

ist  9  80  ist,  wie  man  leicht  findet :e 

Non  erhält  man  ans  dem  Obigen  sogleich  r 

/aV  j.   fA»cost+  S Vi t-f*H|ni* 

.   .  3    t  W  cos»  +  Q  V"l— tt'sint^/ 

■ 

woraus  sich  auf  der  Stelle 

(•g^=— KW  +  5) 

ergiebt 

Theil  XIX.  19 


.i»i 


\ 


■vw,; 
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Lehrsatz. 
Von  dem  Herrn  Prof.  Dr.  Seh  lömileh   zn  Dresden. 

Die  Summe  der  endlichen  Reihe 

ni  - 1         (m-^2)(m--^)           (m->3)(iit-^)(m-^) 
l  +  -r-:r+ j2 x^+ Y^ X 

(m-4)(m-S)(m-6)(iii— 7) 
'^  1.2.3.4  ^  ■^•••• 

oder 


worin  x  eine  völlig  fvillkührliche  Grosse  und  m  eine  ganze  posi- 
tive  Zahl  bezeichnet,  ist: 


1  r  Vn^4r+l  ^*i^J_-l    (2g); 

2  L(V'l+4r— 1)«  (Vl+4arf  l)~JVl  + 
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d^Q* ftsing 3*a 

'*(!— 2^  co8a+ ft«)  V 1— 2fM:o8« + ft« '  V.W  J 
fjging 8*« 

""        Vi  — 2fACO»«  +  fi»'5? 

(1  -f-  fi^coaa  ~  ft(l  +  cosa^)  f^^"^ 

^  (I-2f4  cosa+jit«)  Vi  — 2fM:o8a+}?  '  V.3I  J 


also 


l.8i«J-l-^ 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


i^a^^smöcott"^  _  _  .,«(Lz£^!+ü' 


und  weil  nun 

Q  ssfieest  -h  fliodcott  • 


ist,  so  ist 


also 


d*Q  .  .  d>.siodcott 


d.  i. 


»« 


oder 


I    Also  ist  nach  dem  Obigen: 


r^-\  _  { (i-i*)«4>**K>*s+p>->i(i-~M)*(>'y+g> 


m 


rjf)«  c!5±i£!±  Pr:*i5L±e>lir 


!»(»-#) 


Nach  4m  lliilMiili'iTfcM  TlMOTM  bt  alM 


,_<J-p><i»«ie>  +  i(i-ii)'^>i*»w^Hii(i-ii>Hiy»ft>^ 


(i.,i)(»o>ii) .  p*ö  ♦  j  i-*»a 


^^.._,,^--^^,^ ,  - .  ..^^fjl^ÜlfÜf^. 


W«M  SM  «Im 


C#C  WCvWi  ^^fVMHIII  MMIM» 


Wir  nJtmn  «MI  m  i«f  ftm^immmtm  i^t 
4b  t^flMr 


V4 


«•  MraMM U%      Vkm»  »lltirr«  Uam  »«II  mi  %m 


INcfc«  6'iV  4m  wIIImm  limm  |Mck  Mhw  w<wwfc 


ckw  HAWaM  .1  «Jm  .r  «tot  «JT.  Ank  4i«  LMm  CJT 

Uvik  4U  W4m  ■■iliiii  Pwkto  Ü  m4  C^fe  mm 
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dass  ein  von  dem  gegebenes  leacbtenden  Punkte  F  ausgebender, 
ge^en  die  Linie  FH  unter  einem  gegebenen  spitzen  Winkel  t  ge- 
neigter Strahl  bei  LM  zum  ersten  Äfale,  und  dann  bei  BC  zum 
zweiten  Male  so  gebrochen  wird ,  dass  der  bei  BC. ansfahri^iide 
Strahl  der  Linie  FH  parallel  ist  Da  der  vonf  aiiml|(^nde,. unter 
dem  spitzen  Winkel  t  gegen  FH  geneigte  StraU  die  Linie  LM 
nothwendig  selbst  treffen  muss,  so  ist  der  Winkel  i  offenbar 
flicht  ganz  willkührlich,  indem,  wenn  wir 

^GFL=iy,    ^GFM:=ii^ 

setzen,  jedenfalls 

sein  muss,  wo  die  Winkel  iy  und  4  »mittelst  ißi  Formeln 

,      .       GL       .  GM 

tangii  =  yg,      tangia=^pg 

leidit^lMtotlinmt  werden  konneif.  Damit  aber  von  dem  bei  hM 
gebroebtiieD  Strahle^  was  offenbar  nöthig  ist,  der  Kreisbogen  BC 
wirklich  getroffen  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  von  dem  bei 
JjM  gebrochenen  Strahle  die  Linie  AB  wirklich  getroffen  werde. 
Nun  hat  man  aber,  wenn  a  den  Brechungswinkel  bei  hM  be- 
zeichnet, wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Gleichung 

sina  =  fisint , 

mittelst  welcher  Gleichung  «,  wenn  i  gegeben  ist,  Idcht  gefim- 
den  werden  kann.  Die  Entfernung  de«  Punktes,  in  welchem  di^ 
Linie  AB^  von  dem  bei  LM  gebrochenen  Strahle  getrpitii  wird» 
von  der  Linie  FH  ist 

FC .  fangi  4- i^itf  •  tango » 

und  der  Winkel  i  also  der  Bedingung 

FG.tangt  -{-  £itf.tanga  <  GM 

unterworfen,  oder  der  grtate  Werlh^  welchen  %  haben  kann,  den 
wir  durch  f ,  den  entspt^^^^kenden  Bre^Bungswinkel  durch  a'  be- 
zeichnen, wollen,  muss  aus  der  Gleicbung 

• 

FGAuigi'  -i-  BMUm^sa  GM, 

d.  l,  weil 

sina'  =  fisint',       cosa'  :=  V^l  —  ^^sini'* 

ist,  aus  der  Gleichung 
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Par  moi,  dit-il>  le  roonde  est  applati.... 
Kien  n'est  plus  plat,   tout  ie  monde  Tavoue. 

Dieses  so  von  Voltaire  boshaft  besudelte Bildniss  soll  noch  jetit^ 
auf  der  Basler  Bibliothek  aufbewahrt  werden. 


Ueber  Euier's  ungemein  grosse  Thätigkeit  fiussert  Herr  R. 
Wolf  in  den  Mittheilungen  der  natnrforschenden  Ge* 
sellschaftzußern  (Nro.  201  •  202.  S.  53.) sich  folgendermassen : 

„Wie  Euler  in  56  Jahren  (auch  mit  aller  HQlfe,  welche  ihm 
Fuss,  Kraft,  etc.  während  seiner  17jährigen  Blindheit  mit  wah- 
rer Aufopferung  leisteten)  32  Quartbände  und  13  Octavbände 
selbstständiger  Werke,  —  daneben  gegen  700  zum  Theil  sehr  grosse, 
mit  den  tiefsinnigsten  Speculationen  und  Rechnungen  angefiBllte, 
und  alle  Thelle  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  beschla- 

gende  Abhandlungen,  welche  in  den  verschiedenen  academischen 
lammlungen  abgedruckt  wurden,  —  und  dann  noch  eine  Menge 
erst  gegenwärtig  zur  Pablication  geordnete  Abhandlungen  schrei- 
ben konnte,  so  dass  der  jüngere  T.uss  in  seiner  „Nacnricht  über 
eine  Sammlung  unedirter  Handschriften  Leonhard  Eulers  und 
4ber  die  begonnene  Gesamratansgabe  seiner  kleineren  ScMften'' 
die  Anzahl  äler  gedruckten  und  ungedmckten  Schriften  Eni  er« 
ztt  809  Nummern  angiebt,  die  in  einer  Gesammtausgabe  in  Quart 
mindestens  3000  Druckbogen  einnehmen  würden«  ist  bereits  fast 
unbegreiflich.  Wie  aber  Euler  neben  dieser  schriftstelierlscli«n 
Thätigkeit  noch  Zeit  fand,  als  Lehrer  und  Erzieher  zu  wirken,  — 
geosraphische  Arbeiten,  Nivellements  etc.  zu  beaufsichtiffen ,  Lot- 
terien und  Finanzpro jecte  zu  prüfen,  -*  Inschriften  auf  Medaillen 
auszudenken,  —  Unterhandlungen  mit  fremden  Gelehrten  zu  Äh- 
ren etc.,  und  doch  weder  eine  grosse  wissenschaftliche  Correspon- 
denz,  noch  die  Lectur  wissenschaftlicher  und  politischer  Bficher 
und  Blätter»  noch  Ciavier-  und  Schachspiel,  noch  seine  Familie 
und  namentlich  die  Leitung  einer  allabendlichen  Hausandacht  im 
Mindesten  zu  vernachlässigen,  ist  wahrhaft  erstaunens werth ,  und 
man  würde  es 'nicht  glauben,  wenn  nicht  alle  seine  Biographien 
thatsächliche  Belege  dafiir  anführten.  Und  doch  schloss  sich 
Euler  den  vielen  Besuchern,  die  oft  aus  weiter  Ferne  zuström- 
ten, nicht  ab,  und  fand  immer  Zeit  Jedem  zu  dienen,  der  sich 
mündlich  und  schriftlich  an  ihn  wandte,  —  obschon  die  Zeit  för 
ihn  so  schnell  ablief  als  ftir  Andere.  Möchte  Eulers  Beispiel 
Alle  beschämen,   welche  sich  immer  über  Mangel  an  Zeit  beUa- 

fen,  —  namentlich  wenn  das  Anliegen  keine  goldene  Rückwand 
ietet" 
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Coordinateo  des  Paukte«  ^in  welchem  die  LmeLMvou  demvoD 
F  ausgehenden ,  anter  de»  Winkel  i  gegen  4^e  Linie  FH  geneig- 
tes Strahle  getrolTen  wird,   so  ist 

und  pi,  9|  sind  daher  aach  bekannte  Grössen.  Ist  a  der  Bre^ 
ohosgswiiäiel  bd  LM,  so  ist 

2)      sina=fisint, 

und  wenn  nun  r  den  Halbmesser »  so  wie  t,  p  die  Coordinaten 
de^  Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreisbogens  bezeichnen»  den  H^li* 
messer  r  als  positiv  oder  negativ  betrachtet ,  jenachdem  die  con- 
cave  oder  conveze  Seite  des  gesuchten  Kreisbogens  von  dem  bei 
Xüf  ^gebrochenen  Strahle  getrofes  wird;  so  liefem'iins  aaf  ganz 
Ähnliche  Weise  wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Bedingungen 
UQf^er  jetzigen  Aufgabe  dif»  folgenden  Gleichui^eo: 

■     •■•/ 
de»  Winkel  0  fdisolnt  nie  grosser  als  90^  genommen;  nnd 


|fA=:cosa— cos(a-f  0)  (coad-^fiw  1 ^;^  ) , 

4)       -  1_ 

0  =  sina— sin(o+fl)(cosÖ-f*Y  l-^~r)- 


Aus  diesen  beiden  letztem  Gleichangen.  erhalten  w^  g^oz.  ffit 

„rsten  Aufgabe  lilr  Bestiminung  aes 

zwischen  -^90^  und  -f  90^  liegenden  Winkels  0  die  Formel 


Sieselbe  J^jt  wie  in  der  E 


.4        ■    • 


5)     t^e^jJ^" 


'J4C08O  t 

oder,  wenn  wir 

Q  C0»^=rflCOSD(    . 

setzen,  die  Formel 

7)    tapg^='  '^  'j > 

Ssin^^'  ' 

mittelst  welcher  6  ohne  alle  Zv^eidM^g^ut  ^estiramt  Verden  kann. 
Weil  nun  abet**der  gesudhie 'Kwisbogen  durch  die  beiden  Punkte 
B  und  C  oder  (fg)  nnd  (^^l)  gehen  soll»  so  haben  wir  noch  die 
beiden  Gleichungen: 


Dwnk  SfACracIlM  der  Ch»ckm««i  10 
wir  nivlirdtf»!  4to  CMdHMg 

/•+#»-/J*-fi*-*(/-A)t-Xf-ft)f=.]» 


•)         (r-A)t  +  (»-ft)f-^^*'^Tp^ 


r«Mr  UmI  deb  «»GMcUig  9)  »af  «Im  4w  WIm 
4m  ArtMi  MadfAdit«: 

II) 

Btto—  «b  MM  4«  KItm  «•!••: 


10 


U) 


^— a-/.)}f^=igSiT;j^S' 
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F=A  +  B, 
f\  =  ^,  +  Ä,; 


and 


15) 


» 


8o  erhalten  ^ir  am  den  beiden  ersten  Gleidrangen  in  10)  and  II) 
durch  Elimination  leicht: 

16)       I 

und  daher  zur  BestimmuDg  von  r  nach  8)  die  Gleichaug: 

17)      (F+Gr)«+(Fi  +  C?ir)»r=r*.  •* 

Berechnen  wir  die  Ufilfswinkel  o>  und  o  mitteM  def  Formehi: 

18)      tang(ö=-^^,    tang5  =  ^^; 

so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 

. (/'-/i)co8« 

2C08  (« -*•  CO)COSID     '  "^  ' 

19)       , 

_       (/— A)gip« 

*  "  '  2€0S(tf  —  CO)CO«I|I9      ' 

femer 


TT    » 


20) 


v'^    '  ^  co8(a— oi)cos(i;> 

^I  =  -(Pl  -/ )  C08(o  — 0))C08O  * 


und 


^  sin^sine» 

Cr  := 


21) 


co8(a-^o>)  * 
sind  co8(D 


Cri  S—  "T 7": T  • 

*^!..       co8(a— lo) 


tu 

Ük  tiMrbmif  17)  uMt  Mch  fdiSrifOT  EatwIckatM« 

(1-6-C-  «,f;,)r«-.Kf  C+F,fV,)r=  FF+  F,#', . 
MM  waMwr  ^aBinUiMlM«  GMckmg  mui  Mcht 

•riUA. 

Hat  MM  r  Mittclirt  JImmt  Fotm«!  bestiMMt.  M  mr«! 
w,  «  MdtaUc  4w  ttMdMMRMi  M),  ■■mBHi  uMdil  4w  ^ 

SD     I 

wmi  MMM«  Aal^ib«  U(  4abw  JeUt  volbUwIig  tmlftn^t. 


Im  AHcMMiM«  gieM  •«  >w«i  Aaf<>MMN«:  w«klM 
MMm  kat.  MM«  h  Hm»  Pai»  fcMiaiw  lnaÜMM« 
8«l  «•  CMM«*  Maito  4m  BofaM  AC  *oa  JaM  M  LJV 


DarWanh  vm  r  llaat  akh  aach  MrMsaaaa  Art 

U)  

I  _:  6-6*  _  6*,y;, 

Uaa  PrMlacl  iler  kcMaa  la  «ttaaar   Fanaal   aatkaltaaM    Wartka 

«a«  r  ia< 


Tf*\#i 


-  n;c-C,V| 


wi4   4I«M    li#«4cft  Wrrtli«   vo«    r  lubeii   jibct  gWcli« 

«k  «t  C III  rill nw  4#«  I^Oli»  i« 


fi 
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BC»  wo  der  mit  FH  parallele  Strahl  ausfährt,  durch  P,  Q,  und 
setEcn  der  Kürze  vregen 

26)      1C=  (f  *— |i|)co8a  -f  (9  — 9i)8iDa ; 
80  Ut*): 

^  Pz=pi+(K+rc09e)cQ9u, 
26) 

}  Q  =  9|  -f  (£  -f  rco8(9)5ina  • 


Es  Ist  nun  oocb  nOthig,  die  Natur  der  kmimnen  Fläche  ge« 
nauer  kennen  zu  lernen,  welche  von  dem  Kreisbegen  BC  in 
Fig.  9.  beschrieben  wird,  wenn  sich  diese  ganoe  Figur  um  die 
Linie  FH  herumdreht,  was  uns  zu  der  folgenden,  diese  Frage 
genügend  beantwortenihen  Aufgabe  föbrt: 


Dritte  Aufgabe. 

In  Fig.  10.  sei  ABCD  ein  dem  ans  dem  Mittelpunkte 
O  mit  dem  Halbmesser  OC^=2t  beschriebenen  Kreise 
angehörendes  Kreissegment;  die  Linie  ^iV  stehe  auf 
der  Linie  ^£^  senkrecht,  und  die  ganze  Figur  drehe 
sich  um  die  LinI«  JlfiV  herum:  man  soll  die  Gleichung 
der  Fläche  finden,  welche  bei  dieser  Drehun^g  von  dem 
Kreisbogen  AN  beschrieben  wird. 


Auflösung. 

In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  dera?^z»  dessen  Anfang 
der  Punkt  Af  ist,  sei  die  von  der  VAnxeAB  bei  der  in  Rede  stehenden 
Drehung  beschriebene  £bene  die  Ebene  der  sey\  MAsex  der  positive 
Theil  der  Axe  deror,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde 
so  angenommen,  dass  die  Ricntung^  welche  man  verfolgt,  wenn 
man  sich  von  dem  positiven  Theite  der  Ale  der  x  an  durch  den 
rechten  Winkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  fj  hin  bewegt,  mit  der  Richtung  der  Drehung,  die  übrigens 
an  sich  ganz  willlcuhrlich  ist,  fibereinstimmt;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  z  sei  die  Linie  MN.  Die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts O  des  Kreises,  welchem  das  Segment  ABCD  angeh5rt, 
in  dem  vorhergehenden  Coordinatensysteme  seien  a^  b.  Sind  nun 
ar,  y,  z  die  Coordinaten   eines  beliebigen  Punktes  der   krummen 


')    M*  ••  meine  Optischen  Untersuchungen«    Tbl.  IL   S.  13. 


PHnNli  OSWH  VWiCWql   Ulf  MNOTW«  P9   BMNMS   wW  «■( 

Art  det  KalatriNniic  4iM#r  FUcli«  dvrck  4mi  ki  Itei» 

gMclMfi  Krvi«  ii€b«l  4«ftliMi  •  wIrW»  «Hr  torh  ^OttP» 
M«   MittirfiNiiikt  4wdb  O*.  4e«  de«  PmiMe  Ü  \m   4m     ^' 
ACBE  M&fMroribmdt«  Pmkt  U  iIm  Kr«U#  ^'Ci»'£' 
koMlclMiMi  weN««.  8M  Min  f,  ••  I  4\m  Cef  itt»>t—  de» 
CTp  M  iMbM  «Ir  eCeahir  «•  OMdHMff 

BeMlchee«   wir  Jriit    4e«  ?••   der  Liele   MA^  wik 
ttvee  TbeHe  der  Ase  der  s  z\m%zmzUmmmMmtm  Wlekelt 
dtaee«  Wbkel  tee  deei  pwatireii  TMle  der  Aie  der 
d«f  Kkliteefr  der  Urebeen  M«  ree  0  Me  380^  OMe«. 
dhi  ees  Je  eecli  der  Pinjeetleii  dee  Pewiee  (jiyi)  esff  der 
der  aiy  neeeipHW  nerede  l^ieie  eker  dercv  ^»   ee  Mt 


BkM  M  Mdit  «Mht,  4ms  ftr  eta  iwKathrM  •  all 


rs^eeee(»^IIIF),    e«— cela(»dblM^s 

Ml^  elft  ywMlvee  c  deieieB 

fssecee«,    eseele» 

3)    izsmtmm,    »««alM» 
Ut    Well  M»  ofMkw 

bl.  ■•  !■(  Mcfc  %'. 

•Im  Mck  3)  «Iwcii  IN*  Wm  i 

ff  «  •  • 


v7«  fp       V  ;»i  ,• 


l'a^firk  ki« 
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a 


also 

(a:-r)«+Cv-i^)»=(^«+y*)(l--T7==)«; 

Var'  +  y* 

und  weil  uon  offenbar  }=b  ist,  so  ist  nach  1)  die  gesachte  Glei- 
chung unserer  kmmmen  FIficbe: 


—  6)«=r« 


oder 


oder 


6)  (^+y*)(i-^^^i=p)*+(^-*)" 


7)    (V  ««+y«— o)*  +  («— A)«=ir» 


8)    a:*+y*+(x-6)«  +  a«-r«=2aVa?*+y«, 


welche  Gleichung,  wenn  man  sie  rational  machen  woHte«  auf  eine 
Gleicbaug  des  Herten  Grades  föhren  würde« 

Bezeichnen  wir  den  von  dem  Anfange  M  der  Coordinaten 
nach  dem  Punkte  (a^)  gezogenen  Vector  durch  Ef  und  dessen 
spitzen  Neigungswinkel^gegen  die  Ebene  der  xi^,  indem  man  diesen 
Neiguneswiokel  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem 
R  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt, 
durch  Q ;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

^=  V^a?*+y*=:Äcosö,    z=iZsinc5. 

Abo  hat  man  nach  7)  zwischen  R  und  o  die  Gleichung: 

(JTceBQ— aP-f.(Jesino  -  6)>=:r* 

oder 

9)    (a— i2oosS)S-f(6— i2sinö)»=ra. 

Diese  Gl^idiang  giebt  pacb  gehöriger  JEntwickelung; 

Ä«  -  2(ccos5  +  6«in5)Äs^,77;|i»— 6«, 

und  wenn  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  üi 
als  unbekannte  Grösse  auflöst,  so  erhält  man: 

10)    /2=acoscS  -f  6sin5±  V  r*— (asinö  —  6cosQ)*. 

Das  Prodttct   der   beiden  in  dieser  Formel   enthaltenen  Werthe 
von  JZ  ist 


•o  tu 
•Im 

Am  tttelcbMff  IQ)  4m  «iMre  Zatcbe«  mIums,  «Im 

II)    A»«CMafial0O4-Vf*M«<M-'l«M8F 


Ca  kmiMi   liUf  salirflcli  »krlit   Mieiii»  AIm4c1m    ft#i«,    wtcfc 
4m  PraMkcW  wAm  TediaUcli«  M  4mi  iUi  4m  Im^AMkßk 
m4m  mKk  mm  M  4m  meckmmimektm  EiarIcIilMitr  4ef  BfJff^M^p» 
aiMMfsl«.  4«f  bei4#ft  r^#ti»lniclU»4trL— ^i— »  ••  •  w.  i 


iBtii.  Jc<st  »dlM.    «iMilt»U>Mi  »cliwaf  M  «fWlt«»  bl.    •• 


MMifl#tt  MclitUI  mm  akbt  nelMMMl  t«  halb—  •cM«!*).   ••  wM 


Utk  tmm  iUmmm  tiiÜflli»  Mf  tlrt  I»  Hf .  I.  «mI  fl«.  H.  4fo 

iMlftrU  ZgJrfclMf  4m   itol<Mllfal>KMMMit»  IM  Fr««««! 

IMIM.  lii4Mi  Mb^MMfl».  4m«  4b  r«fb  «Im 
4«r  MaiMatilb  ttfiMMft  Ul.  mm  4«m  4b  Ibbt 
MM  VU  4«f  ivIrUbkM  iUümmm  bC.    Wff«M  4ff 


4iM«r  Z«klMMHifr  vM  »b«  AMÜMkli« 
abte  mmkk§  Mb.  m4  Mi  bifim  mJkk  itJkm  wM 


ww4  ^tSMÜMS  b  4w  ScMfH  MS  IWtfw  H #•% 
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wenigen  Bemerkungen  fiber  dieselbe.  Der  Apparat  ist  ein  Dreh- 
feuer, er  ist  achteckig»  und  enthalt  demzufolge  acht  grusAere 
und  acht  kleinere  Linsen ;  die  ersteren  sind  durch  Xf,  die  letzteren 
über  den  ersteren  befindlichen,  gegen  dieselben  unter  einem  ge- 
wissen Winkel  geneigten  Linsen  sind  durch  /  bezeichnet.  Der 
leuchtende  Punkt  für  alle  Linsen  ist  die  Flamme  F,  und  M  sind 
spiegelnde  Flächen,  welche,  gegen  die  kleineren  Linsen  unter 
einem  jgewissen  leicht  zu  bestimmenden  Winkel  geneigt,  die  von 
den  kleineren  Linsen  ausgehenden  Strahlen  nach  horizontalen 
Richtungen  reflectiren.  Die  Ton  den  grosseren  Linsen  ausgehen- 
den  Strahlen  sind  durch  R,    die  von  den  kleineren  Linsen  'aus- 

fehenden  Strahlen  durch  r  bezeichnet.  Zur  Herstellung  der 
lamme  dieot  die  Lampe  FF/f.  Da  das  Feuer  ein  Orehfeuer  ist, 
80  sind  noch  verschiedene,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche.  Vor 
richtungen  zur  Umdrehung  angebracht,  deren  genauere  Beschrei- 
bung nicht  hierher  gehurt,  da  uns  hier  vorzugsweise  nur  das 
Optische  interessirt.  Das  angeßihrte  Memoire  von  Fr  esnel  wird, 
wenn  es  auch  fiber  die  optische  Theorie  der  Linsen  gar  nichts 
enthält,  doch  inmer  rOcksiebtUch  des  Praktischen  edter  Technischen, 
nanentlich  auch  in  Beziehung  auf  die  Einrichtung  der  Lampen^ 
wenn  dieselbe  aueh  neneriich  wohl  noch  mehrfach  verbessert  wer* 
den  ist,  eine  Hauptquelle  bleiben,  und  darf  von  Keinem,  wer  flir 
diesen  in  so  vielen  Beaiebungen  hOcbst  wichtigen  Gegenstand  sieb 
interessirt,  unbeachtet  gelassen  werden. 


IV. 

Das   dioptrische   Beleuchtungssystem.    Secundärer 

B  el  euch  tu  ngsap  parat. 

Bei  dem  vorherkurz  beschriebenenFresnel'scIienBeleuchtungsappa« 
rate  bilden  die  gegen  die  acht  grösseren  Polyzonal-Linsen  geneigten 
acht  kleineren  Poh'zonal- Linsen  nebst  den  dazu  gehurenden  Spiegeln 
den  secundären  Beienchtnnffsapparat,und  sind, wie  ein  Jeder  von  selbst 
fibersehen  haben  wird»  dazu  oestimmt,  diejenigen  Strahlen,  welche  von 
den  grösseren  Linsen  nicht  mehr  aufgenommen  werden,  aufzunehmen 
und  zur  Beleuchtung  zweckmässig  zu  verwenden,  also  alles  von 
der  Lampe  ausgehende  Licht  möglichst  zu  benutzen.  Statt  dieser 
Eii^richtung  bedient  man  sich  als  secandftres  Bolonehtungssystem 
zu  demselben  Zwecke  jetzt  vielfach  gläserner  Ringe^  Reiche  durch 
Umdrehung  gewisser  Krummliniger  Dreiecke  nm  iriBO-kesllmmte 
Axe  entstanden  sind,  und  nach  bestimmten  optischen  Principien 
construirt  werden  mfissen.  Ich  will  daher  jetzt  die  Theorie  die- 
ser Rin^  in  möglichster  Kfirze  entwickeln ,  und  zu  dem  Ende 
zuerst  die  folgende  Aufgabe  auflösen. 


2t» 


Erii0    Amf§mh€, 

U  Flg.  11.  «et  JUT  «lue  Kegekea«  %%t%4%  LIftU  «•< 
Ftit  Iettcht«t4er  Pankt  In  dertclben.  Weta  mnm  FC 
•la  ?••  #*  •«•gakanilef ,  geg^n  JV/IT  aater  «leM  Wlaltl 
f  geneigter  »trahl  Ist,  so  »oll  Man  dnn  gernJünlga 
Drnleek  AßC  4er  Geetnit  «»4  Leg«  nnck  nn  k#*llni- 
«en»  dann,  wenn  der  AtrakI  FC  liei  AB  In  6*  Mck  CK 
gekrecfeen.  bei  BC  in  //  nack  UJ  reflectlrt,  nn«  kel  CA 
in  J  neck  JK  gektocken  wird,  die  Straklen  GU.  BJ.  Ja 
reapectWe  den  Linien  AC.  AH.  ^iV  parallel  alniL 


AnfUanng. 

0«i  Bnhfcwiakil  wid  den  Bteiknyiiinkni  kel  ii 
wir  dnrck  •  «nd  m%  kaieicfcnen.   der   Kininliwtniinl  nnd 
ekanteirinkel  kel  J  naUen  dnrck  4l|  wid  ü  keneiekM 
wie  U  der  Vlnr  niker  nafledenlei  werden  lel    Dean 


ainw|  SS  |Minw »    ahiO|  es  peinfl  > 

Weil  neck  den  Bedingnngen  der   Anfgake  AGHJ  ein 

lev  (  ee  m^v 


alee  «isa, ,  wid  MgO^k  wegen  der  oklgen  Gliirknngen 
•=ö.  worana  nick  ISrnier 


erglekt    Ken  i^t 


•■i^-<— «!•.  •|«5^— ^— im» 

-0.    e4nw|»^^eeeC»  ■e») 


Ut 


Weil  aber  Dach  d«n  BedfaigiingeD  Atr  Aufgabe  JK  mit  MIN  pa- 
rallel sein  soll,  8o  iat 


^CJK=^, 


und  ferner  iat 


äLBGFz^i  -9  +  18(K>; 

also  Ist,  weil  nach  dem  Obigen  ^BGF=^^CJK  ist: 

-^=1—9  +  1800, 

folglicb 

9— ^=:29— 1^1800» 

abo 

coa(9 — '^)  =s — ooa(S9-—  0 , 

nad  daher  nach  dem  Obigen: 

cos(29  —  t) = — f&co8(9 — t*) , 

mittelst  welcher  Gleichung  tp  bestimmt  werden  kann.  Jedoch  wird 
diese  Gleichung  etwas  einfacher,  wenn  man  statt  des  Winkels  tp 
den  Winkel  m  als  unbekannte  Gr5sse  emf&hrt  Weil  nämlich  nach 
dem  Obigen 


ist»  so  ist 


9=900 -fcD-l-; 


9— <=9(H>+a),    29— f=2o)-fi-f  180»; 


also 


cos(9— 0=— sin» ,    cos(29— 1)=:— cos(2o)-|-t) ; 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

cos(2co-f  0 = *- fMiio  » • 

Fahrt  man  nun   noch  statt  i  den  CouplemeDtarwiakel  i  dieses 
Winkels  ein,  so  dass 

t=flOo— t,    <=flOO— I 

ist,  so  ist 

2i»^i==  2« — i -f  90<> ,    cos(2i»-f t) = -•  sin(2a>— i) ; 

also  nach  dem  Vorhergdienden: 

sin(2i»— i)  =  /Min». 
Theil  IIX. 


'. 


M,  te  WtaM  •  >iill«iil  ■■■<«■■   Htf  ■■ 
♦  -•••♦•+« 


«/IC  Ml«  — »  ■lllilil  im 

Wil  taM> »«k  !•■  I  Hill   >ii  8i    I» MCimmmt 

mt  »J  »•  iMrkt«  WU<b  •»!(!  m<*  >•••.  iJ  .«.O« 

llnl»  IMk  ^dBCm^MB.  llm  U.  Ih.mi.  ABl-  wm 
rf|ll«lllnH|l  UniMll.  «WM  AB-AC  Ihrrk  Jr.  MTmU 
EiCHJitS*»  W  <M  iSllirtllHlt«  lllr.^.\  AKl:  .1» 

Et  <■>  CääM  Mdl  1I»I—M  li  «   w.    •i.J  db  «Mal  t 

Wl  t  IMkHMI  nlW  U|l  HM  ••  IM'  »M.  •.  4«M  d» 
ClMt«»  dtol»llll<illi  dlliil  W.  ••.  iu  AdW*»  <». 
latl»  HtcüM  au  ^  atn  mmA  «•  W'  J'r  SpH.«  A  ^ 
•w  INiliifci  ab  ■■■■*•■  Mt  ■•  kiM  «M  4»->'IIh-  aia  4m  a» 
bat  alMa  raaMwUlgM  Cba«JhalaM«ilaafe  tKt>»flttM.  4aMM 
aMa  Ata  4aa  tiiitiaii  Uala  MK  ■oW  Mi  mi  alBM  ■■ 

■*■  ■  1-       ■*<  ■  ^1       ■     ,  JA-      I  trta  B  *     -      *  ^        *  * 

•MM     M    MVMM  nnWMS  CM   MMDWB    MWMI  1  «MMBaMB     ■■■ 

iaalUaa  »alw  Um,  atttUtmfMm  Ciiljlailaa  a«k  rfa 
Hat  aa  aM  ta  «aaaa  C^arflMlaaayalaa»  all  itm  Athf  A 
>aM  «k.  Waa  1,  aW  kaMUfa  Lbiia  taaakkaal.  .<«_jr 
mI,  aalaaa: 

4*  CaaatfMiM  *«l  0t     f  liap,    £alav: 

Aa  Ciiiilailia  9m  C:     l.faa»,    f  ilait 


Laaa  4a  IWba«  S  aM  r  4a 
KT  ah  Ja4a  MaMM  Uaaa  *  •» 

>lil1aal  aariaa  faaa.    a—  *l 

Lafa  Aar  HfMaa  A  ala  MtiUa  laaiaiaara  wM.  SM  •.  « 
«a  Ciiifcitii  to  lalaa  .1  la  alaaa  >ilill«ii  im  i  itini 
liilii  paatiliaCiiiaaila  Biilia».  aa  wlmA  la  Aaaaal^aMat 

<af    iliiiii  taa  B:     ftUmr.    f^Ulmf-, 

*a  rill« »aa  fi     y^loa*,    tfljimf. 
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an.  Man  kann  diese  Gleichung  zweckmässig  durch  Näherung  auf- 
lösen, was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.  Entwickelt 
man  dieselbe  aber  gehörig,  so  kommt  man  auf  eine  Glelchune 
des  vierten  Grades ,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.  Es  ist  nämlicn 

sin2o)cosi  —  cos2(Dsini= fisinco , 

also 

SsinttcosiDCosi—* (l-^2tfinco^slni:=fisinoi> , 

und  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  «=sini»  setzen: 

2cost.ttVl-«* — siiii(l— 2«*)  =  fitt 
oder  '  /     ■  r 

2cosl.ti VT=i»=  (lu  +  sint.(l— 2tt«) ;  : :   . . 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt:  iv:i 

4cosP.tt«(l— tt») =f*V+sini*.(l— 4t<«-f4tf*)  +2^inl.t<(l— 2««) , 

and ,  wenn  man  nun  diese  Gleichung  gehörig  nach  Potenzen  von 
u  ordnet: 

Ö==sml«+2ftsinU+(f^*--4^P^|ciB^      .   .  ,hv,f/ 
— 4fA8ioiu' + 4(sint*  +  cosP)tf*, 

also  


S>...l    l'f.; 


I   .      » 


oder 


ii*-ftslntiiF -fa--l  M*)«'  +  f  f«>»rf^r*T  J  fl«^=^ 


Ffir  i=0  erhält  man  tt=0  und 

'    '      -.     .  .  ;    P  — •  .  ■  '"       jr-t         i^\    \  "II. 


i'ji'.» 


wo 


,.   --o<i— j(i'<i  ■■■'  -  '•  ■•■     ■ 

ist,  da  bekanntuch  f*<l  ist. 

'      FOr  i=:90o,  sini=l,  Bringt  ^an  dl6  Gleichung  leicht  auf  die 
Form 


(■•  -  f  >•  -  P« (i^  -  J  ) +1  |iM-0 


(i^— J- JIMfsO, 


uyfWw^* 


r»  II»}  M 


W«tk 


W«rth  fMitai 


I 


-I) 


kWM  \ 
•Im  OifaraatiilCmMl 


Es  lat  alaBck 


«•  to 


fihflrfc  I 

•  MMg 


IK»  4M  -  (t  4 101  a  imM*  4^  M 


II» -l-f  (Va-lOl  B  imM*  4  M. 


MOMm 


•■f  M  «i  ^  *M  4ot 


I)  f  CMCi»-l)4V»-«)B|Mb»4 


««ttMck4«  ▼ 


•MI«-!)» 


cosC2fl>— i) .  (2ria)-Si)= ji  cosuBm , 


2  co8(2(o— i)  —  cosm 


icb  bei  Berechntine  einer 
i  entsprechenden  Werthe  \ 


ergiebl.     Dieser  Formel  kann  n 
der,  verschiedenen   Werlbeii  t 

mit  Vortbeil  bedienen.  Die  Berecbnung  einer  »olchen  Tal'el 
scheint  nünscbensirertb  und  eine  dankenswerthe  Aufgabe  ßir  einen 
Rechner  zu  sei»;  einen  Anfang  findet  man  in  der  Biigel'äbrten 
Schrift  ron  Hess  S.Öl.  Am  besten  wird  man  eine  solclie  Tafel 
von  r  — 0  bis  1^90*^  berechnen.  FGr  diese  beiden  Gränxnerlbe 
von  i  kann  man  nach  dem  Obigen  die  enlsprecbenden  Wertfae  von 
b)  genau  berechnen.  Gebt  man  Ton  i^Oaus,  und  bedient  sich 
der  obi|;en  Näherungsformelo ,  so  muss  (ifr  i=90"  der  durch  die 
M&heruiig  gefundene  Wertb  von  o>  mit  dem  im  Voraus  berechneten 
genauen  VVertbe  übereinstinimen,  nenn  die  Näherungerechnung 
genau  geführt  war. 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Gestalt  und  Lage  des  Dreiecks 
ABC  bestimmt,  so  ist  klar,  das»  alle  unter  dem  Winkel  i  gegen 
die  gegebene  Linie  AfiV  geneigten,  auf  AB  fallenden  Struh(en  nach 
ihrem  Austreten  bei  AC  der  Linie  IHN  parallel  iverden,  was 
durch  Fig.  12,  nSher  erläutert  und  gewiss  völlig  deatlich  gemacht 
werden  wird.  Könnte  man  also  annehmen,  dass  alle  auf  AB  fal- 
lenden,  von  dem  leuchtenden  Punkte  F  (Fig.  II.)  ausgebenden 
Strahlen  unter  einander  parallel  wären,  so  würde  man  durch  Dre- 
hung des  DreieekH  ABC  um  eine  in  F  auf  JtfN  senkrecht  ste- 
heude  Axe  einen  Ring  erbalten,  durch  den  alle  von  F  ausgehende 
Sttuhleu  nach  zweimaliger  Retraction  und  zwischen  diesen  beiden 
Kefractimien  liegender  einmaliger  Renexion  in  eine  mit  der  bei 
der  in  Rede  stehenden  Drehung  von  der  Linie  !tIN  beschriebenen 
Ebene  iiarallele  Lage  pehrarht  werden.  Weil  sich  aber  die  na- 
rallele  Laee  der  AB  treffenden,  von  F  ausgehenden  Strahlen 
nicht  in  aller  Strenge,  —  wegen  der  Kleinheit  von  AB  nur  nähe- 
rungsweise, —  annehmen  lässt,  so  erfordert  diese  Convergenz 
der  Strahlen  nach  F  bin  eine  Art  von  Correction  der  Gestalt  des 
Dreiecks  ABC,  die  man  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Seite 
ßC  desselben  nicht  geradhnig  macht,  sondern  nach  einem  Kreis- 
bogen krümmt,  wodurch  zugleich,  wie  wir  nachher  sehen  werden, 
die  Gleichheit  der  Seiten  AB  und  AC  verloren  gehl.  Wie  nun 
dieser  Kreisbogen  bestimmt  werden  muss,  wollen  wir  jetzt  zeigen, 
indem  wir  dabei  die  LKnge  der  Seil«  AC^^h  als  gegeben,  und 
überhaupt  die  Lage  des  Dreiecks  ABC,  so  wie  anch  dessen 
Winkel  BAC,  aU  nach  dem  Vorhergehenden  schon  voltkommüii 
bestimmt  annehmen. 


Wir  w«ll«i  mm  mmt  in  Fig.  la  iwel  *0rlMi%  JV.V, 
iUnkim  JK  md  J^Ki  denke»,   ton  A^m^m  der  •fstof»  '«lA*  t«» 
dM  «iicttdüHl  Mke  M  V  In  ^If  *  lieftMiden  Pviikt#  J.  *m  im 
tM  den  «Mndndi   mIm»  bei  ^  in  AV  liegenden  Punfctoyi 
freht    Me  dienen  StmUen  enUprecIlenden  gekioclune« 
JD  nnd  y.  />.  nlnd  beknnnlllrh  Mde  der  Linie  siB 
HCrnM  JD  geil  vnn  de«  Penkte  />  In  iVr*  nnn.  der 
leteetlfle  »toy  Inl  der  Unle  AC  nnrnNel»  «nd  dte  des  ew 
Mden  lelecline»  MmUen  bei  /i  eingeecbleeneMi  WWM  ^ 
MMb  LMe  i»0  elebC  in  O  n^  der  Linie  »C  m 
■iMbi  JJig  eel  Jeltt  Cwner  tnn  einem  nnn  F  mmm 
b  Um  Vmklm  A  twfcndnn  nnd  In  JTi  nncb  BtlH 
MmMe  f*iA  In  de«  Pmdile  Hl  ne  getrofm  werden» 


Winkel  BtthJn  dnrcb  die  Linie  II^O  hnibirt.  db  dUk  btt 


Linien  liUnnd  H^  O,  eder.  »nn  d 
OH/ib  «id  0£l^  II.  einender  iWrb  sind.  Bern  bleibt 
nb  MiWdpnnbt  «H  O»^  OÜ^  ab  llnlbnenner  dnrcb  db 
nnd  11^  einen  KreUbegen .   nnd  denkt  eirb  nnr  i«i 
II  «nd  A .  wb  en  erfarderlicb  \M.  nnendHcb  nnb« 
AC  nnd  Ab,  »o  wird  jedcnfaiU  da«  lbeii«%etee 
ADDi  «enigstene  mit  groMer  Annibemng  db  Kicenerbnft 
denn  nlb  ten    F  nnagcbenden  •    nirbt   genen   einander 
IMrnbbn,  nncbden  ab  In  de«  IHebcke  eine  aweiniabte 
nnd  eine  ewierben  dienen  beiden  KeCmrtUnen  ■taltinirnde 
Bn  Kelesbn  erMten  beben,    •nietil    narb    nll   M^ 
RiciUnngen  nne  de«  in  Rede  atebenden  iHebcbe 

b  Bede  elebenden.  Ibeil 


Zirelle  Amf§mk0. 

In  der  Seite  AB  (Tlg.  14)  dea  naeb  de«  %'erb#eM 
benden  der  Ceetail  end  Lage  narb  erban  mlletfwdlg 
beetln«ten  gerndllnigen  •gi^ic'karbenkllgen  llr#l««fce 
ABC.  »e  AB^AC-L  elae  gefebeae  i;rfia«e  tat.  enll 
«nn  einen  Pnnkt  B^  tan  aalrber  Lage  beatl««en. 
deaa.  wenn  «an  den  ««n  AB^  nad  de«  e^er  Jl|  binnna 
verlftagerten.  da«  einfallenden  .Hfrable  FBi  #nl* 
anrerbenden  geberbeaen  Strable  AfT  eiagear bl*ne# 
nen  Winkel  dnrrb  die  Linie  B^O  balbirt.  nnd  In  Cent 
jr€;dae  Perpeadlkel  Ctl  rrricbtet.  der  llnicbaebwitfe- 
»nnkt  O  der  beiden  Llnlra  B^O  nnd  #'0  %an  den  ^»Uen 
Fnnktnn  JL  nnd  €*  gleicb  Meil  entfernt  lat.  andneedb 
beiden  Linien  B^O  nnd  CO  alan  einander  gleick  eU4 

Anflwanng. 


Men  wM  bei  der  AnMenng  dbaer  Anfgnbe 
der  Melbede  der 
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sich  nämlich  noch  die  Linie  JB|Cge«^eii,  eo  ist 

die  zu  erflillende  BedioeoiigegleichQng,  Blan  nÄtHt  xmn  AB^ 
willkOhrlich  ao,  dann  kennt  man  in  dem  Dreiecke  iiAiC  die 
Seiten  ABi ,  AC^^h  und  den  eingeschloseenen  Wfi^hfl  B^AC 
^='^BAQ  und  kann  ako  die  übrigen  Stficke  dieeee  breieclca  be- 
rechnen. Also  kann  man  jetzt  den  Winke!  OCBi'  finden,  w^tf 
offenbar,  da  CO  auf  BC  senkrecht  steht, 

^OCB^  =900-Zi<CB+  Z  ACB^ 

ist,  und  die  Winkel  ACB  und  ACB^  nach  dem  Torhergehenden 
bekannt  sind.  Die  Linie  AF  ist  jederzeit  als  bekannt  anzusehen, 
weil  die  Punkte  F  und  A  groben  sind,  und  femer  ist 

also  kann  man  ans  den  Seiten  ABi ,  AF  und  dem  eingeschlosse- 
nen Winkel  B^AF  alle  Qbrigen  Stficke  des  Dreiecks  ABtF, 
folglich  auch  den  Winkel  BBiF  berechnen.  Die  Erginaung  die- 
ses letzteren  Winkels  zu  90^  ist  der  Einfallswinkel  des  Strahls 
FBi  bei  B^^  aus  welchem  sich  mittelst  des  dioptrischen  Grund- 
sesetzes  auch  leicht  der  entsprechende  Brechungswinkel  finden 
lässt  Addirt  man  zu  diesem  Brechungswinkel  90^,  so  erh&lt  man 
den  Winkel  BBiE  und  kann  nun  den  Winkel  OB^C  berechnen, 
weil  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

^OB^C:=z^AB^C'{\^BB^E 

ist  Man  kennt  also  letzt  die  Winkel  OCBi  und  OBxC  und 
kann  nun  prüfen,  ob  die  Bedingungsgleichung 

erffillt  ist  Findet  sich  diese  Gleichung  genau  erflillf,  so  ist  AB^ 
richtig  angenommen;  im  entge^engese&ten  Falle  muss  man  ABx 
so  lange  Terbessem,  bis  die  m  Rede  stehende  Bedingnnffsglei- 
chung  genau  erf&llt  wird,  wonach  man  dann  den  richtigen  v^rth 
von  Adi  gefunden  hat 

Hat  man  auf  diese  Weise  ABi  gefunden,  und  also  na- 
tMich  zu  gleicher  Zeit  auch  AC  und  ^OB^C-st^OCB^  be- 
stimmt, so  erhfilt  man  die  Halbmesser  BgOz=:CO  mittelst  der 
Formel 

^^=^^=icoBOB,C  • 
Sind  wie  früher  p,  f  die  Coordin^ten  von  A,  so  sind: 

die  Coordinaten  von  Biip  +  ABi. cosg? ,  g -f  ABi ^ sin^ ; 
die  Coordinaten  von    C:p-|-idC.cos^,    g+AC*am^ 

Denkt  man  sich  von  Bi  du(MN  das  Perpendikel  BiQ  gefüllt 
und  durch  O  mit  MN  die  Parallele  OQ  gezogen,  so  kann  man 
den  Winkel  OBfQ  leicht  berechnen,  weil 


IflL  «•  WWM  AB^C  md  OB^C  aber  gltlcbfalb  mm 
tifciMl  flhil    HaI  imm  ftktf  ^OBiQ.  m  ImmI  sm 

las»  MB  «M  Amik  •€>••  b«k«it«a  CttrJlaal—  t««  JL 
UatMi  ff,Q  m4  OQ  ofMhftr  Immt  «Mb  MdM  «•  ^ 
MiM   4m  MklilpmkU«   O  dM   M   li— ti«— <#■   Kr 
BfV  bgfcfcw,   «M   »i»«r  «•HcrMi  Crlftvlanuig  »Mm 

i>M  IlMUirtiM  ImMflülMg«  Ufdffdi  ^A|C  lalfarUI  4 


••d  dM  rttUptcdirttdcii  C«lMmif|  «rhill  1 
wi>dtr  «•(•  «Ws,  «CM  IMM  dW«e«  Ürckck  aidi  mb  cte«  !■  f 


M«hf#r«  »olclifr  Gbuirl»ge  «rrdm  um  i«  ri»«r  AH  v««  Kapfif 
«dl  ibiadf  vetfliilct»  M  detM  Ai»«rdiHi0f  wmm  \m  M^jmmmmm 


%  dtosM  Ür«lecfc  ylbtiadli  4v  iS 
Icrdi  r  ei»«  ParaiM#  mII  d«  Llate 


•ack  dMi  MfCPttdr»  FHnrlple«  t  ertolifrn  «••«.    bi  PIr.  n  aüli 

dwrk   f  nlifflid«  l^lid#  «V/V  #tfi|ie  ««r  l.l«|  •#«hwcfct>    m  litf 

mh  db  ofdlM  if  dM  dr«  rfsfm  »bfin  (ilMriag  lb«ackf«A 

flMIwgIa»  knHMMNMV«  Mftbclui  ABi*  Ia  M0  PmU  JL« 

■  wlnaj   »ftb«  w  diMC«  Kvakt   ■•   btvn.     bl    wmm  mmt 

?iffctHt>widi«  AideHwii  db»««  Ürebcli  v 

«id  l«aM  »Acfc  k— tiwit  «nd  dadurdi  t«Mrl 

mh  du  Li»b  F0  «ad  dcrdi  V  ei»«  Paralbb  mII  d«  Llab  #5; 

•dNieidni  ebb  »«i  dbae  Mde»  Lbb«,  ndUrlg  teHtofsH.  b  A 

••  k»««!  b  dbM«  Pimkt  db  .HpHie  ^|  dt«  neitM  ^ 

ili  Jl|€*i  m  IbirMi.  »»bkM  mm  t^mm  Mf  ikaKek«  W  ' 

#rM#  Ilr«bck  ilffr  kelliMt  «»Wd.    HbcMf  ibk»  ■ 

#*ffi  Md  dyfck  €\  ebe  Panlbb  «H  der  l.i»b  JVX  •• 

der    lbrrk»HMiitbpv»kf  A.   dWn^r   keMe«    Um\^  db 

MlB«  .4.  de«  dHlte»  IheMck«   A^B^i\.    «r«bk««  ' 

Mf  dbsHke   AH   «b  ^m   erst«*    llrebck    AM'  I 

Wb  mmm  wtt  dbee  AH  ««Her  gekr«.    wmI  die  K«l»fd  « 

kelbMge»  AaaakI  t  ee  l«baH»|tr»  •e«tMieM*ii«ct«eii  kae>,  bi 

••  «ile  «irk   »eck   «oe  «rlkat    %rf»l«kl,    d««e    hm» 

KarH  ••totk«^  «••  de«  HaepC»«««»    LLy   «iMd 

de«    db   te    «tfaHeede«    Ibdiagaef««    «o«    de«    k«i    det 

Kwpel  M  rtfaibedr«  Br^i««»»!««   «irkt  «««rtrtlkk  t 

•M.  e«d  ««r  derrk  db  »rrk««i«rk«  I 


i«C  de«  «I 
p«r«to  rt«tyen«ii««««  ei«4iicirl  wrrdc«  k»««««. 

iHrmm  i«rk««i«rk«»  IU»rkkt««ffm    w«il«f  f« 
«k«f,    «••«  «rbHi  eiekr«Mb  rfi«««H   ««fdr«  Ul.    «kkl 
dl  WM   AMl««db«ff .    ««Irkr  Irifbrick  db  Tkr«»fb  de« 
•piMke«  Tk«ib  det  br  L«*«ckttk4lrflM  kr«li«i«te« 
«ffNital«  i«'«  Aef •  •«  tmm%pm  k««k«irkcitl«    Trk«?  «■«•  Tl 
k«dH   mmm   |H«i|H«di    A»«k««fl  b  d«r  ««frlckrle«.    b  dl#«tt 
Beii«ke«K  f«  ««pfekbed««  flckriO  %mm  II«««.    eed    b  AU« 
flletee««««  whmMU  «Hm  ek«e  «««elkkHre  Wetke 

►b 
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De  rexpretMion  i^oiiloin^triqne  de«  ratibiee 
de  reqnatloii  dn  4t^me  dc^pre. 

Par 

M.  E.  G.  Bjorling 

0 

k  Wetterst  en  Saide. 

(Eztrait  de  Taper^^u  des   Transaclions  de   l'Acad«  des 
8cieDce8  de  Stockholm«  S^ance  dn  13.  Nov.  1850.)- 


J'ai  monM,  dans  une  cororoanlcation  du  9.  Oct  paas^,  qae 
r^jfiresaioo  goniomi^trtque  des  raeinea  de  l'^qaetion  du  3.  degr^ 
dan^.  je  »»caaua  Irreductibilia''  a'adapte  en  eibt  nettement 
auz  racines  daoa  tous  les  caa,  et  m^e  que  I  od  peut  la  döriver  de 
r^uation  d*ane  mani^re  la  plus  directe  et  la  plus  simple.  II  m'a 
iDt^ress^  d'exaroiner*  si  quelque  chose  d'analogue  serait  k  obte- 
nir  k  r^^ard  d»  F^qnatiou  du  4.  degr^.  Et  quoique  (comme  il' 
^tait  facile  de  pr^vok)  aoeune  analogie  complite  ne  peut  avoir 
lieu  entre  le  mode  de  Solution  des  äquations  de  ces  deux  de- 
gr4$s-lä,  cette  reeberche  a  poartani.  cooduit  ä  une  m^thode*  a  ce 
que  je  sais,  tout-ä-fait  nouvelle  de  rösoudre  l'^quation  du  4.  de- 
gr4$,  roethode  aui  ne  sera  peut-^tre  sans  inti^r^t  en  gäni^ral,  et 
quly   de  plus,   aans  un  cas  tris-eteodu  conduit  directement  k  une 


«luauuu    uu  A.   uc^r«,     vu   prvviityjMi^    ^cviuiuv  ii   cum»  ■■«Mutv«/  419» 

exista  n^cessairement  une  v^ritable  analogie  entre  le  mode  de  So- 
lution des  öquatioDS  de  ce  jegr4$  et  celui  des  ^quations  du  4.  de- 
grö.  C'est  pourquoi  je  Tais  avsst  pri^nter  ici  la  chose  en 
m^me  ordre. 


*)  M.  t.  Heft  a.  S.  228. 


htm  i9  fimomift  Ti^M^m 

«)    «ssytMgt. 


(3)  f^ei,  MpIvtiC  jr»V*« 


m  (m  9Mkm.  mk  m  m'mi  pMeQ)  4  T4$fniim 

•I  Tm  eirf>^«  k  cm  de  «^=0)  m  lr««vMt  ceipfJM»  dbaa  It 
(5)  xs V*  U*S  J^-rrä.  ((.~i)) J' 


Mt  C#  l|M  fMWvl  ••  M^flWa  M   VCita  W  M 
^  ^1  l^rMT 


4«te 


«J-cnV^i-Jt). 


2M 


(7) 


.=I±VT^' 


qai,   au  reste,    corome  od  sait,    convient  ögal^ment  au  cas  sp4- 
cial  a  SS  Ol  ' 


?'.••;       !•.. 


§.  2.    L'öquation  du  4i^me  degrö. 

I.    Afin  de  r^ftoiidre  Tf^quation 
(8)  ar«+aa?»+toHcar+d==p,  (d  n'^tant  pfs  n^O); 


•  I 


on  peut,  en  faisant  usage  encore  ici  de  la  pofiition  (2)  ci-dessus« 
chercher  toutes  les  valeurs  de  ytaogz  qui  satisfont  ä  T^uation 

•  ■  •       •  * 
ou«  en  vertu  des  relations 


008^  ==  C08^  -^  srn^ico  A , 


iMfli   , 


'.  (    t  ■ 


ä  r^^quation 

+  dco8*z=0, 

:  i  '  ■        • 

ou  bleiiv^  poaant  jf  =  une  des  radoea  de  fdqvAUon 

(9)  ^^d., 

chercher  toutes  les  valeurs  correspondantes  de  z  qni  satisront  k 
i'öquation 

y^  -f  oy^inHoosz— (2y^^6)y8ia%cb8  V  -f  csinzcos'z  =;  0 
ouy  ce  qui  revient  au  m^me, 

(10)  (2y«— 6)y»in«2z— 2(ay«»in«z+ccos«z)8io^z=4y». 

Maintenaot,  si  Ton  avait 

(11)  c=«^, 

pnisqu  alors  l'f^quätion  pri^cädente  (10)  se  räduirait  a 

(12)  (25y«-6)8in«2z — 2aysin2z = 4^« , 

il  est  evident  qn  alors  on  parviendrait  ais^metit  l'U  Gn  proposf^e 


A«  rMto,  CMUM  Cut«  mmMt^m  (11)  m  rMril,  «i  v«rti  4b 
h  fafit  (9),  i 


(IS)  c*saV. 

P)tf  cMMc^pi»!»  Im  riclM»^  fdyUia  ftnumin  (■)•  4aa« 
!•  c«A  f  arlicilUr  (IS)«  «Mit  ctw^nin  mm  b  iL  MiihM  4» 


(in  9  mal^  mvd  m  mtifd. 


(fMT  iin%if)  r  , 

4  tpHitt  riiMtln  (N),  rMt  4 

•I  TmI  •ICtfU  W  CM  WigMif 

(IS)  tmt^. 


(if)     «-{•«K(%f^L"**'*^*^^^-^*]))' 

•t,  ff  Mil#.  #IIm  mtmI.  m  vfft«  4#  U  rvlitlM  (6),  Im 


*--.     ,  ''^t 


•ii^.«  M(V-*)  1'  ♦^  *-(i/*4  -i^i-T w^»  T: 


«I,  c*  i|«i  r*«l*al  Ml  ai^aM. 


_ •  I Vi» ♦  '4(35» - i)    M^  fil* .•' f  **>*-*> I 


t). 


f  -"-^r-: 
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Aaiette^il  estais^  devMSerniaiDtenatit  qn'en  efet  cette  dmil^re 
expreasioD  des  racines  convient  toaUroent  aa  eaa  mtoe  sin* 
galier  (15)*). 

2.  Lorsqoe,  an  coDtrafre»  ia  relation  (13)  n'existe  pas  entre 
les  coefBcieiits  de  requation  proposöe  (8),  il  est  toojoiir  possible 
de  ]||.  transformer  jen  uiie  aiim  j^qaatidn  de  mdme  deg^  doal  les 
eocfflM^Dts  remplissent  cette  cooditiön  (1%.    Car»  en  pesant  dans 


eile  se  r^dait  k 

• 

ü^\+'iU 

a?i*  +  6ii« 

»iH*u* 

*i+  «« 

+  a 

+  3au 

-fSoM* 

-fAM* 

+  b 

-f26M 

+6i.« 

1 

+  c 

ou,  pooT  abr^ger. 

/1Q\     «.. 

2:..^n. 

=0. 


0O9  enfio» 

et  Ia  relation  des  coeffidents  dont  il  s'agit»  savoir, 
(20)    Ci«=iH%l,    onV^=^(j~yVS. 


•)  En  effet  1<^)  tl 

i?  est  =aVd=ay»,  6=(2y»=)2Vii, 
r  ^qaation  propot^a  (8)  a  Ia  forma 

on  bien 

etao)  «i 

ri^natioB  (B)  a  Ia  forma 

ia^Vd)(x^  +  am^Vd)^0; 

et  on  reeoniah  aiiteeiit  ^an  effat  daao  Fbo  et  f  antra '€at  Ia  femnle 
(U)  foMiira  loa  TMlablaa  ra^iäaa  de  e^  ^fsatteaa. 


i^ 


!•■  fscteM  4«  r^^Mtlo«  (19)    '  ' 


4  4  C' 


•(,  ^  mM«,  dtm^umm»,  m  wvta  <!•  r^inÜM  (17)» 


Ob  c— c<><  ^^4tt  fM  !•■  riHati  ^  U  lr»MUm#«(lf) 
fMt  «•  «fe«  <#>■■<•••—  4«  I»  cMi  «M  Tmi  au  lail« 
dhM*  4«  rMidU  fU)  MV  h  iiiiiW  ■  4« 

y     •'•— f    j^<»  »j     ^M    Mtl9    M—tfl«   (91) 


^  riMitii  ■■!■><■•  «M  4 «• 


.  H)  iMMM  b  iiitfirm  iiSimA  tmimM,  I» 
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r^quatiob  se  räduit  ä  ^ 


+  ^«-(^-26)']  =0. 

et  que  le  coefficieiit  "de  tc^  ne  peot  pas  y  4tre  =0,  c*  n'^tant  pas 
=  aV,  il  est  Evident  qu'on  aura  dans  ce  cas  d^^finitivemeDt 


>  *  • 

3.  Quant  k  la  ^eossien  des  radnea  d*ane  eqoation  da  4« 
degr^i  paar  cequi  coiMerae  la  dätermination  des  caa  ou  lea  racines 
Boqt  rMlea  ou  imaginairas»  eile  peot  ae  iaire  tr^a-aia^ment  toutes 
lea  fois  que  Tod  a 

(13)    c^=:a^.. 

En  effet,  loraque,  dana  ce  caa. 


1.)    a  et  c  aont  des  aignea  coptraires, 

■  *  ■ 


UV 


puiaqu'  alora  y  dt^algne  iVd,  et.  que  par  auite  l'äquatioD  (17)  ae 
r^dult  i        .     •  :  ■ 

»  


..       '    I ;;  i  ^J  V  toutea  lea  radpe^^ 

'  .((J  dkiia  tont  aQrtirc;f;>aä»  tioiMesleä  rttctiiea 

■•»'.    '•*-'•    -        iL/-    .'    ■;;"    i-  .  ..    .  ■        .  :  *•)        »i    ':  .•:  .".    .    •    .    •       -.:.. 

i  a 

Loraqu'au  contrairey  dana  le  mdmecaa;  *  t      *      ' 

• I»...        '         f.         <*>l.li.<r       ■•/  1  i  •  •  .-• 

2.)  a  et  c  aoDt  de  mdme  aigne» 
pubMribiV9'diM  eilque  pariulte  rdqeatlMi  (I^  ae 


*>  *"• '  VJL*i,7wLf  *^^ 


i'A^ßi^l 


IM  fWWMMfMrt 

•ivrf  M  ■wyMiB  fM  r«i  ■!  r 


dvd. 


1    4i    lagp»- 


X)   «  «1  •  •••!  r«»  «1  raalff«  m9. 


iriipTriiw,  Mk  ^w  fctM  gmyd  M  nfVif .  r^lMiM  (17) 


to  II  iiiilii  im»  t  «'agil  Ml  M«  rf  rfapto  frt  •>  •  im  * 


l«M«  •»  h  WlJMlM  (M)  M  mM 


.   .  ,       (tin.  •• 

*  «•  1^.  >^.  3^). 
••  ft,  r»  i#  ^  IM 

%•  •••  ^»  ^» 


4.    Pmt  •• 


Uf«ti«i(n)»>«pMlM.   L'iiMtii  (11) 


li  lrttpttt«rai4«  (li)  AMnlRHi^iMNa  i«  fit  Im  Mtet  r«l»  w 
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8«»— 32««— eOa  -  33 = 0, 

4 
on,  au  moyen  des  positions  u-=t-{-A,    2t  =  v: 

,      154       4075     - 

dont  les  racines  sont  indiqui^es  par  la  formule 

e=3VT54.co8  js»« ««((5^(15^3))! ' 
et  entre  elles  la  racine  reelle  par 

0= g  (v2744-f  V1331)  sy . 

et,  par  sntte,  la  valear  corröspooäaDte  de  »  par 

11 

Maintenant    les    coefBcieots   de  la  transform^e  (19)    de- 
vienneot : 

n.      r        443  Ä«^      ^      24649 

Ol  =24,    bi  rr-y  ,     ri=0.157,    di=  -jg-  , 

la  r^lation  Ci'^^a^di  a  donc  lieu,    et  od  obtient,   en  vertu  des 
^quatioDs  (%i)  et  (18), 

11       12±1  .   ^/läJ:lY      IST 


et,  par  saite,  les  racines  de  r^qnatioo  primitive  seront 

— (1±V3)  et  iSVZT, 
dont  on  peiit  anssi  mainteDant  vMfier  l'exactittfde. 


Tbeil  \IX.  21 


Veiber  Krl 


Vm 

OTn  Fiwtmiof  Dr.  J.  Dieager 


fal 

K<  --       -    - 

«•kk  d«rT& 
MildiffUlt 
iMi— Hkti   At  MbM  «r«tt  G««»»  Atf  BIf  »g  Mid  AI 

fg|gK<<  Wcffc«:  llfkir«l4UcbeTriga»«n«lfU  v*«||«t< 
A««9«li«r  d««  ArcbU«»  (B^rlla,  liSS.  4*.)»  rtafU«  K«- 
pit«l;  «Mm  AI4M4taMirMllUdUf  I«I9ImIImi4»  dMCf«lli'- 
adM«  J«ur»«U»  II.  VOl  fl«  ••  wU  elM  ■ileti  iasMlii«  V«^ 
tiMW  I«  «Mm  ÜMid*  J^M  J*«r»«U.  &  SB.;  ÜebaldU 
»•tbasatUeli«  G««KiapkU.  Imft  Band  H  130  fl:  Md 
«MUi  dto  U»Ur««cli««fe»  tkar  G«»tii»ti«d«  d«f  ki- 
k«r»  (»••di«U  t»«  «•■••.  (GftllU«««,  IM4). 


IM 

flM.9.  OsasO  (I) 


jr.  f.  t.    Vo» 
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A  aus  gehe  man  auf  der  OberflSche  (1)  zn  eioem  unendlich  nahen 
Punkte  A',  dessen  Koordinaten  seien 

a+Ax,    s  +  Ay,    x-i-Az, 

wo  Ax,  Aif,  Az  unendlich  klein  sind.  Da  A'  auch  auf  der  Ober- 
fläche (1)  hegt^  so  ist  also  auch 

f(x+Ax,  y+Ay,  z  +  Az)=0.  (2) 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  durch  die  Punkte  A  und  A\  so 
Ist  dieselbe  Tangente  an  jede  Kurve,  der  das  Element  AA'  an- 
gehört.   Die  Gleichungen  derselben  sind  mithin: 


Jx  ^"    -"      -      »4/* 


d.  h. 


Z-.=^(Z-*).      r-,=:g(J-«);  (3) 


wenn  X,  F»  Z  die  laufenden  Koordinaten  der  Geraden  sind.  Ans 
den  Gleichungen  (1)  and  (2)  folgt  ab«  bekanntlieh:    . 

8«      Sudy      du  dt      ^ 

Bv    Bz 
eliminirt  man  nun  zwischen  (3)  und  (4)  die  GrOssen  jC'  ä^'  ^^ 

erhält  man  die  Gleichung: 

%(^-')  +1  (F-y)+|(2-,)=0.  (5) 

welches  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Ebene 
ist.  Diese  Ebene  enthält  also  die  Tangenten  an  alle  möglichen 
durch  den  Punkt  A  gehenden  und  auf  der  krummen  Oberfläche 
befindlichen  Kurven»  und  heisst  eben  desshalb  die  Tangential- 
ebene an  die  krumme  Oberfläche  im  Punkte  A, 

Diejenige  Gerade ,  welche  im  Punkte  A  auf  der  Ebene  (S), 
also  auch  auf  der  Fläche  (1),  senkrecht  steht,  heisst  Normale 
an  die  Oberfläche.  Dieselbe  steht  also  auch  senkrecht  auf  allen 
Tangenten ,  die  man  nach  dem  Obigen  durch  den  Punkt  A  zie- 
hen Kann.    Ihre  Gleichungen  werden  mithin  sein: 

|(F-3r)=|a-,).  (6) 

21* 


uer Nenner  erreicht  eeineii  ßrüssteii  VVerth  fi'ir  «=0.  n 
also  ist  jetEt  R= — It'  ein  Mininiura;    ferner  Ift  uu<:h 


an  dase  filr  a^.^    trirklicb  A,    ein  Mininiiim  ist; 
ß)    R  positiv,  ^1= — Ri';  alsdann  ist 

-ItRy__ 


cö3^ — ^.sin^o       siii'a ^  cos' 

woraus  folgt,  dass,  für  if  =  0,    R  eiii  Minimum,    und,  für  k=j, 
fi,=— ß,'  ebenfalls   di 


Es  ist  nun  leicht,  den  Krümmiingshalbmosser  irgend  elriK 
durch  A  geleimten  ebenen  Sthniltes  zu  bestimmen.  IJie  Formel 
(10)  giebt  nämlich: 

___^+^.(|X 


.n'a\\ 


wenD  d  der  Winkel  ist,  den  die  DurclischnittBlinie  der  fraglichea 
Ebene  und  der  Taneenlialebene  mit  der  Linie  macht,  in  weichet  die 
dem  Krümmunjtahalbmeseer  R  enle]irechende  Ebene  dieselbe  Tan, 
gentialebene  durchschneidet  Ist  a  der  Winicel,  den  unsere  Ebene 
mit  der  Normale  macht,  so  ist  bekanntlich 

'"""H-^'+B»-. 
and  also»  da  a  immer  zwischen  0  und  00^: 
WÄjCosw 
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d.  h.  tt'  ist  positiv.  Folglich  muss  das  ollere  Zeichen  in  (7)  dann 
genommen  werden,  wenn  man  die  Normale  von  A  aus  nach  der 
^eite  der  krummen  Oberfläche  verlängert,  nach  der  u  positive 
Werthe  erlangt.  Man  beweist  ganz  eben  so,  dass  nach  aer  ent- 
gegengesetzten Seite  hin  u  negative  Werthe  erlangt.  Die  erste 
Sdt^:  der  Fläche  soH  die  posiiive,  iXe  .zw^e  di^  negativ^ 
heissen,  und  wir  wollen  also  iBsküoftig  ^le  Normale  von  dem, 
Punkte  A  ans  nach  der  positiven  Seite  der  krummen^  Fläehe  bbs 
verlängert  denken,  so  dass  wir  in  (7)  bloss  die  ohern  Zeichen 
heizubehalten  brauchen. 

In  der  Regel  wird,  wenn  man  einmal  auf  der  positiven  Seite 
der  Fläche  sich  befindet,  u  immer  positive  Wertne  haben;  es 
mflsste  denn  sein,  dass  die  Normale  die  Fläche  noch  einmal  träfe, 
wo  dann  ein  Zeichenwechsel  vor  sich  ginge. 


Wir  wollen  uns  nun  auf  einer  krummen  Oberfläche  (1)  von 
dem  Punkte  A  aus  in  einer  bestimmten  (aber  heüebigen)  Rich- 
tung hin  zwei  Kurvenelemente,  d.  h.  nebst  A  noch  zwei  aufein- 
ander folgende  unendlich  nahe  Punkte  denken,  deren  Koordinaten 
seien : 

x  +  Jx,  y+Jiff  «+-^«;      X+2JX,  y+^tf  +  J^,  z  +  2Jz+J^; 

wo  wir  also  x  als  die  unabhängig  Veränderliche  ansehen.  Da 
diese  Punkte  ebenfalls  auf  der  Fläche  (1)  liegen,  so  muss,  nach 
einer  bekannten  Betrachtungsweise  der  Differentialrechnung,  auch 
sein: 

^     Bu      du  dy      Bu  Bz      ^ 


Shi      Bhi/Byy     Bht/Bz  y        Bhi    By 
Bx^  +  By^\3xJ  +  Ö2«VW  ^^  BxBy  Bx 

^  Bhi    Bz_    ^  Bhi    8y  3f_  ,  8m  3^  ,  Bu  Sh^  __ 
BxBz   Bx       -ByBz   Sx  8x*By  8x^      Bz  Bx^  ~~ 


(8) 


Ist  die  Richtung,  in  der  man  vorgeht,  hestimmt,  so  sind  es  auch 

^     8z_     8*y      B^z 
Bx'   Bx'   Bx^'   Bx^ 

Durch  die  drei  angenommenen  Punkte  kann  man  nun  einen  Kreis- 
bogen legen,  dessen  Gleichungen  seien: 


SlO 

•(jr-«)  +  »(r-«+«-jr-0; 


m0K  BSMMNMMIK  vv«   WvS09V  ff#  ^^  ]ff  ^#  9%  w 


(*-«>«+(jr-«"+(i-r)*=f». 


6=r— 
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55*                 ar"  So:      dx*  dx 
o  = 


_  U'^^ya^ j  +  Vax)  J  Lä'a? + dx*\Bx)  ~  a»«  g^  a*J  . 


9  = 


Die  Fonneln  (9)  bestimmeD   den  betreffenden  Kreb  vollständig. 

Offenbar  kann  man  die  Aufgabe,  die  uns  beschäftigt«  auch 
so  ansehen ,  als  habe  man  durch  A  ireend  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Fläche  (1)  schneidet,  and  man  netrachte  in  der  (ebenen^ 
Schnittkurve  zwei  Elemente.  Ist  die  Kurve,  von  der  wir  zwei 
Elemente  wählten,  eine  im  Allgemeinen  doppelt  gekrOmmte,  so 
darf  man  ja,  um  die  eben  angefahrte Betracntung klar  zumachen,, 
nur  die  Krflmmungsebene  dieser  doppelt  gekrümmten  Kurve  im 
Punkte  A  als  die  so  eben  angegebene  Ebene  ansehen. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  aber  ein  an« 
deres  Koordinatensystem  einfahren.  Wir  wählen  nämlich  den 
Punkt  A  zum  neuen  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  (5)  zur 
Ebene  der  xy  und  die  Normale,  in  dem  §.  1.  angegebenen  Sinne, 
zur  positiven  Axe  der  2.  Da  nunmehr  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene 2=0  sein  muss,  so  Ist  also  jetzt 

g^    Bu  '  du     gy 
x=y=2=0,  g^=^=0, 

du 
während  n-  nicht  Null  sein  wird.    Da  di«  Richtung  der  Axen  der 
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0:=8ina — sin(a  +  ö)  (cosö — fi\  1 ^); 

oder 

COS« — (i=zcoB{a  +  Ö)  (cosö  —  f*w   1 ^  ), 

8ina:=r  6iD(a  +  ö)  (cosö  —  ftW   1 j-  ) ; 

abo  durch  Division 

1    . 

*8ioa 

7)      tang(a  +  (9)= == ^ * 

^  SV      I      /        cQgßj — „  1 

■^  1 — —CO«« 

MKfikt  weldier  Formel   der  Winkel  d  gefanden   werden  kano« 
^PK .  mu  bei  der  Berechnung  dieses  Wukehi  nur  das  Folgende 
Wrtleksichtigt. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

ist»  so  ist 

«— 90«><«+ö<«+9(K>, 
d.  u,  weil  hier  ofenbar  a<»,  also  jedenfalls  a<00o  ist: 

Daher  ist  a  +  6  immer  swiscben  —  90<>  und  -f  180^  zu  nehmen. 
Ist  nun  tane(a-ffi)  in?)  positiv,  so  lässt  diese  Formel  keine  Zwei- 
deutigkeit bei  der  Bestimmung  von  cc  +  ß,  und  demzufolge  auch 
von  6,  zn,  weil  dann  a+d  nur  zwischen  0  und  -|-^  genommen 
werden  kann.  Ist  aber  tang(o4-6|^  in  7)  negativ,  so  kann  a-|-0 
zwei  um  180^  von  einander  verschiedene  Werthe  zwischen  — 90^ 
und  4- 180^  haben  9  die  wir  durch 

bezeichnen  wollen.  Der  erste  Werth  giebt  ß^zw-a,  und  folglich 
nach  der  zweiten  der  Gleichungen  6): 

•      »       /         \        i/"i      •in(ti  — «)«^ 
sioa=sin«tcos(ti<— «)  —  jiw  1 5 — -  |; 
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1TO  der  angehängte  Zeiger  0  bedeutet»    dass  man  nach  der  Diffe- 
rentiation  j;=y=zr=0  zu  setzen  habe. 

Die  Gleichung  der  Ebene»  von  der  vrir  vorhin  sprachen,   de\ 
so  ist  also 

aUo,  da  (I)  =0-. 

und,  wenn  man  diess  in  obige  Gleichung  (a)  setzt: 


(aW„-~        ^ 


[^©).+©)J. 


©, 


und  dann 


\dx*Jr         ^;7s^ 


woraus  nun  folgt: 

in  welcher  Formel  allerdings  das  zweite  Glied  das  Doppelzeichen 
db  haben  sollte,  das  wir  aber  weglassen,  so  dass  q  als  positiv 
oder  negativ  betrachtet  wird,  je  nachden  das  zweite  Glied  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  hat 

Legte  man  die  fragliche  Ebene  noch  spezieller  so,  dass  sie 
durch  die  Normale  ginge,  und  also  einen  Mormalschnitt  bil- 
dete, so  kann 

x  +  Ay=0 

ihre  Gleichung  vorstellen,  und  der  entsprechende  Werth  von  q 
ergiebt  sich»  wenn  man  in  (10)  JBsO  setzt,  d.  h.  man  hat  jetzt: 


tu 


'7©). 


(II) 


GrlM*  tia 


4w  («dw««)  W«tk«  VM  i< 

•^  MisiawB  Ut.  M  bat 


Mr  « 


s«  a 


4Q.+-'(D).-(^).-'©)J-«. 


4  b.   wt«r«4«r  i4=0.   »4«   i4«ac;    Wallte 


aJ 


9C 


-^0,  glaM  CbO.  4.  h.  Ass9.    Km  lat  flr  il-«; 


f« 


($). 


■*-— ir 


Mr  i4sx 


■■4  «•  €l»lrliwg  4m  EkMM  4m  WclnKto  Ul  Ar  ilsOt 
4  k««  iJMMlrr  ft.  m  .4-9.    y     Q.  4.  k.  «•  1 


'»«. 


tn.    tUm»   awal  Hcbaitte  »••*•  wir'HsMataclialll« 
wmi  ab*  4afck  IT,.   If  Um  Kf aiaiaiiinliA«! 
4ia  wf^iirb  HaapIkrIsaaagabaUaaaaar 


bt  Mm  *-k  df^OS»  VMikMtt  tnimU 
aa  IK  "^     da     te%— iMitriaiba   Taagaato  4aa    W^lakala. 
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einander  bilden,  in  denen  eben  diese  Ebene  und  die  Ebene,  wel- 
cher der  KrQmmungshalbmeeser  R  entspricht,  die  Tangentialebene 
schneiden.  Heisst  nun  cc  jener  Winkel ,  so  ist  mithin  Ah=coig^ 
und  folglich  (11): 

1  +  cotg««  RR^   

^  ,,      1.     1      —  Ä8in««+ÄiC08«a*  ^*^^ 

rermittelst  welcher  Formel  der  Krflmmungshalbmesser  jedes  Nor- 
raalschnitts  durch  die  beiden  HauptkrOmmunf^shalbmesser  ausge- 
drückt ist.  Ist  nun  R=zRi,  so  ist  allgemein  q^=^R,  d*  h.  iule 
Krflmmungshalbmesser  der  Normalsshnitte  sind  gleich. 

Was  den  Werth  der  Grossen  a,  ß,  y  anbelangt,  w^  findet 
man  nach  (9),  dass  jetzt  a=/3=:0,  y= — p,  so  dass  der  Mittel- 
punkt des  Krfimmungskreises  auf  der  Normale  liegt;  föllt  nun  der 
Werth  (12)  neeativ  aus,  so  bt  der  Krflmmungshalbmesser  nach 
der  positiven  Seite  der  Normale,  d.  h.  nach  der  positiven  Seite 
der  Fläche,  gerichtet,  entgegengesetzt  im  andern  Falle^  wobei 
freilich  obiges  bestimmte  Koordinatensystem  zu  Grunde  liegt 

Immerhin  aber  folgt  aus  (12),  dass  wenn  12,  Ry  nach  der* 
selben  Seite  der  Normale  hin  gerichtet  sind,  alle  Krflmmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  ebenfalls  nach  der  nämlichen  Seite 
gerichtet  sind,  in  welchem  Falle  die  Hache  in  A  eine  doppelt 
erhabene  (oder  doppelt  hohle)  heisst.  Sind  R  und  R^  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  ist  ein  Theil  der  p  anders  gerichtet,  als 
der  andere,  und  dieFlädie  ist  In  A  hohl -erhaben.  Die  Scheidung 
geschieht,  wenn 


tg"«=-|^  tg.=±V^' 


in  welchem  Falle  ^  =  Qoist,    IstA>iZ|   und  haben  beide  Gros- 
sen gleiches  Zeichen,  so  erreicht  q  seinen  grössten  Werth  iur 

a=:0,  seinen  kleinsten  filr;a=.5-,  wie  man  diess  am  bequemsten 

aus  der  Formel 

RRx  KR\ 

^=Äi+(Ä-Äi)sin*a=  Ä^(Ä-Äi)cos«a 

ersieht    Also  ist  dann  wirklich  /2ein  Maximum,  R^  ein  Minimum. 

Sind  R  und  Ri  von  verschiedenem  Zeichen,  so  sei 

a)    Rzzz  —  R^  1^1  positiv;  alsdann  ist 

-jyg, r*l__- 

*  -g—  sm*«  +  cos*« 
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«MT  Nmmmt  «fffticfc!  M4Mn  itrfaitow  W«flb  Or  «=0,  w«  «r  I 
•Im  Itl  JttU  «a^ir  da  MWmMi;  i«nMr  bl  ««db 

••  daM  Ar  «=s^   «rirklick  A|  ei»  MMaa»  i«l; 

-ÄÄ,'  Ä -ff,* 


Jb«  SS  ^*  JK|    aBMNMHHI   CHI   MlMflMMi    IM* 


E»  !•(  ■■■  leWirt.    itm  KrtoamaiiaMIlMWMcr  ln|i»< 


*(l+i<v(fi) 

'=    .1»    Kl  i .fi i7t*J  ■ /iu\  "  i 'pTm\ 
-;«Si  Vu.i^tW     Ä,  IM«-.!»- 

wrMi  «  der  WibLrl  i*t.    «I^n  dir  llurrli«rliMlt«liiiir  d«f  fr 
EbwiB  mnd  tl#ff  TABfMiluJebrM»  »it  dwt  l.ide  mmtIiI,  ia  wrictat 
4mb  kt^waiaaKsIflbmr— »f  1/  rftt«ttrrr|br»i|v  Kkr^v  di>i>l^»  T 
|tralUlrlN-«r  durrbar htiriilH.    I«t  w  «Ipt  Winkrl «  dm 
mU  dar  Nar»ala  aMcM,  ••  ut  UUaaÜarli 


•  da  •  iaMar  iwUcWa  0  aad  VO* 
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wodurch  aUo  auch  der  ^rOinniun^shalbmesser  dieses  Schnitts 
geeeben  ist.  Was  die  Koordinaten  des  Krüinniungsniittelpunktes 
anbelangt»  so  ergiebt  sich  leicht  aus  (9): 

""-l  +  A^+B^  R+A^Ri'    ^ -^  A{l+AHB^)  '  R+A^Ri' 

_        (1  f  ^«)«  RRi 

so  dass  der  Werth  von 

RRiCos'^m 
y  =  -  90080)  =  -  g^i„a„472-^5^ ' 

also  die  Richtung  dieses  Kriininiungshalfoniessers  in  Bezug 
auf  die  Nurmale  dieselbe  ist,  wie  die  des  Normalschnitts« 
dessen  Ebene  die  Tangentialebene  in  derselben  Linie  schneidet, 
wie  die  Ebene  der  betrachteten  Kurve. 


§.3. 

Man  denke  sich  dne  Reihe  Normalschnitte  durch  den  Punkt 
A  gelegt,  alle  denselben  Winkel  (p  mit  einander  bildend,  so  dass 
nop  =:o6u^;  sei  «i  der  Winkel,  welchen  der  erste  dieser  Schnitte 
mit  der  ElM^ne  Mes  Krflmmungshalbroessers  R  macht,  so  dass 
a|-f-9>,der  Winkel  des  zweiten,  ...,  ut-^rKp  der  des  letzten,  wel- 
cher mit  dem  ersten  zusammenfallt,  Ist;  seien  pi,  p2»*—*tp>i  die 
Krümmungshalbmesser  des  Isten,  2ten,....nten  Schnitts,  mit  den 
ihnen  gebührenden  Zeichen  genommen,  so  dass  gleich  gerichtete 
auch  gleiches  Vorzeichen  haben.    Alsdann  ist  nach  (VI) : 

Ol        92  Qn 

=  g^  [sin^oi  +  «lo«(ai+9)  4 ....+  sin« (a^  +  n^q>)  ] 


+  g"  [cOS*«|+C08*(tfi+9)  +  ...  +  COS^ffjL  +it— 19)  ] 

d.  h.  wenn  man  beachtet,  dass 

1— cos2^         ^  ^      l-|-eos2^ 
siü^(>= ^ — 2:,  cos*^=-^-2 —   ' 

also; 


267 

co8tt  siocr 


man  zu  nehmen  hat. 
Weil  nach  13) 


sioa  -f  sind 


ist 9  nnd  (d,  q,  sina,  cosa«  sind  positiv  sind,  da  a,  d  zwischen  0 
und  90^  liegen,  so  ist  r  positiv,  und  der  einfallende  Slhüil  trifft 
also  jederzeit  die  concave  8eite  des  Bogens. 


Das  Ptoduct  der  beiden  Werthe  von 


H  5 :. 


cosflt  sin« 


ist  nach  19): 


I  (f — p)cosa  —  9sina  )* + 1  (f — p)sintt + gcosa  }*  —  r* 

=  (r-l^)H9*-r*- 
Wenn  nun  ^ 

(r-p)>+^-r2<0 

ist,  so  liegt  der  Punkt  (pgr)  hinerfaaib  de«. gesuchten  Kreises  und 
das  obige  Product  ist  negativ.  Also  haben  die  beiden  Werthe  von 

cosa         sina 

# 

entgegengesetzte  Vorsetchen,   tmd  man  muss  in  diesem  Falle  flfr 

PjrzE^  yi—9 
cosa         sina 

offenbar  denjenigen  der  beiden  Werthe 'dieser  GrOsse  nehmen,  wel- 
cher positiv  ist. 

Wenn  femer 

ist,  so  liegt  der  JPunkt  (pq)  amserhalb  des  gesuchten  Kreises 
und  das  obige  Product  ist  positiv.  Also  haben  die  beiden  Wer- 
the von 

cosa  sina 
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wenD  sie  nach  verschiedenen  Seiten  der  Normale  gerichtet  sind. 
Setzt  man  nun: 


8a:«  + 


8x82   8j:        8y82    Si  5r 


-«^C'^r+dn- 


«o  folgt  ans  (8): 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (15),  wenn  man  die  (9)  vorangehenden 
Gleichungen  beachtet: 

k  du  8h       Su  8*y 

dz  hsfl    '  ^  S?^ 

SO  dass  immer 

ivorin  k  (insiner  positiv)  die  schon  in  $•  L  angegebene  Bedeu- 
tung hat,  und  also  q  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  P  es 
ist    Der  Werth  von  k  ist,  für  den  betrachteten  Punkt,  konstant, 

*  8v    dz 

P  aber,  da  diese  Gr5sse  die  Quotienten  ^9  g-  ......  enthält,  ist 

veränderlich  mit  der  Richtung  des  Normalschnittfl(. 

Sind  a,  |S,  y  die  Gosiaus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
an  den  Normalschnitt,  dem  q  entspricht,  mit  den  Koordinaten- 
axen  macht,  so  ist  bekanntlich 


«= 


V'+(l)+ Ci)'' 


SSO 


9t 


V-CE)*0" 


I«»' 


Q^^  IM^  A^^  jH^  fl^^  


Niidi  (17)  wird  f  eb  Mmil»«»  oder  MbhaMi,   «m«  P 
BBahwi  oder  MaxIm«»  Ut.    I>ie  HaspiMrbttItta  m^tiem  «kkik» 
•tydM«,    wtM  SMui   die  Maiina   od#f  Mktea  v««  P  >«fnihl  . 
P  lOAft  mm   Ab  tM  dM  drtl  («IMii)  VfiAdaHtefcwi '•,  |.  f. 
twbcMA  dMMM  »odi  dW  GMciiMige« 

&^  j^M  2^M 

lulifcw,  da  di«  NahmIa  ••■kwcbt  0l#lbl  mT  d^r  TMfmliL  ^^r* 
dAf   litrBlMdkliwi  htUmm    twm  Gf9mim  mmi  lü>bAN« 

^  «ilBMMHif  ^^  ••  ^*  r*   «MMr  Ac«m 

i: 

QM^  AB^  jH^a  ^^M 

d^M         J^t^        £0W  ^w 

C^ll  C^TB  C^B  C*B 


1«,  ig  twel  MMb  *M  >f ■>!■■»■<■  Fakt*«««  «M. 
«ift  •■«  AaM  4ral  CJkkkaafwi bealullck  mit  m,  ß,  f 

m  «rfl«kt  «Ml 
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x\u8  diesen  drei  Gleichungen  ziehe  man  die  Werthe  von  or,  ß,  y, 
die  alle  drei  den  gemeinscnafUieben  Faktor  X^  haben,  den  mau 
aus  der  Gleichung 

bestimmt,  und  setze  diese  Werthe  in  die-^eichung 

so  erhält  man  endlich: 

(18) 

(l^)'[©-'')(^-'")-(^)*] 

+(i)'L(Si-'')@-'')-<^;] 

Su  Sur8*u  Shi    -    8««  /8%<       XT 

aus  welcher  Gleichung  zweiteW  urades  die  zwei,  den  Haupt- 
krümniungshalbmessern  entspreehenden  W«rthe  von  P  folgen. 
Die  Werthe  von  a,  ß,  y^  welchB'  die  Riefatungen  der  Tangenten 
der  Hauptschnitte,  am  dieser 'f^^t,  b^^thamen,  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen:     " 


1^  ^,  n 


v^.^ 


Theil  XIX.  -  22 


il 


I  I 
I 


m 


V 

t 


1^ 


I 

7 


P 


II 


1^ 


I 


I 


T 


f 
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wo   ü  gleich    der  Quadratwurzel  aus  der   Summe    der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist. 

Hat  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form  z  =  f(x,  y),   so  ist 

u  =  f{x^y) — «, 

also 

dz  *     S5'~5i*     dy       by^     8j7*~  8Lr*'     dxdy      dxdy* 

S^       Sh        Shi         Shi  _^Sht_r.       8^_  Sfh  ^      ' 

also  wird  jetzt  die  (18)  zu: 

d.  h. 

(20) 

■[H(|)%(|)->'CS)5^(|)"S+£. 


/» 


+ 


3^«~  -^  aa;  5y  8a-3^  J  +  8a:»  8j^  ~\a»8»/  ~    * 


Dahiern-= — 1,  so  haben  9  und  y—z  immer  entgegengesetztes 

Zeichen,  was  auf  das  io  §.  2.  Gesagte  zarfickweist.    Aus  (20)  folgt, 
dass  die  krumme  Fläche  d<)p|>elt  erhaben  ist,  i^enn 


8»!  8^     /  8%  y 

hohl -erhaben,  wenn 


3h  ^      /  dH\* 
S^8»*'*'VS*8y/ 


§.  5. 


..     }  '• 


Lassen  wir,  der  einfachem  Rechnuna;  wegen,  die  Gleichung 
der  krummen  Oberfläche  wieder  x=:zf{a:,y)  sein,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Normale  im  Punkte  A(a!,y,x)t 
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d.sindcoti 


= — unaogacost  — • .  ^  ^         — r* ; 


ferner  ist 


BQ  .  «  .  B.BinScoii 


Für  t=0  Ut 


(P)=f*ö+p,  (»lii6cot»);;=j^,    (e)=y£^; 

ako  nach  dem  Obigen 
Weil 


ce=«-  c^) =• 


Ist,  so  Ut,  wie  man  leicht  findet :e 


Non  erhält  man  aas  dem  Obigen  sogleidi ; 


.   .  3    i  up  cosi  +  p  Vi— tt^ainp/ 

-'"■"eil      vi-M%i,<* !' 


woraus  sich  auf  der  Stelle 


(-gj5-J=— Kf*P  +  w) 


ergiebt 

ThetI  XIX.  19 


..ii 


■ « -• 
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folglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  W^,  welche  (21)  giebt, 

den   beiden   Hauptschnitten.     Von   einem    Punkt  einer   krummen 

Oberfläche  aus  eiebt  es  also  nur  zwei  (auf  einander  senkrechte) 
-4  Richtangen^  so  oass  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Nor- 
^   malen  sich  schneiden.    Verfolgt  man  diese  Richtungen  weiter»  so 

erhfilt  man   die  Krümm ungslinien,  deren   Theorie   wir   aber 

hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


§,  6. 

2  Angenommen  eine   ebene  Kurve,    deren  Gleichung:  3f=/(^)» 

^   drehe  sich  um  die  Axe  der  x,  so  entsteht  eine  Fläche»  deren 
Gleichung 


^•  +  ,«=(/(a;))« 


ist.    Hier  ist  also 


mithin 


«=,«+»«- (A^))^ 


^-^^m^y 


g=S^,   ^=:2z,  ^=-2[(/'(;r))«  +  /(x)A^)], 

demnach  ist  die  Gleichung  (18): 

(Aa:))V(^))«(2-/»)« 
+  [y*(2~/^+i«(2-P)][-2(/'(^))«-2/Oir)/^(a:)-P]=0, 


d.  h. 


P=,^P^;^m- 


Ferner  ist 

a==2V"s;m^^H^VW)%^ 

wo  das  Doppelzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass   k  positiv  aqsfiillt. 
Ako  sind  die  zwei  Hauptkrfimmungshalbmesser: 
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+  ^ 


(1  — 2fiC0gg  +  fi^cosa— ftsJDtt^      /^??^* 
(1— 2fA  co«a+  ^«)  VI— 2^o»a+fA« '  V.3i  ^ 

(1  -f  fi*)C0SC  —  fi(l  -t-  COStt^)  Z^^""^* 


aUo 


Daher  ist  oach  dem  Obigen : 

und  weil  nun 

Q  ssficest  4*  «iodcoti  ^       ) . 


ist,  80  ist 


also 


3Hi  .  .  d*.siDdcott 

^=:-^OSl+— 5^i 


L^?"J='"'*^'*    (W)»  ' 


d.  i. 


»« 


•der 


Also  ist  nach  dem  Ob^en: 


r8»r-\  __  l  (l~n)Hft*K>*cHy)— Kt~f*)»(f*y+g> 


^äf 


33r 


sein  4  wenn  man  gleich  die  Bezeichnung  der  unendlich  kleioen 
h  Grössen  nach  der  gewöhnlichen  Weise  einführt  Vermuge  der 
i  deieliungen  der  zwei  Flächen  hat  man  offenbafr  (da  niaa  bekannt- 
[    lieh  nur  Glieder  der  ersten  Ordnung  zu  beachten /braucht): 

SO  dass 

I 

Da  der  Punkt  (x',  y\  %')  dem  Punkte  {x^  g,  tO  entspre- 
chen soll,  so  müssen  x,  f/,  zf  Punktionen  von  x  und  y  sein,  so 
dass  man  haben  wird: 

wo  freilich 

Daraus  folgt,    indem    identisch  d$*z=9^  (d.  b.  nnabhlngtg   von 
jeder  Beziehung  zwischen  hx  and  3^: 


1  + 


Die  GleichuDffen  (22)  entspringen  aus  der  Bediijgung.  dass 
zwei  entsprechende  Linearetemente  gleich  grosf  seicjOt  ßßjpinl 
man  nun  zwei  Linearelemeote  der  emen  Fläche  di  und  85  und 
die  zwei  entsprechenden  dtf ,  dS*  der  zweiten,  so  mflssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Lineareleroent  ds  gehe  von 
dem  Punkt  (x,  y,  z)  zu  dem  (jr-f-dar,  y-^dy,  z+dz),  BS  von  ix,  y,  i) 
zu  (x+dX,y  +  dy,  z^dZ),  so  ist 
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dass  ein  von  dem  gegebenes  teacbtenden  Punkte  F  ausgehender, 
ge^en  die  Linie  Fli  anter  einem  ges^ebenen  spitzen  Winkel  t  ge- 
neigter Strahl  bei  LI^  zum  ersten  Male,  und  dann  bei  BC  zum 
zweiten  Male  so  gebrochen  wird»  dass  der  bei  JffC^ansfabnrode 
Strahl  der  Linie  JPff  parallel  ist  Da  der  von  F  «wmh^nde,  nnter 
dem  spitzen  Winkel  t  gegen  FH  geneigte  StraU  die  Linie  LM 
nothwendig  selbst  treffen  muss,  so  ist  der  Winkel  i*  offenbar 
iiicht  ganz  willkiihrlich ,  indem,  wenn  wir 

ZGFL=H»    ^GFM^i^ 

setzen,  jedenfalls 

sein  muss,  wo  die  Winkel  ^  and  4  in>ttelst  der  Formeln 

.  GL       .  GM 

tangt,  =  j^ ,      tangt,=  y^ 

IMdit'Mifimmt  werden  konneil.  Damit  aber  von  dem  bei  LM 
gebroelMnen  Strahle,  was  offenbar  nOthig  ist,  der  Kreisbogen  BC 
wirklich  getroffen  werde,  ist  es  erforderlich,  dass  von  dem  bei 
LM  gebrochenen  Strahle  die  Linie  AB  wirklich  getroffen  werde. 
Nun  hat  man  aber,  wenn  a  den  Brechungswinkel  bei  LM  be- 
zeichnet, wie  in  der  Ersten  Aufgabe  die  Gleichung 

sin«  =  fisinf , 

mittelst  welcher  Gleichong  a,  wenn  i  gegeben  bt,  Idcht  gefnn^ 
den  werden  fc«in.  Die  Entfernung  des  Punktes,  In  welchem  di^ 
Linie  AB^  von  dem  bei  LM  geiurochoBeo  Strahle  getroffen  vrird» 
von  der  Linie  FH  ist 

FCr .  tang» -f  ^^- tango» 

und  der  Winkel  i  also  der  Bedingung 

FCr.tangi*  -f-  iB  Af.tanga  <  GM 

unterworfen,  oder  der  grOssle  Werth^  welchen  t  haben  kann,  den 
wir  durch  f ,  den  entspc^^nden  Breefibogswinkel  darch  a*  be- 
zeichnen wollen,  moss  aus  der  Gieicbong 

FGJtukgt + BMMag^ssi  GM, 

d.  i«,  weil 

sin«' = fisint',      cosa'  ==  Vi  —  fiVmi'* 
ist,  aus  der  Gleichung 


$29 


+ 


«51    - 


il 


I 


I 

§1^ 


O 

g.S 


^ 


5 


9 


N^  o 


S3;     s 


03^ 

Ml 


SS. 


0 


I 


s 

Ar 


■    'S! 

o 

3 


0« 

a 


3 


e 
B 

s. 

0 


B 
P 


N 

2, 


o 
p« 


SL 

« 
e 

p 

CD 

D 

o 

IL 

d" 

£- 
ST 

a 


t    8J' 


Q5 


§1^ 


X 

ID 


^C^ 


+ 


+ 


,Q»I  <a> 


I 


I 
I 


05|Q3 


•UtW: 

km  (11-)  U|l: 

4*^ 


Kr    fv  a>'ic  .  iw  t^Vl 


'*'■    ?•■  '■■'■ 


I  niiiiiMi»  («)  !■>«».  i»  fMiwi  mA«  «»i>  m  III  IL 


3» 


dz  dh  _dx;^8^     d^a^i^     d^&h'    \ 
dx dx^^dx  äx«  +  dx  dx^  ^  dxdöÄ'   • 

hxdxSy     dx  dxBy      Bx  dxBj^     BxBxSy* 
^   Bz 8h  _B^8^x' ^Bg^S^     Bz^8^    [        ,os^ 

By,BxBy      By  BxBy     By  BxBy     By  BxBy' 

8z  Sh  _Bx^d^x'     8y  8y     Bx!  HH' , 
ByBy^'-By    By^  ^ By  By^  +^Sy«'* 

wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die   durch   Differentiation  ent- 
standenen Gleicbtiogen  auf  die  einfachste  Weise  verbindet. 

Aus  den  Gleichungen  (24)  c^giebt  sich  leicht: 

•  .• . 

8a:«'~5P8j:«'~8/a^jL8y5""gi^8^«  ""8/%«  J 

[8V  _8i'  8«ar'      82^    e^yi^ 
Siäy     Bx'SxSy      By'BxByJ 

[8^8^z'       /JV    Y-|/8a:'8tf'      8/8^\a 
8j:'«5y«  ""  VSar'S^'  /  J  V,8a:  8y  "■  Si  8^  y  •       ^^^ 

Nun  folgt  9  wie  bereits  angegeben »  aus  (21): 

8z'8y^_8y;82'  8jr'82;^8^8z' 

Bz'  Sx  By       Bx  By       82' Sx  By     By  Bx  . 

8:r  dy      Bx  Sy  Bx  By      ^By 

*  » 

setzt  man  dieM  in  ^),  eo  ist: 


.  /9m' h"    9M'9f\  IV 1« 


J^cisr' 


IST  Ä^ST  »,*■•» 

M  OTgiaM  airk  MW  CMO  M«h  lelBtln  BiJdh<i>M  Mr  «• 
IWte: 

^  f^*i*jr*      \f-t€jr/       xkMi'f/       V&irf/   J 

•(»^-'/X)'-(»5f-'v)('Si-'r^) 

Mm  «tgUM  «ick  «kM  M>  (0): 


I 
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Pth  _8y'&\  8««  _    8*ä'  _.  8V 
\dy  dx     dx  lg)SxSy'~'^^^     ^Sj^ * 

fhrdz      didz\   8»x  _,  8^^         8*a:'\ 
vSyai?     ^Syjdxdy       ?xds     ^^Syj 

/Bx'dz      dz'dx\  9H         J?^_    i^ 
/%'&      8y'&\3«z_    8«^'       8V 

/82'8x    ^i'^^^8^_r^V'    ^^' 

/8£;8j     8^^\^_  ^'      8y 

(8^' 8z       8£'8£\822_   8V        SV. 
%  8ar'^8ar  8y>/8a:«~"^8ar«""^8.T«  ' 


demnach : 


3^\ 
^dx^J 


(8/&      8y8zYr/  8«z  Y     8^  8«z-| 
A8«^'         8«ar'V      A8*#'^       ^^^fi^U' 

(    8^'     '    8V  \»      /  8Y       ^^Z  §V       ^"\ 

-  V.S*  ax  "■  aar  a^f/  LVSi«^ A ""  3^  a^ J " 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  beachtet  (22),  so  ist  die 
Snmme: 
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BC,  wo  d«r  mit  FJH  parallele  Strahl  ausfährt,  durch  P,  Q,  uad 
setzen  der  KOrze  wegen 

26)      K=  (f — pi)eosa  +  (i^  —  ft  )siDa ; 

80  ist»): 

.    P=»l+(ir+fC08^)C0«f, 

26)       J 

)  Q=:qi^(K'{-  rco8d)sina « 


Es  ist  nun  ooch  ndthig,  die  Natur  der  kromineii  Fläche  ge« 
Dauer  kennen  zu  lernen»  welche  von  dem  Kreishogen  BC  in 
Fig.  9.  beschrieben  wird,  iveun  sich  diese  gaoae  Figur  um  die 
Linie  FH  herumdreht,  was  uns  zu  der  folgenden,  diese  Frage 
genügend  beantworteniten  Aufgabe  flihrt: 


Dritte  Aufgabe. 

In  Fig.  10.  sei  ABCD  ein  dem  aus  dem  Mittelpunkte 
O  mit  dem  Halbmesser  OC=:r  beschriebenen  Kreise 
angehörendes  Kreissegment;  die  Linie  JHiV  stehe  auf 
der  Linie  ^£  senkrecht,  und  die  ganze  Fienr  drehe 
sich  um  die  Linie  Afjnr  herum:  man  soll  die  Gleichung 
•der  Fläche  finden,  welche  bei  dieser  Drehung  von  dem 
Kreisbogen  AN  beschrieben  wird. 


Auflösung. 

In  einem  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  detxyz^  dessen  Anfang 
der  Punkt  ^ist,  sei  die  von  der  Linie^i?  bei  der  in  Rede  stehenden 
Drehung  beschriebene  Ebene  die  Ebene  der  afy\  J^Asei  der  positive 
Theil  der  Axe  der  or»  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde 
so  aneenoromen,  dass  die  Ricntung»  welche  man  verfolgt,  wenn 
man  sich  von  dem  positiven  Thei^e  der  Axe  der  :r  an  durch  den 
rechten  Winkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  hin  bewegt,  mit  der  Richtung  der  Drehung,  die  übri£;ens 
an  sich  ganz  willlcührllch  ist,  übereinstimmt;  der  positive  l'heil 
der  Axe  der  z  sei  die  Linie  MN.  Die  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts O  des  Kreises,  welchem  das  Segment  ABCD  angeh5rt, 
in  dem  vorhergehenden  Coordinatensysteme  seien  a,  b.  Sind  nun 
Xy  y,  2  die  Coordinaten    eines  beliebigen   Punktes  der   krummen 


')    M.  i.  meine  Optiachen  Untersuchungen.    ThI.  II,   S*  12. 
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Ba^dy^      \dxdy) 
Aus  (23)  folgt  aber: 

w^  ..>;   [.+(i)V(|)7' 

Setzt  man  diesen  Werth  in   obige   Gleichang,   eo    ergiebt    sich 
endlich: 

(27) 

Hh  a»z    /  a»g  V        3v  8«z'    /SV  V 

Nun  folgt  aus  (20),  dass 

8;g»  V   yS^y 


gleich  ist  dem  Produkte    jiMf*  weon    iZ    und    Ri    die   beiden 

Hauptkrflmnrangshalbmesser  der  ersten  Fläche  im  Punkte  (x,  y^  2); 
eben  so  ist 


1H'  dH'       (  dh'  Y 


8«z'  8h'       f  8h'  \« 


wenn  R^'unA  Ri'  die  beiden  Hauptkrilmmungshalbmesser  im  Punkte 
(xS  y',  2O  der  zweiten  Fläche.  Daraus  fliesst  also  folgender 
wichtige  Satz; 

Bei  jeder  Biesung  einer  krummen  Oberfläche  wird 
das  Produkt  der  neiden  Hauptkrflmmungshalbmesser 
nicht  geändert  (NatOrlich  die  Krammunghalbmesser 
mit  d,en  gehurigen  Zeichen  genommen.) 

Daraus  folgt,  dass  alle  Biegungen  einer  doppelt  erhabenen 
Fläche  ebenfalls  doppelt  erhaben,  emer  hohl -erhobenen  ebenfalls 


285 


X 

also 


-'""^'-"tAf^'  ^-^=^(^-v1%>' 


und  weil  nun  offenbar  ;=6  ist,  ao  ist  nach  1)  die  gesuclite  Glei- 
chuDg  unserer  krummen  Fläche: 


oder 


oder 


m 

6)    (««+y«)(l--;..^^)«+(x-6)«=r* 


7)    (V«a+y«— a)*  +  (t— 4)*  =  r« 


8)    a;«+y«+(j-6)«+ii«-ra=2aV;r«+^«, 


welche  Gleichung,  wenn  man  sie  rational  machen  woHte,  auf  eine 
Gleichung  des  Herten  Grades  filhren  würde. 

Bezeichnen  wir  den  von  dem  Anfange  M  der  Coordinaten 
nach  dem  Punkte  (xtßt)  gezogepeo  Vector  durch  R,  und  dessen 
spitzen  Neigungswinkel^gegen  die  Ebene  der  xif,  indem  man  diesen 
Neigungswinkel  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem 
R  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  xy  liegt, 
durch  CD ;  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

^=  V'ä^+^äÄcosö,    z=/Zsinc5. 

Abo  hat  man  nach  7)  zwischen  12  und  c5  die  Gleichung: 

(RCO80— a}*+X12shicS  -  6)*=r* 

oder 

9)    (ar-i^^so•S)2-^(6•-i^sino)«s:rA. 

Diese  Glekdiung  giebt  paed  gehöriger  Entwickelung: 

Ä«  -  2(ocos5  +  4sin5)i2=j«,TT^a«— 6«, 

und  wenn  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  R 
als  unbekannte  Grosse  auflüst»  so  erhält  man: 


10)    Ä=acoso  +  6sin5± Vr*— (ösino— 6cos5)*. 

Das  Product   der   beiden  in  dieser  Formel   enthaltenen  Werthe 
von  R  ist 
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Nennen  wir  nun  die  erste  gezogene  Kurve  A,  die  zweite, 
darch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gezogene ,  B,  so  haben  also 
alle  Punkte  von  B  denselben  kürzesten  Abstand  a  von  der  Kurve 
ji.  Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  M  der  Kurve  A 
und  sei  JU*  der  entsprechende  Punkt  in  B,  d.  h.  der  Endpunkt 
der  in  M  auf  A  senkrecht  stehenden  Kürzesten.    Ich  behaupte  nun : 

a)  Die  kürieeste  Entfernung  des  Punkts  M  von  B  ist  nicht 
gr9ss^r  als  a.  ^v 

Denn  wäre  sie  grosser  und  sei  N*  der  Fusspunkt  der  von  M 
auf  B  gezogenen  senkrediten  Kürzesten ,  so  dass  MN'  >  MJU\ 
so  wäre  also  M',  der  auch  in  B  liegt,  näher  an  M  als  der  Punkt 
A't  d.  h.  N'  wäre  nicht  der  nächste  an  M  von  allen  Punkten  der 
Kurve  B,  und  also  kann  auch  nicht  MN'  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  Jf  von  B  sein. 

ß)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  M  von  B  ist  nicht 
kleiner  als  a. 

Sei  wieder  N'  der  Fusspunkt  der ,  In   dieser  Vorsussetzung 

gezogenen.  Kürzesten  von  m  auf  B,  so  dass  MN'  '^  MM*. 
)em  Funkte  iV'  entspricht  in  A  ein  Punkt  iV,  so  dass  NN' 
=MM'z=za.  Ist  also  MN'<^MM',  so  ist  auch  MN*<NN\  d.  h. 
der  Weg  von  N'  nach  M  ist  kürzer  als  der  von  N'  nach  N, 
Nun  soll  aber  NN'  die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  N  von 
A  sein,  also  muss  umgekehrt  N'M^  N'N  sein,  woraus  unsere 
Behauptung  sich  abermals  ergiebt. 

Wir  Bchliessen  daraus,  dass  auch  alle  Punkte  der  Kurve  A 
von  der  Kurve  B  die  kürzeste  Entfernung  a  haben. 

Geht  man  also  von  einem  Punkte  M  der  Kurve  A  aus  auf 
dem  kürzesten  Weg  zur  Kurve  B,  so  muss  man  nothwendig  auf 
den  Punkt  M'  kommen.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  die  Kurve 
B  auf  allen  Kürzesten,  durch  deren  Endpunkte  sie 
gezogen  ist^  senkrecht  steht. 

Denken  wir  uns  weiter,  von  einem  Punkte  A  einer  krummen 
Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen  Seiten  derselben  kürzeste 
Linien  und  gebe  diesen  letztem  dieselbe  Länge  a,  von  A  aus. 
Die  sämmtlichen  Endpunkte  verbinde  man  durch  eine  Kurve  B. 
Daraus  folgt  ganz  unmittelbar,  dass  eben  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  A  von  der  Kurve  B  gleich  a  sero  muss,  d.  h.  dass 
man  genau  eine  der  gezogenen  Linien  verfolgen  muss,  um  auf 
dem  kürzesten  Wege  zur  Kurve  B  zu  gelangen.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  die  Kurve  B  auf  allen  Kürzesten  senk- 
recht stehen  muss* 


Theil  \IX.  23 
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wenigen  Bemerkangen  über  dieselbe.  Der  Apparat  l«t  ein  Dreh- 
fener,  er  iet  achteckig«  und  enthalt  demzufolge  acht  grusAere 
und  acht  kleinere  Linsen ;  die  ersteren  sind  durch  L,  die  letzteren 
über  den  ersteren  befindlichen,  gegen  dieselben  unter  einem  ge- 
wissen Winkel  geneigten  Linsen  sind  durch  /  bezeichnet.  Der 
leuchtende  Punkt  fär  alle  Linsen  ist  die  Flamme  F,  und  M  sind 
spiegelnde  Flächen,  welche,  gegen  die  kleineren  Linsen  unter 
einem  gewissen  leicht  zu  bestimmenden  Winkel  geneigt  »^  die  von 
den  kleineren  Linsen  ausgehenden  Strahlen  nach  norizontalen 
Richtungen  reflectiren*  Die  Ton  den  grosseren  Linsen  ausgehen- 
den Strahlen  sind  durch  R,  die  von  den  kleineren  Liasen  *aus- 
fehenden  Strahlen  durch  r  bezeichnet  Zur  Herstellung  der 
landroe  dient  die  Lampe  FVH.  Da  das  Feuer  ein  Drehfeuer  ist, 
so  sind  noch  verschiedene,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche.  Vor 
richtun^n  zur  Umdrehung  angebracht,  deren  genauere  Beschrei- 
bung nicht  hierher  gehurt,  da  uns  hier  vorzugsweise  nur  das 
Optische  interessirt.  Das  angef&hrte  Memoire  von  Fr  es nel  wird, 
wenn  es  auch  über  die  optische  Theorie  der  Linsen  gar  nichts 
entiiält,  doch  inrncr  rücksicbtUeh  des  Praktischen  edksr  Technischen, 
nanentlicb  auch  in  Beziehui^  auf  die  Einrichtung  der  Lanipeib 
wenn  dieselbe  aneh  aeneriich  wohl  noch  mehrfaeh  verbeesert  wer^ 
den  ist,  eine  Hauptauelle  bleiben,  und  darf  von  Keiiiem,  wer  filr 
diesen  in  wm  vielen  Besiebüngen  hOcbst  wiehtigev  Gegenstand  sieb 
interessirt,  unbeachtet  gelassen  werden. 


IV. 

Das   dioptrische  Beleuchtungssystem.    Secundärer 

Beleuchtungsapparat. 

Beidem  vorherkurz  beschriebenen  Fresnel'scbenBeleuchtungsappa- 
rate  bilden  die  gegen  die  acht  grosseren  Polyzonal-Linsen  geneigten 
acht  kleineren  Polyzonal-Linsen  nebst  den  dazu  gehurenden  Spiegeln 
den  secundären  Belenchtunssapparal^und  8ind,wie  ein  Jeder  von  selbst 
übersehen  haben  wird,  dazukestiromt,  diejenigen  Strahlen,  welche  von 
den  grosseren  Linsen  nicht  mehr  aufgenommen  werden,  aufzunehmen 
und  zur  Beleuchtung  zweckmässig  zu  verwenden,  also  alles  von 
der  Lampe  ausgehende  Licht  möglichst  zu  benutzen.  Statt  dieser 
Einrichtung  bedient  man  ^ch  als  secnndire«  Bolonehtungssystem 
zu  demselben  Zwecke  jetzt  vielfach  gläserner  Ringe,  jrelehe  durch 
Umdrehung  gewisser  Krummliniger  Dreiecke  um- mo'bOs^mmte 
Axe  entstanoen  sind,  und  nach  bestimmten  optischen  Principien 
construirt  werden  müssen«  Ich  will  daher  jetzt  die  Theorie  die- 
ser Rin^  in  möglichster  Kürze  entwickeln,  und  zu  dem  Ende 
zuerst  die  folgende  Aufgabe  auflösen. 
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Ws  Ul  »Mil  tdiwtr,  den  allf(e«ieiii€fi  AssdnKk  (3f) 
I«i4  m  vifhifacln«.    Wir  w^Umi   »iwllrli    g«r  B^sÜmm 
Lan  4m  Pvnkt«  mmmmtt  kramai^fi  CHierÜ€li#  rl»#  Art  P* 
fJMitlwi  chiffeiirMi  In  fbl|i«»iler  Weise.     Von  tbfi 

RldiUMeii   ft«f  derselbe«  kirs#»ti»  Liiii»»;   tim%    4«t«e    _   .    

erste    JM   mm  r  die  Eatferveef  dee  belieW||ee  Pmürt^  Jf  ^m 
Jt.  KtMeeeen  eef  der  derdi  M  fcekeiidce  Kdrteeteii,  f^ 


M  •  de«  ebe«  dieee  Kirseiete  »it  der  ersten  bmcIM  •  ^"^  ^  ^ 


Beiteii  iMi  HstkMeseer  I)  tee  0  Ms  i«  nesikH 
■MM  esf  eleer  der  vee  A  eaeitekeedee  Kirseslen  lerl,  ••  lel  Ün 
dlle  Ptakie,  die  «uui  dercklien,  v  kotteUel;  gekt  mmi  diMpM 
«if  eher  IJiile  fert,  «eklM  sNe  KArteelen  einkteidld  iml^ 
eckeeWet .    ee  kMkl  ttr  eile  durekleeleee«  P— kte  r  keMlMl% 


OlferentleliMetleet  tee  s,  weee   kiese  r  sie  v 
eekee    wird;    elee,  de    3r  dee  Elemeet  de?  kireeel 

Peekle  M.  Ar  wekbe  je  ir  keeetem  krt.  let  ^  der 
Wbkele,  den  jenee  Pennet  »It  der  Ate  der  jr  lerki ; 

j^.    ^   die  Kiiinne  der  «1nkel  mM  den  Äsen  4m  g  m^  k 


ar)vcr)'*(l)-=-     « 


IHe 


Ae      Ijpr      }s 

-.ww   ekeefaMs  yerlMfa   IHf erentlelyiallenten .  elMn  efte 
eicki  nen^ttelker  Kesinns  ens .  de  f  t^  nickt  des  derrli  M  i^— 
Element  der  ttteltee  l^iele  (die  derrk  M  t^kend  enT  de^  K 
elen  eenkrerkt  elekt)  Ist     IHese  Kasinns  smmI  Im  rmnifciü 


1  »s       |<^^        1^1 

«     •        •     •        • 


0    WIs  eiiellc^  M«^ 
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'=VC4h  ^^r- 


Denkt  man  sich  atso,  wie  bereits  gesagt«  durch  den  Punkt 
M,  dem  r  und  t^  zugehoren,  zwei  Kurveu,  von  denen  die  eine 
die  Kfirzeste  von  A  aus  ist,  auf  der  r  gezählt  wird  und  fBr 
welche  ^  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kür- 
zesten) Senkrechte,  fiir  welche  r  konstant  ist,  sa  muss,  weil 
diese  zwei  Kurren  auf  einander  senkrecht  stehen : 

Sxdx     dyJi     dzdx^_ 
sein,  so  dass  also  jetzt 

Hier  ist  also  klar,  dass  vd^  da^  Element  der  zweifeH  Kurve  inr 
Punkte  M  ist,  da  dt  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  dessen  eine  Kathete  dr,  die  andere  folglich  rcl^/  ist 


§.  11. 

Wir  haben  in  f.  8.  gesehen,  welche  Bedeutung  die  Grösse 
RR*  hatte.  Es  roae  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
durcn  p  und  q  (§.  10.)  zu  suchen. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (210  und  (24>  mit  (31),  so 
sieht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  man  in  erstem  statt  x, 
f^  xf^  y',  7f  respective  setzt :  p,  g,  x,  jf,  i. 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  von  (260,  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung «setzt: 

SySi      dz9y -       dzdx     Bxdz_ ^      ??%     ^y??— /' 

^dq'^Spdq'^'^'     5^8>^^a^-"^'     dpdg     Spdq"^' 


dp 


'^?.+'<^+»^=»-  ■*?+»^+c^.=»'- 


IT 


^b^'^^^^^dpdq-^ 


1  ^f^'  Vj.  ^^Y    ^+b'+<^. 
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an.  Man  kann  diese  Gleichung  zweckmässig  durch  Näherung^  auf- 
lösen, was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  bedarf.  Entwickelt 
man  dieselbe  aber  gehurig ,  so  kommt  man  auf  eine  Gleichuns 
des  vierten  Grades ,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.  Es  ist  nämlich 

sin2o>cosi  —  cos2iosini= /isino) , 

abo 

!2sin(»cosax:ost— '(l-*>2sinio')sbi^fisino>, 

und  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  ti=sinio  setzen: 

2cosiu  VT^* — suii(l— 2«*) = ftti 
oder  V* 


.  I 


'  '    .  ii 


2cosU  VT=«s= ffttf  +  sint(I— 2««) ; 
also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrlrt: 

4cosis.«^l— tfS) =fft>u«-f  sioi^(l— 4ti«-f  4ti«)  +2^ini.ic(l— 2t««) , 

und,  wenn  man  nun  diese  Gleichung  gehSrig  nach  Potenzen  von 
u  ordnet: 

■  -Ö^sbiÄ+äfisintu+Cf^'-^i^P^.^^  , !  Aivf7/ 

— 4fisioitt' + 4(sini*  +  cosl")ii*, 

also  ,1t 

oder 


Für  i=0  erhält  man  tt=0  und 

«»-(l-j»i*)=0.    t.=dtV  1-4»*".. 


'.-«..' 


WO 


0<1-J^<I 


. i ;.  % !  ; '  T'  1        ".',"»>    ;•'.' .  .1    . .  <   / 


Ist,  da  bekanntUch  f&  <  1  ist. 

^      Fdr  i=90^,  sini=l,  bringt  ioan  die  Gleichung  leicht  auf  die 
Form 

20» 
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dx  8hs       ^  d^y       dz   3*z  __   ^ 
Bq  Bpdg  *  dg  dpoq  '  S7  dpBg  ""    * 

so  ist  offeoiMr: 


\  dE  1  8*;         ,,5/'     1  8G 

2   8^'    "•-28}'    "-^"'f^' 


a^-2^'    "-'i^'   "-289' 


iodann 


8»_  8n^ 
S9       dp 


8^  8«x     ^  8^     8^  8«z       /S*a!\*      /^V      /  ^  \* 
8/>»  89«  ■*■  8/^  89«  ■•"  V  ^  "  V«!p3»/        V^?/       v3/»89/ 


8*F       1  8«£;      1^  8*G 

—  ^~2   1^—2  ^' 

t 

Ferner,  wie  in  §.  8.: 


S^"*      Bp  BpBq"      BpBq  * 

,89  dp  dpdq         dp^q' 

8y         8«        ^8*3;        .  8*z 
09"  "•^'•-*'^'"'*^' 

89"      8p  "—**  89»     ^89*' 
dt  .8i  .(ßjf       _8>a: 


Jf'^-|^"^~l^-''V 


••     ••    *e;-cg;, 


«f"-|^""'8P 


McM    Mr  «•    klita«    ZdlM 


.-rtFIF     iaFa6*     ia£8F 

.  lacac.  ia£a«    lacici 


Mgl  WM  «rihb  Mck  OS) 
4(£C-r^ 


.  «-r . *'"*'■  •  ""^c  _a£  a*' .  a£  ? «    a£  tc-ä 
^^r^'^Y  «»£*r  ^  a£f«ri 

-«(£6-n)[^-»^**^] 

LUaviiU   Ut  la    4m    Cmmff     t*m4ma     (««•    |«|> 
•  Amtintk  •^mm  ««wm  giir— »rawi  GaatoN 

•laBd)  VEC-r*^D,  M  Ut: 

«D     ai  xna    FUi  jr\~i 


a  r  !/•£    r  ac\-i 


(V) 
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§.  12. 

Vergleicht  man  die  Formel  (32)  mit  den  so  eben  erhaltenen 
Resaltaten,  so  sieht  man«  dass  £,  F,  G  nichts  anderes  sind,  als 
die  Koeffizienten  von  dp\  ^dpdg,  do^  in  dem  Ausdruck  des  Ll- 
near?lements  djr.  Fährt  man  nun  die  §.  10.  zu  Ende  bemerkten 
Koordinaten  ein,  (wo  p=r,  gssi^f)^  so  ist  £  =  1,  FsO,  G=zv^, 
also  £h=v,  und  mithin  giebt  (360: 


2v    __Brld.tl^        dH 


also  ' 

so  dass  V  durch  die  Grosse  nn  gegeben  ist.  Ist  nun  jtjt-  in 
allen  Punkten  der  Fläche  konstant,  gleich  6,  so  folgt  ans  (37): 

v=^BinirVä)/  (38) 

Allgemeip  ist  nämlich  9  =  0,  wenn  r=0,  da  dann  das  Element 
pdif;  ebenfalls  verschwindet;  ferner  ist  fär  unendlich  kleine  r  offen- 
bar die  durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gehende  (senkrechte) 
Linie  als  Kreis  zu  betrachten  vom  (unendlich  kleinen)  Halbmesser 
r,  so  dass  das  Element  dieser  Linie  gleich  rd^,  d.  h.  also  fSr 

unendlich  kleine  r  ist  g--  =  1,    und  also    für  r  =  0    muss    auch 

OD 

9r;=l  sein,  was  die  Formel  (38)  rechtfertigt. 

Ffir  konstante  Werthe  von  ^^  =  6    kann    man   leicht  die 

Länge  der  Linie  bestimmen,  welche  durch  die  Endpuilkte  aller 
gleich  langen  Kürzesten  (r)  geht;  dieselbe  ist: 

~y     Mln(rVb)dip=^B\n(rVT)  .  (30) 

0 

In  dem  speziellen  Falle,  wenn  6=0,  ist  o=r,  also  die  Länge 
=2r9s,  in  welchem  Falle  z.  B.  die  sogenannten  abwickelbaren 
Flächen  sind  (Zylinder,  Kegel  u.  s  w.);  im    allgemeinen   Falle 

ist  die  Kugel,  deren  Halbmesser  -7=;  Ist,  enthalten,  wo  man  den 
Satz  (39)  sehr  leicht  direkt  nachweisen  kann. 
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sich  nämlich  Qoch  die  Linie  AjC  gesogen,  so  ist 

die  zu  erflillende  Bedisgungsgleiclinng.  Blan  nehiM*  noo  *  ii£fi 
willkahrllch  an,  dann  kennt  man  in  dem  Dreiecke  ilfi|C  die 
Seiten  ABi^  AC=^L  und  den  eingeschlossenen  Wii^k»!  BjAC 
s:z4^BACt  und  kann  ako  die  übrigen  Stficke  dieses  breieclcs  be- 
rechnen. Also  kann  man  jetzt  den  Winkel  OCBx  fiÄden,  w^tf 
offenbar,  da  CO  auf  BC  senkrecht  steht, 

^OCB^zzi^OP-^^ACB-^j^ACBi 

ist,  und  die  Winkel  ACB  und  ACBi  nach  dem  Vorhergehenden 
bekannt  sind.  Die  Linie  AF  ist  jederzeit  als  bekannt  anzusehen, 
weil  die  Punkte  F  und  A  gegeben  sind,  und  femer  ist 

also  kann  man  aus  den  Sfeiten  ABi ,  AF  und  dem  eingeschlosse- 
nen Winkel  BiAF  alle  abrigen  Stficke  des  Dreied»  AB^F, 
folglich  auch  den  Winkel  BB^F  berechnen.  Die  Ergänzung  die- 
ses letzteren  Winkels  zu  Vfi  ist  der  Einfallswinkel  des  Strahls 
FBi  bei  JB^,  aus  welchem  sieh  mittelst  des  dioptrischen  Grund- 
gesetzes auch  leicht  der  entsprechende  Brechungswinkel  finden 
lässt  Addirt  man  zu  diesem  Brechungswinkel  90^,  so  erhält  man 
d«i  Winkel  BBiE  und  kann  nun  den  Winkel  OB^C  berechnen, 
well  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

^OB^C=^AB^C+\^BBiE 

ist  Man  kennt  also  letzt  die  Wmkel  OCB^  und  OBtC  und 
kann  nun  prfifen,  ob  die  Bedingungsgleichung 

j^OBiC=j^OCBj, 

erffiUt  Ist.  Findet. sich  diese  Gleichung  genau  erfilUt,  so  iatABi 
richtig  angenommen;  im  entge^engeseteten  Falle  moss  man  ABi 
so  lange  Terbessem,  bis  die  in  Rede  stehende  Bedingunffseiei- 
chupg  genau  erfälit  wird,  wonach  man  dann  den  richtigen  \Verth 
von  aSi  gefunden  hat 

Hat  man  auf  diese  Weise  ABi  gefunden,  und  also  na- 
tflrllch  zu  gleicher  Zelt  auch  BtC  und  ^OBiC=j^OCBx  be- 
stimmt, so  erhält  man  die  Halbmesser  BiOszCO  mittelst  der 
Formel 

^^=^^^icoBOB^C  • 

Sind  wie  frfiher  p,  ^  die  (Koordinaten  tou  A,  so  sind: 

die  Coordinaten  von  Biip -i-  ABi.coaq),  q+ABi.B\nq>; 
die  Coordinaten  von    dp-i-  AC.eos^,    ^-f  idC.sin^ 

Denkt  man  sich  ron  Bi  ButMN  das  Perpendikel  BiQ  gefüllt, 
«nd  durch  O  mit  JlfJY  die  Parallele  OQ  gezogen,  so  kann  man 
den  Winkel  OBiQ  leicht  berechnen,  weil 
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eiiigefOhrt  werden,  was  z.  B.  geschehen  wQrde,  wenn  die  eine 
Sem  konstant,  die  andere  veränderlich  wäre.  Die  (41)  drückt 
sodann  eine  erste  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  p,  q,  p', 
q*  aus,  Ton  welcher  Beziehung  wir  in  unserer  Betrachtung  aus- 

gehen.  Die  Gleichung  (40)  muss  identisch  erfüllt  sein,  und  es 
andelt  sich  darum  zu  zeigen,  in  wie  fem  diess  unter  Annahme 
des  Bestehens  von  (41)  geschehen  kann.  Da  p*  q'  Funktionen 
Ton  py  q  sind,  so  ist 

also  muss  in  (40): 

sein,  woraus  folgt: 

Setzt  man  in  (41)  zur  Ahkürzung: 

89  3t(;  dip'         .      dq>*       , 

so  folgt  aus  (41),  indem 

dp'^dp'ip'^  dq'dp'     dq'^dq'dq  '*' dp' dq  * 


woraus 


(44) 


"  \dq  ^~dfdq  /""dp  ~'"Bq  ' 

Mnitiplizirt  man  obise  Werthe  von  E,  F,  G  bezfif^lich  mit  n^ 
—  2mn,  in*  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  RScksicht  auf  (43) 
und  (44): 


SM 

Km  Ul  »Mil  tdiwtr,  den  allf(e«ieiii€fi  Assdnick  (91) 
I«a4  m  t%t^imimck9m.    Wir  «•lle«    iiii»llrli    g«r 
Lan  4«f  PvU(t«  wgr€f  kff«iM»#fi  dbcrlicW  rbi#  Art 
fiMutti  clAffeiirMi  In  M^t^mder  WeU^.     Von  gbfi 
PwAto  il  <l«r  kf«ai»e«  C>WrÜcb#  twi    tltli«    »mi 
RklitMvii   ft«f  derselbe«  kirs#»ti»  Lliii#«;   ei»«    4«t«« 
erste    JM   mm  r  41»  EatfervvAg  de«  bdi^Mirv«  PiialitM  M  wm 
A.  niWtMCTt  ft«f  d«r  clvrdi  Af  fc^k^fidc«  Kdrsr*t«i,  ^ 


M ,  49tt  #befi  dl»M  Kirs«ste  Mit  der  erste«  bmcIM  •  «<•  #  ib 


Bufteii  iMi  IbtkaieMtr  I)  ?••  0  kU  i«  Kwiktt  w 
■MM  asf  eleer  der  voe  A  eeetelMedee  Kirteetee  IWt«  ••  lel  Ün 
dke  Plwkte.  die  «um  dercblien,  v  koMtMt;  gekt  mmi  4impm 
«if  eher  liaile  fert,  fieldie  ellf*  Kincete«  ■»kreafct  mml^ 
eckeeWet.    eo  kMkt  Ar  eile  derckleelceee  P— kte  r  keMiwI^ 


*« ..«„«.,.,«...-u..^^ 


OtfetevtlehMetlefit  vee  j*.  wree  Meee  r  ele  vere^ceivett  '■■V^ 
eekee    wird;    elee.  de    dr  dee  Eleeieet  der  kireeiles  Llale  to 

Pvekte  Jf,  Ar  «elcbe  je  ^  keeeleet  bt*  let  ^  der 
Wbkeb,  den  jenee  Peenet  »It  der  Ate  der  m  mmtkä ; 

j^.    ^   die  KiihiM  der  «l^el  eril  de«  Ase»  4m  gw^K 


ar)'+ßr+e)*='    « 


IHe 


Ae      Ijpr      }s 


eied   ekeefalle  yerlMfa   IMffer eetfel^eelleetee .  elMe  ele 
elclM  eee^ttelker  Keeleee  eee ,  de  ff»  »kkt  dee  derrli  JV 
Eleeieet  der  gwe^ee  Uele  (die  derrk  M  t^keed   eeT  AnTK 
eeekrerkt  etekt)  let     IHeee  K^eieM  eied  In 

1  ^^       Ihf        tri  . 
r  ff»  *     f  ft»  *      r  ff  * 


^    WU  eiMlW^  Mflii 


Ken«  iee«  dertfcef  mm 
Ueie  «ee  #  «••  glJri^tei 

••  f  eü»  ew 

eef 


f.  1.    L.'4^«atUa  4«  Mim  dagr«. 


(1) 


0.     (*  «'«Mt  pMsO). 


» 


ir 


(0 


••(M 


•f*MAeO, 


^  <,  ^  «ttrfMt  4  r 

d  m  ■'•■I  pMsO)  i  rfiMllM 


>        '  . 


(*) 


i--(a)) 


»    k  CM   j«  aasO)   i 

4«U  ' 


0 


(9) 


V»t-.5[.«-.((.-^))]. 


H9«  C9  ^'^  fVVsMN  ft9 


(•> 


1 

r 


4«l* 


v«f«a  4t  I« 


I- 


i-<»iV^^). 


SM 

Em  Ut  »Mil  Bfkmf,  den  allff«flieiii€fi  Ammitwek  (32) 
Iwmt  m  vifhificlif.    Wir  w«IImi    nimllrli    g«r 
Lan  4«f  Pvnkt«  •»»gr€f  kff«i»M#fi  CHierÜ€ll#  ebi#  Att 
fil»at»ti  chiffeiirMi  In  Mfn^mdet  WeUc.     Von  gbfi 
Ihnikto  il  4«r  knuMiMa  OberÜeii«  twi    tltli«    auui 
Rkfct—Kiii    Mmt  derselbe«  kflrt#*ti»  Liiii#«;    eiM    ^^mm 
erste    §#l   mm  r  dl»  EatfervMf  ckw  beneWfrv«  PMifcifv  Jf  lül 
J,  ni*>"<^  **'  ^^^  <l«rcii  4f  fc#ii^fi<l€«  KdrseM«!,  i^ 
M,  4f«  #befi  ilmm  Kirs«^e  »it  der  erste«  bmcIM,  «<•  #Al 


Beiteii  MM  IbtkMeeetr  I)  tee  0  bU  U  irnibH 
■HM  esf  eleer  der  tmm  A  MeirelMtt«lee  Kirgeeten  fett.  ••  la<  I 
Ae  Plwkte.  4U  «uui  dercblien.  tp  koMUat;  gekt  mmm  iiMiji 
«if  eher  l^le  fert,  firldie  tue  Kincete«  eettltf^dM  mmä 
echeeWet.   eo  UeiM  Ar  eile  derclileeieee«  P— hte  r  IhmIhI^ 

Setst  MMi  MRi  le  (32)  rürp,  ip^Ar  f.  eelets.lL|^   4 


Dlfcre^tUlyietfeet  veii  j*.  wree  Meee  r  ele  ter«MMf«M  Mar 
eeliee    wird;    elee,  de    3r  dee  Eleaieiit  der  kireeeles  Urie  M 

Peekte  Jf.  Ar  «eklie  je  ^  keeeteet  bt,  let  ^  der 
Wlekele ,  den  jenee  Pwnet  »It de?  Asc der  jr MckI; 

j^.    ^   die  KiihiM  der  «l^el  »Ü  de«  Ase»  4m  gm^K 


(>)**©)•♦(£)•='    « 


IHe 


hm      hf      hl 


eied  ebeelüle  yertle>e  IMfW eetleh|voti#etee .  elMe  ele 
eiclM  eee^ttefWr  Keeieee  eee .  de  c^e»  »kkt  dee  derrli  M 
Eleeieet  der  tiveitee  iJiile  (die  derrk  JV  irekeed  enf 
elee  eeekrecfct  etekt)  let     Diese  Kaeiees  mkm^  \m 

4        •  •         •  »        • 


*)    Wie  eAiBlic^  UM^i 

Fet  4Imi   «««i««  t. 
»  ««e  4w  k4ir«#  i 
ftene  Amm  dertbe^e  di«» 

Jp  ^#e  fwS'vviB  eBttese.  eto  s^v  le 

eef 
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'=vw^^y*ay- 


Denkt  man  sich  atso,  wie  bereits  gesagt«  durch  den  Punkt 
M,  dem  r  und  if;  zugehoren,  zwei  Kurve»,  von  denen  die  eine 
die  KOrzeste  von  A  aus  ist,  auf  der  r  gezählt  wird  und  fOr 
welche  ^  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kür- 
zesten) Senkrechte,  ffir  welche  r  konstant  ist,  sa  muss,  weil 
diese  zwei  Kurren  auf  einander  senkrecht  stehen : 

Bxdx     dydy      dz  8z 
sein,  so  dass  also  jetzt 

a,.=3,.+,^,..=(^)-+(^-)+^)-.«„ 

Hier  ist  also  klar,  dass  td^  da^  Element  der  zweifeH  Kurve  inr 
Punkte  M  ist,  da  Ss  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  dessen  eine  Kathete  dr,  düe  andere  folglich  rd.^;  ist 


§•  11. 

Wir  haben  in  §•  8.  gesehen,  welche  Bedeutung:  die  Grösse 
RR*  hatte.  Es  roae  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
durcn  p  und  g  (§.  10.)  zu  suchen. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (21^  nnd  (24)  mit  (31),  so 
sieht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  man  in  erstem  statt  x, 
y>  ^f  ff'f  ^  respective  setzt:  /»,  ^,  x^  jf,  z. 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  von  (260»  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung «setzt: 

SySz      3z  3y j       dzBx     dxdz_ ^      ??^ ^??— /' 

^dg'^Spdg        '     ^dg     dpBg         '    BpBg     SpBg'^    ' 


■+(I)*HI)'= 


'dz  V .  /fey    A*+B*+c* 


^''."^r*-^  *" 
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A«f60t^il  estftis^  devt^riCermaintenatit  qu^en  efet  cette  denil^re 
expreMiion  des  racines  convieat  ^gaUment  an  caa  mtoe  tlii- 
golier  (15)*). 

2.  Lonmae,  au  contridve,  la  relation  (13)  n'exiate  pas  entre 
l«i  coetteieiito  de  l'equation  propoa^e  (8),  il  est  toajoar  possible 
deJ%tra9afprmer  «a  uiie  aiitre  ^uatldn  de  m^iiie  degü^. d^nt  lea 
oo^Piieieats  rempiuMiMit  cette  cenditlön  (13).  Car»  e»  peaant  daiia 
rS&B  (8) 


X^Xi+U, 


eile  ae  r^dait  k 

m 

+  a 


-|-3aM 
+  6 


+2bu 
+  c 


=0, 


00,  poor  abröger. 


ü^^  ü''  D' 

OQ,  enfio, 

(IV)    ari*+aiafi»+6ia?,«+Ci:ri  +  c^=0; 
et  ia  relation  des  coefficienta  dont  il  a'agit,  savoir, 

(20)    c^=a,^d,\    ouü'«=(j^)*Ü, 


•)  En  effet  1^  •! 

c  est  =aVii=ay«,  6=(2y*=)2Vii, 
r  ^qoation  propot^e  (8)  a  la  forme 

«*+ Är»+2Vii.a:«  + oyd.a:  +  djsO 
on  bieo 

eta^  ii 

e  ett.=:— aVd3B<9*,  6=(2y*=)-^9Vii,  h 

r^oation  (S)  a  la  forme 

(«^\/d)(«*  +  ««— V<0 = 0 ; 

eft  on  reeoimait  ritteeitl  fii'mi  effet  daat  !%■  et  fantreeaa  la  femnile 
(IT)  ffiittiiira  loa  TMlablea  nieiaee  de  cOe  ^faatieBt, 
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so  ist  ofiralmr: 


1  8JB  ,1  BE         „     dp      1  36' 


8F      l^SE         ,_i3G         „_1»C 

ap~2  ^'    "-a^'    "-J89' 


iodann 


)* 


8n      Sn* 
S^      dp 

_  a^  8^    ^  a«^    3^  3«*     /s*xY    /üV    /i^^» 

8*F       1  8«£      1^  8*G 

—  ^~2  '5^"~2  ^' 

Ferner,  wie  in  §.8.:  • 

/r-  m' — -^  nfzz:  C^—k A  k— st  » 

oq  dp  opoq  opoq 

.89  8p  8^89         8/>89 

a^      8«  ^a^j;      .  a'z 

89"*  "8/»"— '^89«     ^89*' 
dt         .8*  ,8*^      -,8"« 


803 

l*i$qiiatiob  se  rädait  ä  ^ 


+^«-(^'-26)1=0, 


M 

est  Evident  qu'on  aufa  dan«  ce  cas  däfinitivemeDt 


et  aae  le  eoefficiest  >de  ti^  n#  peut  pas  y  dtre  j=0,  c*  n'^tant  pas 


8.  Quant  k  la  ABeaasion  Am  raefaies  d*ane  ^qnation  da  4« 
degr4^  poor  eequi  c^ncerne  la  d^tarmiaation  dea  casoü  les  raciaea 
aaqt  rMlIaa  ou  imagiBairaa,  eile  peot  ae  iaire  tr^s-aiaäment  toutes 
lea  foia  que  Ton  a 

(13)    (^=:ä^.  ' 

Ed  effet,  loraqae,  dania  ce  caa» 


1.)    a  et  ,c  aont  dea  aigoea  contrairea, 

^  Uv  '  '  ■  . 

puiaqa*  alora  y  d^igiie  iVdp  et.qiie  par  auite  röqaation  (17)  ae 
r^dait  äi       >     • 


.  V. 


,«±V^[^tfi^  ^  |;f±V:^^±*LT+ vrf^ 


il.Mfr  «Uit  qoe,  o)  ^cl-f  6    <SUpt  ,.p«Mt4f  «t ,  «»p^rijaur  k 

.  ■»'.     ".'.■•    ••     ■   t;^'    t  .'Vi"     < •-  .■         .  .-/i*         u     '!..■;     '     '   .  •■(     ,■■■  '.li. 

*  i 

Loraqu'an  cootraire»  dana  le  mtaecaa;  *  ( 

•  .   All  -i'  *■  ■;   ^•\    {         i   ]■'.        .'■  > 

2.)  a  et  c  aoDt  de  mAme  eigne, 
pubmdlbika^'iM^^  eilqae  >rr.  auite  i'tfqfiatlab  (17)  aa 


*)  4a«s  Im  Mlr«s  cts. 

ffwl  iwiglMlrM,   mvImmhM.    •!  Vif 
It0  4ms  carr^ 


M^B  FA^IA^^B  ^^Bff^^feft    ff^^^l^BA.    fll 

•iVrf  M  wirpMia  pM  r«i  ai  r 
cwNs,  et  aiHhi 


.  «»VA 


et    tai    lMj|k 


X)    «  et  e  ee«t  tmm  et  Favtr •  «0, 

• 


p*^ilete>  eek  fi'e«  fceee  fsW  m  «iVil»  r4«MiM  (17) 


lest  ■  e'aflt  eet  Um  el  rfMie  «rt  «'y  » 

Id. 


le  CM  e4  k  MeiMiM  (1^  M  eeM  , 
MT  Im  ciiBcfiete  4m  r^oMttM  MMthe»  m'm  mIm  ei 
U^fmm  rye«r  4e«MerMlM  Nette  4e  lieMilie  (tlD 
pewni  epfeeMMr*  ■■•¥«  eoeei»  ▼eteeievieM  ce  mh  tmnn  e  evn 
cl-4eeeM  m  I^.  f^.  W\. 
e»  ^,  €•  rf  per  Im 
ceeAcieMe  e| «  eg  ^  €^  ^  ag« 


4.    PMr  M 


«• -I- !*• -f  7^-f  iav~  I8«0. 
(ma'yavMlM.    L'liwiii  (II)  iwll  »» 


Ib  ItasafMMi«  (U)  AMaaltaM'  HMtoa  «  fM  Im  nttam  €im»  m 
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8t(S— 32x3^60« -33=0, 

4 
ou,  au  moyen  des  positious  u-=f-|-^,    2t  =  v: 

,     154       4076     - 

»' — r''-"2f  =^' 

dont  les  racines  sont  iDdiqu^es  par  la  formale 

t.=  3VT54.co8  J3a«c«»((5v(l5^.))j ' 

et  entre  elles  la  racine  reelle  par 

l  9  25 

«= g  (V2744-f  V1331)  s^ . 

et,  par  aalte >  la  valear  corr^spoiidaiite  de  tt  par 

11 

Maintenant    ies    coefBcieata  de  la  trans formte  (19)    de- 
viennent : 

aj  =24,  .61  zn-g- ,    f|  =6.157,    di=  -jg-- , 

ia  r^latioD  Ci^=saAli  a  donc  Uea,    et  on  obtient,  en  verta  des 
^quations  (22)  et  (18), 

^      11      12±1     •  ^/12ilY      157. 

et,  par  saite,  Ies  racinea  de  Täquation  primitive  seront 

-(1J:V3)  et  dtSV^r, 
dont  on  peot  aoasi  maintenant  v^rlfier  l'exactittfde. 


Theil  \IX.  21 


Bttn  PMfewor  Dr.  J.  DIeiger 


U  4««  r>lfl«»«n  tob«   lefe  iWMTkl .  41»  hMffc 


MiM  ib«f  Krtaa«««,    lllMVM  md  AU>il4*M  

■fttbt«   HM«*mi<»rp(U«     Amm  4m  k  4mi  1  ifciUifc  w  » 

t*6h«lH^h  r-rW>w«*><W«  Aums  Ihw  Kr^M«.  4k  hfc  4w  tX 
■Ua<t>ik<Ht  «ntM  lUuht^  ihwaii  mAMtm  m  mtmm.  w^« 
M.M»il.rl.  .Iir  Sku^  •»»  <;■«•■  Am  Bivmff  »4  AHMI  m 
4«  hmwMra  ObriSArbn  Mrh|«wW*M.  8«MUI  lubf  fefc  ^« 
r»lc«^r  Wr«W:  N|>l>tfalill.rllvTtlK-«>>««>lll*  >•«  H«ff. 
KMkffhrr  •Ipo  ArckU»,  (KerltB,  Ihl-l  !•),  f«»(l-«  K». 
»Iltll  rlM  AbliUHll«H«MMIftdln|k«)W»»fU»4«  4m  t'fclW'. 
MbM  J<i>it>Bl*,  A.  rO.  ff-,  M  «•!<!  <rlM  mIc^  dwiwlfc»«  V«- 
hl  r  ia  4blM  n«B4«  >»m«  Ja«r»kl*.  S.  Kl  :  Arkafil« 
■•IkcwilUrb»  (;>.|i«phl«.    UirrBaad   S    ISO  ft  :    n4 

hvra  G««4l«la  *•«  !••■•«.  (C«ltUff«p.  IMl-)- 


A».f.  »)=»-0 
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A  aus  gehe  mao  auf  der  Oberfläche  (1)  m  einem  unesdlkh  nahen 
Punkte  A*,  dessen  Koordinaten  seien 

X'\^Ax,    y  +  Ajf,    t+Az^ 

wo  Ax,  Ay,  Az  unendlich  klein  sind.  Da  A'  auch  auf  der  Ober- 
fläche (1)  hegt,  so  ist  also  auch 

fix-i-Ax,  y+Ay,  x  +  Az)=^0.  (2) 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  durch  die  Punkte  A  und  A\  so 
Ist  dieselbe  Tangente  an  jede  Kurve ,  der  das  Element  AA'  an- 
gehört   Die  Gleichungen  derselben  sind  mithin: 


j^i^^-s),      r-g=:^ 


d.  b. 


Z-"=^%{X-^h     F-3r=g(Z-*);  (3) 


wenn  X,  Y,  Z  die  laufenden  Koordinaten  der  Geraden  sind.  Aas 
den  Gleichungen  (1)  and  (2)  folgt  aber  bekanntlich;    . 

du      Sud«      du  dz      ^ 

elimiiiirt  man  nun  zwischen  (3)  und  (4)  die  Grössen  ^»  SZ,»  ^^ 
erhält  man  die  Gleichung: 

%(x-x)  +|(r-,)+|(z_«)=o.  (5) 

welches  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  Ebene 
ist.  Diese  Ebene  enthält  also  die  Tangenten  an  alle  möglichen 
durch  den  Punkt  A  gehenden  und  auf  der  krummen  Oberfläche 
befindlichen  Kurven,  und  heisst  eben  desshalb  die  Tangential- 
ebene an  die  krumme  Oberfläche  im  Punkte  A. 

Diejenige  Gerade,  welche  im  Punkte  A  auf  der  Ebene  (5), 
also  auch  auf  der  Fläche  (1),  senkrecht  steht,  beisst  Normale 
an  die  Oberfläche.  Dieselbe  steht  also  auch  senkrecht  auf  allen 
Tangenten,  die  man  nach  dem  Obigen  durch  den  Punkt  A  zie- 
hen Icann.    Ihre  Gleichungen  werden  mitUn  sein: 

|(z-z)=^(j:-*), 
|(J'-»)=|(J^-*)-  («) 

21* 
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OMitidre«  lottfresaautes  ooll  a  trait^M,  rendent  son  Jpwd  ouvrage 
Moi^aesoas  od  titre  ^lemeDlaire»  pröcieux  nta«  a  ceux  qui  ont 
wj4  iait  4e  iNTogr^a  daoa  la  acieoce  *).  Loa  /^pplicationa  qai  y 
mmt  caoteaiis  aoot  proprea  i  piqiier  la  «arioaitd  par  leur  impor- 
iMC0  et  par  la  mani^re  dont  eile«  y  aont  pr^aeatöea.  .  11  contieDt 
loa  geriuea  oombceux  de  nouveUea  recbercbea»  et  depaia  aa  publi- 
cation  le  C.  Bertrand  a  poarsuivi  avec  succes  ses  profoudea  io^- 
ditationa  aur  quelques -ans  des  cbefs  qui  y  son  trait^s.  Noua  at- 
tttodona  a«ee  une  juate  impatience  aea  travaux  «ur  ki»  aolution  g^- 
atfrale  .doa :  ^uationa.  Lars  m^me  qu*i|  ne  parvißndrait  paa  h 
iMvpiQilaff  eonipl^temeut  des  difficultes  ««lui  juaau*a  präsent  ont 
aivit^  loiis  lea  mathömatijciens ,  l'ardeur  infiitigable  avec  laquelte 
iL«  povraui?!  aea  calculs  ne  doit  dous  laiaaer . aucun  deute  qa*ila 
B«  pr^aestent  dea  d^ouvertes  importanies^). 

•»La  aacc^s  qu'on  obtient  dana  la  culture  d*uDe  acieoce  e$i 
an  Ken  oni  y  attache  fortenient,  et  11  h'est  reservä  qu'k  an  petit 
nombre  ae  gäujes  privilägies  d'etendre  et  de  varier  Jeur  occupa- 
tmlifMir  na  grand  nombre  d*objeta.  Le  C.  Bertrand  jouU  do  cette 
hmireuiie  diapoaition.  II  n'eat  ^tranger  k  aucane  dea  brancbea 
dea  actencea  pbiloaopbiquea.  Lea  discoura  qu*il  a  prononcda  dana 
oatta  eerteenie  litt^raire  et  patriotique»  dec^lent  le  pbiloaopbe 
profond  et  ingönieux.  II  se  plait  a  remonter  aux  cauaea  dea  granda 
phHteofll^oaa  de  la  natura  et  de  ceux  surtout  ani  concerneä  plua 
patüoali^renMnt  le  globe  oue  noua  babitons«  ll  a  trait^  de  I^Üer 
olricil^  coBBBie  cause  de  ta  foudre«  avant  qua  lea  principea  d^ 
Fmddta  et  le  auccöa  avec  leqael  il  a  d^sarni<^  lea  cieox  fuaaea| 
coama  et  admia  auaai  univeraelleroent  qu'ils  m^ritent  de  |^<»tre»  -^ 
et  enanite  de  deux  fläaux  destructeurs  cle  notre  globe,  la  er^le  et 
les  tremblemens  de  terre.  Avant  l'exp^dition  de  Cook  dana  la 
mer  da  Sud,  il  developpa  les  raisons  qui  le  portaient  ä  croire  qae 
oet  iaträpide  navigateur  ne  trouverait  point  de  terrea^  australea. 
11  a  expoa^  avec  la  profondeur  et  la  preciaion  qui  tui  aont  pro- 
praa  la  natore  dea  diCi^ns  fluidea  tfaatiquea»  dont  la  döcoaverte 


*)  D6veIoppement  nonveau  de  la  partie  ^l^mentaire  des  math^ma- 
qnet  prife  dans  toate  son  ^tendue:  par  Loni«  Bertrand.  Gen^ve  1778. 
S  vol.  in  4. 

**)  Da  die  Bibliotböqne  britannfqne  nicbt  immer  bei  Händen  ist,  eo 
mag  Ibre  Notix  nber  Bertrand*f  Bemühungen  um  die  allgemeine  Lösnng 
der  Gleicbnngen  hier  beigefügt  werden:  „On  «ait  que  jnsqu'i  präsent 
le«  Solution«  g^n^rales  de«  ^quation«  «'arr^tent  an  quatri^me  degre,  et 
qae  le«  pouvoirs  de  rana1j«e  y  ont  tronv^  leur«  limite«,  m^me  dans  la 
main  dea  plus  grand  matb6macicien«.  AL  Bertrand  avait  en  le  conrage 
d'ealrer  dan«  la  route  qui  pouvait  conduire  k  cette  conqn^te,  par  la  «o- 
lotion  d*nn  probl^me  qui  offrait  quatre-vingt-dix-buit  ^quation«:  11  tra- 
milla  saus  Interruption,  pendant  «ept  ou  buit  ann6es,  ä  P^limitatlon  des 
bieonnnes  de  ces  ^qnations,  avec  une  sagacit^,  une  constance  et  nn  ordre 
qn'on  ne  pent  assez  admirer.  II  avait  Tespoir  d'arriver  an  terme  oü  II 
verrait  si  le  probUme  ^tait  d^termin^,  lorsque  les  troubles  de  sa  patrie 
rarrach^rent  k  ces  occupations  tranqnilles,  et  I'engagirent  k  en  faüre  an 
g^n^renz  sacrifice,  pour  se  d^voaer  aa  biea  poblie.*' 
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d.  h.  u'  ist  positiv.  Folglich  niiiss  das  ol^e  Zeicben  in  (7)  dann 
genommen  werden ,  wenn  man  die  Normale  von  A  aus  nach  der 
8eite  der  krummen  Oberfläche  verlftngert,  nach  der  ti  positive 
Werthe  erlangt.    Man  beweist  ganz  eben  so,  dass  nach  aer  ent- 

§egengesetzteo  Seite  hin  u  negative  Werthe  erlangt.  Die  erste 
•catf  der  Fläche  so)l  die  posiiive,  die  .zw^e  di^  negativ^^ 
heissen,  und  wir  wollen  also .  laskQoftig  die  Normale  von  dam. 
Punkte  A  aus  nach  der  positiven  Seite  der  krummen  FIScJieuBS 
verlängert  denken,  so  dass  wir  in  (7)  bloss  die  obern  Zeichen 
beizubehalten  brauchen. 

In  der  Regel  wird ,  wenn  man  einmal  auf  der  positiven  Seite 
der  Fiäche  sich  befindet,  u  immer  positive  Werttie  haben;  es 
niüsste  denn  sein,  dass  die  Normale  aie  FlSäie  noch  einmal  träfe, 
wo  dann  ein  Zeichen  Wechsel  vor  sich  ginge. 


5.2. 

Wir  wollen  uns  nun  auf  einer  krummen  Oberfläche  (1)  von 
dem  Punkte  A  aus  in  einer  bestimmten  (aber  beliebigen)  Rich- 
tung hin  zwei  Kurvenelemente,  d.  h.  nebst  A  noch  zwei  aufein- 
ander folgende  unendlich  nahe  Punkte  denken,  deren  Koordinaten 
seien : 

x-\^JXy  y+Jy,  i+Az;     x+2Jx,  y+2^if  +  J^,  x  +  2J2+Jh; 

wo  wir  also  x  als  die  unabhängig  Veränderliche  ansehen.  Da 
diese  Punlkte  ebenfalls  auf  der  Fläche  (1)  liegen,  so  muss,  nach 
einer  bekannten  Betrachtungs%veise  der  Differentialrechnung,  auch 
sein : 

^      du      du  dy      du  dz      ^ 


dxdz   dx       -SyS«    Sx  dx'  dy  dx*      dt  dx* 


(8) 


Ist  die  Richtung,  in  der  man  vorgeht,  bestimmt,  so  sind  es  auch 

d^      dz_      dhf      d^z 
dx*    dx*    dx^*    dx^ 

Durch  die  drei  angenommenen  Punkte  kann  man  nun  einen  Kreis- 
bogen legen,  dessen  Gleichungen  seien: 


im  ■MhMnag  te  CM«w  «,  ^,  f ,  f.  •,  * 


dx* 
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5««                 ar«  Sx      8ä*  aar 
a  = 


c— j;=:  — 


.  /a«»  \«  ^/a^8y    ?^»*Y* 


_    L^\dxJ  ^  V8a;;  J  ijÄx  +  83*^83?/  ~  9x*  Sx  8«J    . 

VS^>^  +  KJS^J  +  V8^  Si~^SiJ 


,_   ^     L  "^^yaarj  ^'  (8xj  JL8a«Vg^j  ~  8a;»  dx  §x  "^  8a:« J  ] 

+  l,8«V   ■'"VSi«8x~8«*ary 


Die  FonnelD  (9)  bestimmeD   den  betreffenden  Kreis  vollständig. 

Offenbar  kann  man  die  Aufgabe«  die  uns  beschäftigt ,  auch 
so  ansehen,  als  habe  man  durch  A  irgend  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Fläche  (l)  schneidet,  und  man  netrachte  in  der  (ebenen  j 
Schnittkurve  zwei  Elemente.  Ist  die  Kurve,  von  der  wir  zwei 
Elemente  wählten,  eine  Im  Allgemeioen  doppelt  gekrflmmte,  so 
darf  man  Ja ,  um  die  eben  angefahrte  Betrachtung  klar  zu  machen,, 
nur  die  Krfimmungsebene  dieser  doppelt  gekrümmten  Kurve  im 
Punkte  A  als  die  so  eben  angegebene  Ebene  ansehen. 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  wollen  wir  aber  ein  an- 
deres Koordinatensystem  einfahren.  Wir  wählen  nämlich  den 
Punkt  A  zum  neuen  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  (5)  zur 
Ebene  der  ay  und  die  Normale,  in  dem  §.  I.  angegebenen  Sinne, 
zur  positiven  Axe  der  2.  Da  nunmehr  die  Gleichung  der  Tangen- 
tialebene 2=0  sein  rouss,  so  ist  also  jetzt 

n    du   '  du     ^ 
während  -^'  nicht  Null  sein  wird.    Da  di«  Richtung  der  Axen  der 
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mwmig  Mch  wiUktkrBch  McHU,  «o  wililwiftirdiMiHiiii  m» 
^^  thMfilli  Ndl  winl  Ar  jrsf =tr^a  Um  Uutow 

»l%ncli  Mi,  •rWHeC  m:  Mmi  frihU  tMmt  41«  LauM  4m 

im  X  wmi  f  (■•»hraclit  mC  «I— adf)  willkiMkht  ••  4mm  im  MM- 

gMMi«M  ^j^  Bicbl  Ndl  Mi  (wtu  »M  lU«  C»i«<t 
iMl.  wt«  M  ih  iMikaMtM  rmMh  Ar  Ki 

VtrlMtMl).     Oft  fir  jraiysiasO  ««dl 

M  aNNHi  A«  GrfaM  m  m  liüciiifM  Mi«»  iUm»  »mm 
0I0  »kill  Umm  P«Imbc»  «»lialt,  i\9  In  IIk  et»«  t« 
IffBMiMMiMicii    Cra<iM    Mcli   iImi    MaclMnte'acli«»  Stell« 
tricfcdt»  AqmUm  die  Fom  iuW: 

iiSBAj«4£ffy4«V«f  P. 

w«  P  Mm  üUim  MtkUl.  «•  Mm«  41«  «f»i»  «kr  s»««!«  Ol 

i«m1m  tmm  m.  m  mMmkmb.  A1«4mii  i«t  «fester  Ar  j~y — ^=^' 

tßm 
v-^bI.    Mm    l»4«t«   WS  4to  IUelil««||  4«r  As«»  4«v  «•  f. 

4.K 


;rsy««M  — y«lM»     SfSJf'«iM4y««MS 
M  trir4 

«=5*'jr^  +  Aj^^#«iy*#  P. 

»•PI»  B«Mf|  m(  x',  /  4i«Mlb«  FiftrMduA  lut.    »I#  P  te 
B«Mf  «»f  jr»  f.    Wm  de»  W«rtli  %«»  t  «aWUakI.  mm  Uc 


fss  — 2A«i»«r«M f  <i«l«> n««  -f  /(ro«««— «i»^) 

r- (m  —  A)«i«:2«  f /c««S« 

•^•r      '-f.        H«ll     ««•    r-^O    ««i«»     ••    «MM«    «MM 

Ig^      r t  »«r»M  «t«  reeiirf  Wrtfli  %m  «  r^lfl.  m 


««f«  B«lu«|»e»»«  i«terlllfrflict   ist     ^AIiIm  »k  m»  db  |k 
««l4rfMt««   I«  d«f  ««ff«f«W«««  Arl.    •«  M«!  •««  (H), 

de«  P««l^l  A)   ämk  ?  ^0.     ««d    fuiirlicli    dW   dHlt« 
(«)   »ird 

^).+ ©).(2)>  (tXQ.-     -» 


|1 
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iTo  der  angehSngte  Zeiger  0  bedeutet»    dass  man  nach  der  Diffe- 
rentiation :r=y=r=0  zu  8et2en  habe. 

Die  Gleichung  der  Ebene»  von  der  vrir  vorhin  sprachen»   dei 

x  +  Ay+BzzizO, 

so  ist  also 

al.o,  da  (£)  =0: 

und»  wenn  man  diess  in  obige  Gleichung  (a)  setzt: 


(^^  =- 


V3«'/o  ^a 


und  dann 


(1) 

woraus  nun  folgt: 


in  welcher  Formel  allerdings  das  zweite  Glied  das  Doppelzeichen 
±  haben  sollte»  das  wir  aber  weglassen»  so  dass  q  als  positiv 
oder  negativ  betrachtet  wird,  je  nachdem  das  zweite  Glied  einen 
positiven  oder  negativen  Wertb  hat. 

Legte  man  die  fragliche  Ebene  noch  spezieller  so»  dass  sie 
durch  die  Normale  ginge»  und  also  einen  Normalschoitt  bil- 
dete» so  kann 

x  +  Ay=0 

ihre  Gleichung  vorstellen»  und  der  entsprechende  Werth  von  q 
ergiebt  sieh»  wenn  man  In  (10)  ^s^O  setzt»  d.  h.  man  hat  jetzt: 


tu 


(II) 


(•4m4U)  W«rtlM  VM  ii 
«UM: 


fe-- 


[Q.+ '©).-©).-' (S)J-* 


4  b. 

W«(h( 


ilsO.  Um  Arnos,    Wallte 


>) 


1 


0^  "'(»:)■ 

•"G5).*c(2). 


«rf  S^aO.  |M(  CarO,  4.  b.  Astw.    Km  M  t^  A 


As,9i 


"W."" 


u).  _« 

(5). 


4  h.«« 


-»-T 


#99  SCMHHB   hm   MF  ^SSwt 

ft,  Ar  ^ssob:    f  »9.  4.  k.  4k 
■««I  MdHaite  wfltM  »k  HaaMscIiaUt* 

H»B^tkrlaaaagsbalba««cer 
•I-Jf«««« 


-I 
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einabder  bilden,  in  denen  eben  diese  Ebene  und  die  Ebene»  wel- 
cher der  Krümmungshalbmesser  R  entspricht,  die  Tangentialebene 
schneiden.  Heisst  nun  a  jener  Winkel ,  so  ist  mithin  ^*=cotg^ 
und  folglich  (11): 

H-cotg««  RR,   

^^     ,  .      1   ,     l     —  Äsin»«+ÄiCos««*  ^'^^ 

cotg««  •  g  +  ;^ 

vermittelst  welcher  Formel  der  Krümmungshalbmesser  jedes  Nor- 
raalschnitts  durch  die  beiden  Hauptkrümmuni^shalbmesser  ausge- 
drückt ist.  Ist  nun  R=zRi,  so  ist  allgemein  q^^R,  d*  h.  iQle 
Krümmungshalbmesser  der  Mormalsshnitte  sind  gleich. 

Was  den  Werth  der  Grossen  a,  ß,  y  anbelangt»  so  findet 
man  nach  (9)»  dass  jetzt  a=j3s=0»  y= — ^,  so  dass  der  Mittel- 
punkt des  Krümmungskreises  auf  der  Normale  liegt;  fHilt  nun  der 
Werth  (12)  negativ  aus,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  nach 
der  positiven  Seite  der  Normale,  d.  h.  nach  der  positiven  Seite 
der  Fläche,  gerichtet,  entgegengesetzt  im  andern  Falle,  wobri 
freilich  obiges  bestimmte  Koordinatensystem  zu  Grunde  liegt 

Immerhin  aber  folgt  aus  (12),  dass  wenn  12,  At  nach  der* 
selben  Seite  der  Normde  hin  gerichtet  sind,  alle  Krümmungs- 
halbmesser der  Normalschnitte  ebenfalls  nach  der  nämlichen  Seite 
gerichtet  sind,  in  welchem  Falle  die  Bläche  in  A  eine  doppelt 
erhabene  (oder  doppelt  hohle)  heisst.  Sind  R  und  R,  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  so  ist  ein  Theil  der  ^  anders  gerichtet,  als 
der  andere,  und  die  Fläche  ist  in  A  hohl -erhaben.  Die  Scheidung 
geschieht,  wenn 


tg^=_«^  tg«=±V^. 


in  welchem  Falle  ^=oo  ist,    Ist  1Z>/2|   und  haben  beide  Grös- 
sen gleiches  Zeichen,  so   erreicht  ^  seinen  grössten  Werth  flir 

a=0,  seinen  kleinsten  nirja^^-,  wie  man  diess  am  bequemsten 

aus  der  Formel 

RRi  RR, 

^=Äi-KÄ— i!li)sin*a=  Ä— (Ä-Äi)cos«« 

ersieht    Also  bt  dann  wirklich  jRein  Maxhnum,  R,  ein  Minimum. 

Sind  R  und  R,  von  verschiedenem  Zeichen,  so  sei 

a)    R=z-^R',  ft|  positiv;  alsdann  ist 

-R'R, r  *!___. 

^  — — Ä'sm«a+ÄiCOii««"-  -Ä'  .  «     .        •  ' 

*  -g--sm*a  +  cos*« 
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narNcMMT  «fftidbl  99immm  urfiMten  Wehk  Ihr  «  =  ()•  w«  «r  ■ 
••  dsM  Mr  «=^   wIrUlcli  ffg  eaa  MMommi  M; 


Mgl.  dM«,  flr  «-0.   #f  «ia  Mbim«.    «nd»  Mv  ««  J 
E#  Ist  MB  leklrt»    de«  KrfloiAMiiftlHÜbMMMf  ifftad 


jjfcli  il  ftleffittt    g>ww  IlikaUlM  i« 

wrtttt  fl  «Irr  \%ifiLrl  i»t.  ilrn  dir  llurt  h*«  lliiilUliaM»  d«f  fr 
KW*«  andtlrf  1  «ncmlialrbcftr  ml  drf  Liaie  Hurlll.  m  welrk^t  4m 
il«»  kr<lnini«iiK»lMibiiirM#r  1^  t  nl  st»!  rr  Im^Jt  l'.br««  difrlW  Ta» 
||f>iilulclirffir  «lurrliM  liiiriifpl     1*1  u  «Irf  Wiiikrl,  drtt  «A»#fe  I 


•ms 


^    lt.te«^  lir,c«»«« 


(LK 
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wodurch  aUo  auch  der  fürOmmuDsshalbraesser  dieses  Schnitts 
geeebeo  ist.  Was  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 
anbelangt,  so  ergiebt  sich  leicht  aus  (9) : 


(H-^)g  .     RRi  (H-^«)2?  RRi 

"-l  +  iia+fia  Ä+^Ä,'    P  ~  A{\^AHB*)  '  R+J*Ri ' 

_         (1  f^«)»  RRi 

« 

80  dass  der  Werth  von 

y  =  -  ^osio  =  -  g^i„«„4^7^i^. 

also  die  Ricbtang  dieses  Kriiromungshalfomessers  in  Bezug 
auf  die  Nurmale  dieselbe  ist,  wie  die  des  Normalschnitts, 
dessen  Ebene  die  Tangentialebene  in  derselben  Linie  schneidet, 
wie  die  Ebene  der  betrachteten  Kurve. 


§3. 

Man  denke  sich  dne  Reihe  Normalschnitte  durch  den  Punkt 
A  gelegt,  all^  densetben  Winkel  <p  mit  einander  bildend,  so  dass 
ncpsow^;  sei  «i  der  Winkel,  welchen  der  erste  dieser  Schnitte 
mit  der  Elbeiie  *aes  Krüromungshalbbessers  R  macht,  so  dass 
at-\-^  der  Winkel  des  zweiten,  .^,  at+ntp  der  des  letzten,  wel- 
cner  niif  dem  ersten  zusammenftllt,  ist;  seien  pi ,  Q2»—"tQn  die 
Krümmungshalbmesser  des  Isten,  ^ten,....nten  Schnitts,  mit  den 
ihnen  gebührenden  Zeichen  genommen,  so  dass  gleich  gerichtete 
auch  gleiches  Vorzeichen  haben.    Alsdann  ist  nach  (12):    ^ 

Ol       (Hl               Q» 
j        •  

=  Tsr  [eln'ffi  :^  •iii*(«i+9) + ••••+  »»«*  («i  +  n--lg>)  ] 


«i 


l 


+  ^  [co«^4+cos*(ori+9) + •••  +  cos*(flfi  +n— 19)  ] 

d.  h.  wenn  man  beachtet^  dass 

1— cos2^  l-|-co82^ 

sin^= 2 — ^  ,  cos«^=  -^-g —    ' 

also: 


tis 


.j. 


.  t<«i<b,4>;:=iv>j=>{.  •«•  *>•«. 


(■«t  «Mk  «nkh,  TU.  XI.  S.  «). 


I   »•■   «urli   tu   fit**>,    ■*■'   JluctbMI 


_         _-         _  '* 
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wenn  sie  natib  vencbiedenen  Seiten  der  Nonnale  gerichtet  «ind. 
Setzt  man  nun: 


.  «  8*11    dz     ^  8hi    3v  dz 
aavx   ax       ayaz    ex  ex 


so  folgt  ans  (8): 


Ferner  ergiebt   sich  aus  (15),    wenn  man  die  (9)  vorangehenden 
Gleichungen  beachtet: 

p^(y-«)^+(P~y)g 

8i  §i«"  +  ^  Si* 


&\*=i-/>' 


-'f H(|)*+  ©^ 


SO  daoB  immer 


^=p.        a7) 


worin  JE;  (immer  positiv)  die  schon  in  $.  L  angegebene  Bedea- 
tong  hat,  und  also  q  positiv  oder  negativ  ist«  je  nachdem  P  es 
ist    Der  Werth  von  k  ist>  f&r  den  betrachteten  Punkt,  konstant, 

P  aber,  da  diese  GrSsse  die  Quotienten  ^>  gi; '*****  enthält,  ist 
veränderlich  mit  der  Richtung  des  Norroalschnittai. 

Sind  a,  |3,  y  die  Gosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
an  den  Normdschnitt,  dem  ^  entspricht,  mit  den  Koordinaten- 
axen  macht,  so  ist  bekanntlich 


o= 


V'+^A  ©•■ 


SSO 


n^W  "v-GD**ay' 


m  4mm.  «rie  wmm  MriM  «MH 


NMk  (17)  wird  e  el»  HuImwm  ^ler  MblM«,  mw  l^ts 
MWm«  Mier  MasloMfli  Ut.  Ilie  IhvplarlNiltto  w#f4n  «IckA» 
•fgtimi,  »tMi  MAU  die  Mailwi  od«?  MIbImi  ▼••  f  mäkmä/L 
P  ktogt  m»  ftb  tM  dM  dral  (alltbi)  Vertidwlcti« '•,  #.  ^ 
mkicb—  df  wi  Mck  dW  tfMcbtaige« 


da  dl«  Namäb  «Mimdll  «Idbl  mT  der  TwgMlfc  !faift 
^  yirBiMillclif  Ldm   t mü  Cfiita«  wid  Klfi— ü«  JM 

ii »  lg  sft«l  »«dl  n  fcf«tiiii«dt  Fakt^rv«  «M. 
iM  mmm  mmm  drd  VbidHMigwi  bettgllck  mik  m.  ß.  f 


65-p).f^/ff^r*i.J:-o 


a5;-*(v-'')''*|fi'»*'V* 


321 


8hi 

dxdz 


«+«W@-P)r+',|=«. 


Aus  diesen  drei  GleioiiuDseD  s&}6he  man  die  Werthe  Ton  a^  ß,  y, 
die  alle  drei  den  genieinscnaftliefaen  Fakipr .  li  haben ,  den  mau 
aus  der  Gleichung 

u^  +  ß^+y^=l 
bestimmt,  und  setze  diese  Wecfh^  in  die-^eichung 

SO  erhält  man  endlich: 

08) 

+(D'L©-'')i-'>)^(^)*] 

a«  dttr  8*«  3»u  ,'    8»w  /81h       \-| 


■MM 

aus  welcher  Gleichung  zweitenrCvrades '<)ia  zwei,  den  Haupt- 
krümmungshalbmessern entspreehenden  W«rthe  von  P  folgen. 
Die  Werthe  von  a^  ßy  y^  welch«  die  RiebtHngen  der  Tangenten 
der  Hauptschnitte,  aM^eser'itlt^^t,  b^^tfuimen,  ergeben  sich 
aus  den  Gleichiingen:     -^  "*"*"  "  ^' 


«X 


.1  .  •         „ 


^-^ 


Thcil  \1X.  -  22 


^<l 


?5 


^'  ^ 


vi 

f.' 

I      3 


El    !" 
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WO   U  gleich    der  Qoadratwarzel  aus  der   Summe    der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist. 

Hat  die  Gleichung  der  Fläche  die  Fo^m  :  =  fix,  y),   so  ist 

also  '       , 

8ii__         8«_?r       Su_Bi      8H_8^        ffht  _  ff^z 
Bz  *     ISx^^Bx*     hy      dy*    Sj?""  8**'     Bxdy      BxBy* 

^Sh        BH        Hhi  _9hi  8ht^_  d^  -     ' 

By^~^By^'    Bs^"  ByBi'^'^^^\    BxBy'^^SxSy'^ 

also  wird  jetzt  die  (18)  zu: 

+©-''X^''^(^)■+'llä^'-'>. 

d.  h.  ' 

(20) 


tH(l)"+(|)'>'f(l)?t®)'S+£. 


-f) 


X 


»^     ». 


Dahier^= — 1«  so  haben  ^und  y—z  immer  entgegengesetztes 

Zeichen,  was  auf  das  in  §.  2.  Gesagte  zurOckwrät.    Aus  (20)  folgt, 
dass  die  krumme  Fläche  d^p^elt  erhaoeii  ist»  ^ehn 


hohl -erhaben,  wenn 


3*1  8%      /  8*x  Y 


§.  5. 


•       t 


Lassen  wir,  der  einfachem  Rechnuni;  wegen,  die  Gleichung 
der  krummen  Oberfläche  wieder  z=/(ar,  3^  sein,  so  sind  die  Glei- 
chungen der  Normale  im  Punkte  A(x,y,x): 


ui 

Nr.   der 
ibhandlBBg.  Heft.  SeiU. 

II.  Von  den  einem  Kreise  umtchriebenen  nnd  einem 
«weiten  Kreise  einbetchriebenen  Vielecken.  Von 
Herrn  Planck,  Repetenten  an  der  polytechni- 
tchen  Schule  an  Stuttgart    I.  7 

ni.  Beiträge  znr  Kenntniss  des  geradlinigen  Drei- 
ecks.   Von    Herrn    G.  Hellwig,    Lehrer  der 

Hathematik  an  Fnrstenwalde I.  14 

VI.  Uebcr  Mantelfläche  nnd  Volnmen  cjlindrisch- 
hofartiger  Körper.  Von  Herrn  Doctor  Wilh. 
Schell,    Privatdocenten  an  der  Universität  an 

Marburg . I.  70 

Vn.  Ueber  die  Entfernnngsörter  eines  Systems  gera- 
der Linien  und  Ebenen.  Von  Herrn  Doctor  Wilh. 
Schell,  Privatdocenten  an  der  UniTcrsität  zu 

Marburg L  79 

XL  Ueber  die  Entfernnngsörter  des  Tetraeders. 
Von  Herrn  Anton  Maur,  Kandidaten  des  hö- 
heren Schulamts  an  der  Realschule  zu  Düs- 
seldorf            n.    *      121 

\Xn.    Ueber  die  Auffindung  rectificabler  Gurren.  Von 

Herrn  Professor  Doppler  zu  Wien       •    •    .    H.  236 

XXV.  Ueber  Krümmung,  Biegung  und  Abbildung 
krummer  Oberflächen.  Von  Herrn  Professor 
Dr.  J.  Dienger  an  der  poljtechnfachen Schule 

zu   Garlsrnhe HL        306 

XXVI.  Ueber  die  Schmiegongskugel  nnd  die  sphäri- 
sche Torsion  der  Gurren  doppelter  Krümmung. 
Von  Herrn  Dr.  W.  Schell,  Privatdoceuten  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Marburg  IV.  393 
XXXI.  Ueber  eine  gewisse  Gattung  geometrischer 
Aufgaben  über  Ma'xiroa  nnd  Minima.  Von  Herrn 
Dr.  W.  Schell,  PriTatdocenten  an  der  Univer- 
sität zu  Marburg  •.••••.•..  IV.  450 
XXXni.     Problemata  quaedam  geometrica.  Auetore  G  h  r  i  - 

stiano  Fr.  Lindman,   Lectore  Strengnesensi    IV.        469 
XXXV.    Ein  Billardptoblem.  Von  Herrn  Doctor  August 
.  Wiegand,    Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle IV.         478 
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folglich  entsprechen  die  beiden  Werthe  von  3^,  welche  (21)  giebt, 

den  beiden  Hauptschnltten.  Von  einem  Punkt  einer  krummen 
Obierfläche  aus  eiebt  es  also  nur  zwei  (auf  einander  senkrechte) 
Richtungen,  so  oass  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Nor- 
malen sieb  schneiden.  Verfolgt  man  diese  Richtungen  weiter»  so 
erliäit  man  die  Krümm ungslinien,  deren  Theorie  wir  aber 
hier  nicht  weiter  verfolgen  wollen* 


J.  6. 


Aneenomroen  eine  ebene  Kurve,  deren  Gleichung:  y=^Ax), 
drehe  sich  um  die  Axe  der  x,  so  entsteht  eine  Flftche»  deren 
Gleichung 


ist.    Hier  ist  also 


mithin 


^*  +  **=(/(^))* 


tl=y«+x«-(A^))», 


^^-^X)nx). 


g=5^,  ^=2z,  ^=-2[(r(*))«  +  /(x)A*)], 

demnach  ist  die  GleicIiaDg  (18): 

+  r»«(2  -  />) + »»(2  -  i^]  [-'Hf{.x))'»-'if{je)f{fc)-P\  =0, 
d.  h. 

P=2  oder  P=T^(f(^yj^  • 
Ferner  ist 

wo  das  Doppelzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass   k  positiv  aqs&llt. 
Also  sind  die  zwei  Hauptkrfimmungshalbmesser: 


Nr.  der 
Oundloiiir.  Heft  Seile 


N  a  a  t  i  k. 

XXni.  Ueber  dat  katoptritche  und  dioptritclic  Be- 
leochtiingttysteni  für  Leuchtthurme.  Von  dem 
Heransgeber 111.        241 


Physik. 

IV.  Kurzer  Beweis  des  Gesetzes ,  nach  welchem  die 
Schwingungsebene  eines  Pendels  sich  bei  dem 
Foacanlt'schen  Versuche  in  Folge  der  Erd- 
rotation um  die  Vertikale  de«  Anfhangepunkte« 
dreht.  Von  Herrn  T.  J.  Eschweiler,  Director 

der  Realschule  zu  Culn  a.  R I.  51 

V.  Versuche  über  die  elektrische  Indaction,  Von 
Herrn  Director  K.  W.  Knochen  hau  er  zu 
Mein  in  gen.    Erste  Abhandlung        ••..!..  53 

IX.  Versuche  über  die  elektrische  Induction.  Von 
Herrn  Director  K.  W.  Knochenhauer  zu 
Mein  in  gen.    Zweite  Abhandlung       ....     I.  97 


Geschichte  der  Mathematik  and  Physik. 

X.    Reclamation  des  Herrn   Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig ...     I.  119 

XXIT.    Notizen  über  Maupertuis     . 11.  238 

XXll.     Notizen  über  Leonhard  Euler II.  239 

XXll.     Eine  Notiz  über  Daniel  BernouIIi      ...    II.  240 


Uebungsanfgaben  für  Schüler. 


XXI.    Zwei  Lehrsätze  Ton   dem  Herrn  Professor  Dr. 

O.  Schlömilch  zu  Dresden 11.  234 
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sein,  wenn  man  gleich  die  Bezeichnang  der  unendlich  kleinen 
Grössen  nach  der  gewöhnlichen  Weise  einfährt  Vermöge  der 
Gleicbangen  der  zwei  Flächen  hat  man  oleiibi^  (aa  nian  bekannt- 
lich nur  Glieder  der  ersten  Ordnung  zu  beachten,  braucht): 

so  dass 

c 

Da  der  Punkt  {x^,  t/',  ^')  dem  Puekte  (ar,  f/,  i^  entspre- 
chen soll,  so  mfissen  x,  y,  z'  Funktionen  von  x  und  y  sein,  so 
dass  man  haben  wird: 

wo  freilich 

Daraus  folgt,  indem  identisch  di*=8«^  (d.  h.  unabhängig  von 
jeder  Beziehung  zwischen  dx  und  d^: 

'■+®)"=(^r+®)'+(^)'.' 

Die  GleichuDffen  (22)  entspringen  aus  der  Bedingung,  dass 
zwei  entsprechende  Linearelemente  gleich  gros9  seic^n,  jNiipjnt 
man  nun  zwei  Linearelemente  der  emen  Fläche  8i  und  95  und 
die  zwei^  entsprechenden  di',  dS'  der  zweiten,  so  müssen  diese 
noch  gleiche  Winkel  machen.  Das  Linearelement  d$  gehe  von 
dem  Punkt  (ar,  v,  z)  zu  dem  (:r4-9ar,  v+dy,  z-fdz),  85  von  (jr,  v,  z) 
zu  (x^dX,y^dYy  x-i-dZ),  so  ist 


n- 


"-l'^Ol  «^^''s£«"»*t'*a)'> 


•t 


— L'+<*)']«'+«6«"»''+D+(s)*> 

« 
m»  ri im  Jw  WIdM.  w«l«k»  fc  alt  4m 


ft'  £'  I»' 

9JI     »r    a« 

f.V*    SS'    fs' 
•Im  U(  Jm  ILmIm»  Je*  Wtakcb  WMw  lUcairM« 


•f.  ».T: 
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38S 

18t    (§.  15.)   der*  Wiokel    zwiscbeo  CC  aad   8r   gleich  —  q,  und 
folglich 

aiHhiD 

DCE—^u,  CE=CD.8\n(9fP+a)=CD.eosa=Bq'co9a, 
CE=CC.eo8(^+a)=-'U)dpmna; 
folglich 

9^cosa=s — ujfslnadp,  di/:=z — wtgadp. 
Daraos  folgt »  dass 


^^'^=^di^9'='-^^f;«^^P^ 


und  da  offeobar 


BB'CC =Ju)dpSq,DCC=^u)dp8g'-^^u)^tg  «(Bp)«, 


ao  iat 


^Bp=:^BpJ    wSq+^'U>tgaSp-^^io^tga(ßp)*, 

oder»  wenn  man  durch  Bp  dividirt  und  zur  GrSnze  flbergeht: 

dS  .     dS  P9 

cosag— - — tosina  A- =C06a   #     wdq, 

also  aaeh 


rcos 


dS  .     dS  P9  ^ 

«Ä- — nosina  jr-=:rco8a  f     tocf 


1 
Da,  für  unendlich  kleine  jp  und  9,  £i=aP9»  so  kann  man   mithin 

setzen: 

+  Hp^q  +  Jp  V  +  irp»7»+Xp*y  +  JlfpV+^P'?- 

and  wenn  man  in  obige  Formel  diesen  Werth  einsetzt«  zugleich 
(fiS)f  (61),  (62)  beachtet,  so  ergiebt  sich  linder  gewuhnlichen ,  an 
einem  Beispiele  oben  gezeigten  Weise: 

85* 


m 


(25) 


dz  ah       a^;  S^     Bg^  »^      h%!  8V 
&pBxdy~'Bx  BxBy  ^  Bx  BxB^*  BxBxBjf* 

By.BxBy      ^  BxBy     fi|y  8a:%  '  cjy  BxBy* 

.  Bz  Bh  ^Bx'B^x'    ey  ay    8i'  8^^ 
%3^*""ay  a^*  +8jr  V  """^  V 

wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die   durch  Differenttätion  ent- 
standenen GJeidiuDgen  auf  die  eipfacbste  Weise  Tcrbindet. 


\ 


Aus  den  Gleichungen  (24)  e^giebt  sich  leicht: 

'/.      .     .•  .. 

L8V     Bx!  8^     8^  8gy-|  fB^z'     Bz'  B^     3z^  8^-| 
8a:«'"S?aa:a""a/fi^jLäy5^gPä^  '^By'By^J 

BxBy     B^BxBy      ^ara^J 

-  L8a:'«5^"""V5^?ä^y  JW8y  ""Si  B^ )  '       ^^^ 


Nan  folgt s  wie  bereits  angegeben,  aus  (21): 


ai'ay'^ay^fe' 
Bz* 8^^    8^8»y    ^^' 

B^'-'Bg^B^     By*Baf'    ^ 
Bx  dy'^Bx  Sy 

setzt  man  dieii#  in  (2ß),  w  ist: 


8a:' 8z; 
Sx  By 


8£.^ 
8a;  8^ 


8^8z' 
Byjx. 


By'Bx^ 
ISxBy 


u|r^-ry 


0*1 
+  8.«f,>       U4r,^        V,».V        VcUTf^     I 

♦(.%-o-(-^-'v)(-^-i:o 

^(•a-'^,)'-(-^-'v)(-^-'".) 
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va^äi     giray/55%"*  5%     ^SxSyi 

\dy  hx     dxTy)^S5y~^'5ä^     ^J^ 
/8/8«      dy'dt\^_^   3^x'       ff^z' 

\J^ax'^BxdyJdx^''°d^'^^dx^' 
\byBx     SkdyJdx^'^^Si^     ^dx^/ 

V 

>^'8z  _8£'8z\8*z_  ^'_    SV. 
V8y  8j?     8x  dyjdx*^       8jj*        8.x* 


demnacb : 


•\ 


(8y  8z  _§^'8A*r/  8^2  Y_  ?^  3*2 "1 
9^  Sx      dxlS^J  V.\BxSy/        8a:*8y^J|* 

—  /8i'  8i.     82'8iy  p/  8«2  Y     8*2  8^-| 

—  \Sy  Bx'^'Sidy)  V\5x5^)  "^  Bx'^hy^A'     , 

-  ^a^  aar    fiara^^  Lv,s^a"~^'s^J* 

f 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen  und  beachtet  (22),  so  ist  die 
Siunme: 


*o>a)')S)*][(Ä)"-£v] 
-tftr*(S)'][(4)*-ss^T 

Ha  «fmaän  wm  O«  il«!»  iat  niilllinlii  (S) 


mm    /  m\' 
«•»■«■^^^riv.  ^rSV    /»■»'V    /äyv    /»^V 

M»J   4»,   wl*  »cbMI    ||«wlgl. 

LHa)'<)'ii£iSi-(4n 


^  m    f  mv 


rrf|likU<l>  (Wl; 
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Ans  (23)  folgt  aber: 

Setzt  mao  diesen  Werth  in  obige  Gleicbang,  so  ergiebt  sich 
endlicb: 

(27) 

a»i  a«i    /  8«t  Y        av  a«z'  _/ sv  \« 

Nun  folgt  aus  (20),  dass 

gleich  ist  dem  Produkte    |in~>   wenn    12    und    R^    die   beiden 

HauptkrOminungshalbniesser  der  ersten  Fläche  im  Punkte  {Xy  y,  z); 
eben  so  ist 

wenn  12, '  und  Ri*  die  beiden  Hauptkriimmungsbalbmesser  im  Punkte 
{x\  y'»  2O  der  zweiten  Fläche.  Daraus  fliesst  also  folgender 
wichtige  Satz; 

Bei  jeder  Biegung  einer  krummen  Oberfläche  wird 
das  Produkt  der  beiden  Hauptkrflmmungshalbmesser 
nicht  geändert  (Natürlich  die  ErOmmung  halbmesser 
mit  d^en  gehörigen  Zeichen  genommen.) 

Daraus  folgt,  dass  alle  Biegungen  einer  doppelt  erhabenen 
Fläche  ebenfalls  doppelt  erhaben,  einer  hohl* erhabenen  ebenfalls 
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so  dass  diese  Wertbe  erst  in  der  zehnten  Dezimale  abwfsichen, 
woraus  hervorgeht,  dass  auf  Entfernungen  von  3  bis  4  Meilen 
die  sphärische  Rechnung  ohne  irgend  einen  Nachtheil  Platz 
greifen  kann. 

Es  fallt  diess  auch  zusammen  mit  dem  in  §.  12.  Gezeigten,  da, 
vireon  -fTn-  in   naher  Ausdehnung  um   den    betrachteten   Punkt 

herum  sich  nicht  ändert,  mau  dieses  Stiick  Fläche  abwickeln  kann 
auf  eine  Kugel  vom  Halbmesser  V/2/^i. 


§.  18. 

Angenommen,    eine  krumme  Fläche  sei  so  beschaffen,    dass 

1 
in  allen  Punkten  derselben  die  Grosse  jtjt-  denselben  konstanten 

Werth  k  habe  (§•  12.).  Die  Kugel  ist  offenbar  in  diesem  Falle, 
und  wenn  iZ  ihr  Halbmesser,  so  i8t/:=:-7M*  Betrachtet  man  nun  ein 

rechtwinkÜches  Dreieck  kürzester  Linien  auf  dei^  so  beschaffenen 
Oberfläche,  so  niGssen  sich  aus  den  Formeln  des  §.  15.,  wenn  diese 
Oberfläche  eine  Kugel  ist,  wo  also  die  kürzesten  Linien  Bugen 
grosster  Kreise  sind,  die  bekannten  Formeln  fiir  rechtwinkliche 
sphärische  Dreiecke  ableiten  lassen ^  d.  h.  man  wird  haben,  wenn 
jH  der  rechte  Winkel  ist: 

sin  (a  V^) =sin  (&  V^)  .sin  ^  > 
sin  (c  VA)  =  sin  (b  VA*)  .sin  C, 

cos  A = cos  (a  VA-).sin  C,  /  (Ö8) 

cos  C=  cos  (c  VA).sin  A , 

0 

cos  (IfVk)  =  cos  (a  W')«cos(c  V^A) 

Da  man  aber  offenbar  diesellie  Rechnung  hat,  ob  die  Fl&che 
eine  Kugel  ist,  oder  ob  eben  k  konstant  ist,  so  werden  die  For- 
meln (f)8)   für  jedes  rechtwinkliche  Dreieck  kürzester  Linien  auf 

einer  krummen  Oberfläche,  für  welche  -njf  konstant  ist,  gelten. 

Für  einen  positiven  Werth  von  A*  folgt  diess  auch  schon  daraus, 
dass  eine  solche  Fläche  sich   auf  eine   Kugel   vom  Halbmesser 

—pr  abwickeln  lässt.    Doch  gilt  unsere  Behauptung  auch  für  ne- 

VA 

gative  Werthe  von  A. 
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Nennen  wir  nun  die  erste  gezogene  Kurve  A^  die  zweite, 
durch  die  Endpunlcte  der  Kürzesten  gezogene,  B,  so  haben  also 
alle  Punicte  von  B  denselben  kürzesten  Abstand  a  von  der  Kurve 
A,  Denken  wir  uns  nun  irgend  einen  Punkt  M  der  Kurve  A 
und  sei  M'  der  entsprechende  Punkt  in  B,  d«  h.  der  Endpunkt 
der  in  M  auf  A  senkrecht  stehenden  Kürzesten.    Ich  behaupte  nun : 

a)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punkts  M  von  B  ist  nicht 
grösser  als  a.  ^\ 

Denn  wäre  sie  grusser  und  sei  N'  der  Fusspunkt  der  von  M 
auf  B  gezogenen  senkrediten  Kürzesten ,  so  dass  MN*  >  MM^ 
so  wäre  also  M',  der  auch  in  B  liegt,  näher  an  M  als  der  Punkt 
2V',  d.  h.  N'  wäre  nicht  der  nächste  an  M  von  allen  Punkten  der 
Kurve  B,  und  also  kann  nuch  nicht  MN'  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  M  von  B  9ein. 

p)  Die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  M  von  B  ist  nicht 
kleiner  als  a. 

Sei  wieder  N*  der  Fusspunkt  der,  in   dieser  Vorsussetzung 

gezogenen.  Kürzesten  von  jM  auf  B,  so  dass  MN'  ^  MM\ 
^eni  Funkte  iV'  entspricht  in  A  ein  Punkt  iV,  so  dass  NN' 
=MM'=tt.  Ist  also  MN'<^MM',  so  ist  auch  MN<NN\  d.  h. 
der  Weg  von  N'  nach  M  ist  kürzer  als  der  von  N*  nach  N. 
Nun  soll  aber  NN*  die  kürzeste  Entfernung  des  Punktes  JY  von 
A  sein,  also  muss  umgekehrt  N'M^  NN  sein,  woraus  unsere 
Behauptung  sich  abermals  ergiebt 

Wir  schliessen  daraus,  dass  auch  alle  Punkte  der  Kurve  A 
von  der  Kurve  B  die  kürzeste  Entfernung  a  haben. 

Geht  man  also  von  einem  Punkte  M  der  Kurve  A  aus  auf 
dem  kürzesten  Weg  zur  Kurve  By  so  muss  man  nothwendig  auf 
den  Punkt  M'  kommen.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  die  Kurve 
B  auf  allen  Kürzesten,  durch  deren  Endpunkte  sie 
gezogen  ist^  senkrecht  steht. 

Denken  wir  uns  weiter,  von  einem  Punkte  A  einer  krummen 
Oberfläche  aus  ziehe  man  nach  allen  Seiten  derselben  kürzeste 
Linien  und  gebe  diesen  letztem  dieselbe  Länge  a,  von  A  aus. 
Die  sämrotlicnen  Endpunkte  verbinde  man  durch  eine  Kurve  B. 
Daraus  folgt  ganz  unmittelbar,  dass  eben  die  kürzeste  Entfernung 
des  Punktes  A  von  der  Kurve  B  gleich  a  seni  muss,  d.  h.  dass 
man  genau  eine  der  gezogenen  Linien  verfolgen  muss,  um  auf 
dem  Kürzesten  Wege  zur  Kurve  B  zu  gelangen.  Daraus  folgt 
aber  weiter,  dass  die  Kurvet  anfallen  Kürzesten  senk- 
recht stehen  muss« 
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j  BS 

vuka  wenn    k-z=zM,  so  niuss  identisch,  d.  h.  ohne  Festsetsung 

einer  Beziehung  zwischen  p  und  g: 

E'dp^  +  '2Pdpdq  +  G'892=:  3P[Edp^  +  2Fdpdq  +  Gdq% 

d  h. 

E'=]tPE,    F'=zaPF,    G'=]^G         (70) 

sein.  Dieselben  Gleichungen  (70)  ^eben  zugleich  auch  an,  dass  die 
WinIceMe  zweier  estsprecheoderLioearelemente  gleich  sind.  Zwei 
durch  Jie  Punkte  (p^q)*  nämlich  die  entsprechenden  Punkte  beider 
Flächen,  gehende  Lineareleniente,  das  eine  zu  dem  Punkte  (p 
-VBpyq^off),  das  andere  zu  (p  -\-Bp\  q-\-Bq')  hin,  sind 

a*  =  V  Edp^ + Wdpdq  +  Gdq'^,  8i'  =  yTEdp'^'i-  HFdp'dq'  +  Gdq** 
und 

dS=  ^E'dp^  +  ^rdpdq+G'dq^,    d»=\rE'dp'^2Pdp'dq'-i^  G'dq'^, 

die  SLosinus  der  Winkel,  welche  ds  mit  den  drei  Koordinaten 
macht,  sind: 

Bx BxBq      B^ %^9      ^^ S*^?. 

Bi^Bq^s'    Bs^^Si'    Bi'^BqBi' 

m.  8«  w.  ähnlich  flir  Bs' ,  BS,  BS'.  Der  Kosinus  des  Winkels  der 
Elemente  9«  und  B/  ist  also: 
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Wm  tel  ntthl  mAwm,  Hm  «lineieiweii  Awidnicfc  (99) 
IfldI  n  vtrvbfadML    Wlt  w^IIm   ninttrh   mr 
Lm  4«f  PmJ[I«  — lirtf  kfiiii»ti  Clbtriadb»  eto#  AH 

«rate.    M  MM  r  dIW  E«tfor»«»f  des  befieM|i#tt  IHudrlra  ßt 


Mt  'm  «bM  Amm»  KifBatt«  Mit  der  erslM  »ackt,  wm  ^^ 


••irM  «M  iUlMMtf  I)  tM  0  Ms  S«  ir«üUt 

■MM  aaf  •!•«?  der  ve«  il  MMfrehesde«  Kirieele«  Ui^.  mm  le€ 

dMe  Ptakte.  die  »ee  dercMiefl.  i|^  keMfMt;  Rebt 

«•f  efaier   LWe   feft,   «ekbe  aMe    lükteeie«    eet 

eclMMMel,   ee  UeüM  Mr  elU  dercblMieMi  PwAle  r  IrinüU^ 


Piferewtielyetifet  tee  j^,  wee«  Meee  r  ele  t 
eelie>    wird;    elee»  de    dr 


dee  Eleieet  der  kireeetea  tätim 
Pvekte  jy,  Ar  «elcke  je  ip»  kieeteet  let,  lel  ^  der 

▼V  MMeie  t  des  jesee  EltHeeet  Sil  Me  Ase  ^Mr  jt  necM  • 


(!?)•+ GJ)' ♦(£)•='      « 


IN» 


9^'   H'   H 


eMM   eMNNule  iMrlMBe  l#iwireatiel^|vellettlee  •  eweie  eie 
•MM  •eadttelber  Keeisee  eee.  de  ^m  m^ht  dee  detrli  JV 
Peie>l  der  tweüee  Uele  (die  derrli  M  «eiuNid  eeT  des'K 
eeeiirgclit  elehC)  let     Meee  Kaeieee  eied  km 


1  ijT       1»5       If^i  . 

4        •  •        •  •        • 

r  ^       ««MI»       rr«- 
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•=v"(Kr+ m^r- 


|-         Denkt  man  sich  also»  wie  bereits  gesagt^  durch   den  Pankt 

r  JU,  dem  r  and  ^  zugehoren,   zwei  Kurven,  von  denen  die  eine 

die  Kürzeste   von  A    aus  ist,    auf  der  r   gezählt   wird  und  fiDr 

•  welche  ^  konstant  ist,  und  die  zweite  auf  dieser  (und  allen  Kfir- 

zesten)  Senkrechte,   für  welche  r  konstant  ist,    sa  muss,   weil 

diese  zwei  Kurten  auf  einander  senkrecht  stehen : 

dxdx     dydff   .  &8|£ 

sein,  80  dass  also  jetzt 

8,.=a,.+.^.^=(^)'+(|-)+f=)'.  «, 

Hier  ist  also  klar,  dass  rdt^  daf  Element  der  zweiten  Kurve  mt 
Punkte  M  ist,  da  ds  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ist,  dessen  eine  Kathete  dr,  die  andere  folglich  vB^f  ist 


§.  IL 

Wir  haben  in  §•  8«  gesehen,  welche  Bedeutung;  die  Grosse 
RR*  hatte.  Es  mag  von  Interesse  sein,  den  Ausdruck  derselben 
durch  p  und  g  (§.  10.)  zu  suchen. 

Vergleicht  man  die  Gleickunsen  (210  und  (241  mit  (31),  so 
«eht  man,  dass  sie  dieselben  sind,  wenn  man  in  erstem  statt  a:, 
9»  ^f  9*9  ^  respective  setzt:  p,  9,  or,  jf^  z. 

Daraus  folgt,  unter  Beachtung  tob  (26^»  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung «setzt: 

Bydx      3z  8y -       ??  %     da:dz_ ^      ?5% ^y??— /' 

^dg'^Spdq         '     BpSq     ^8g         *     dpdg     SpBq~^    * 


1  ^f^'  Vj.  t^\*      A»+B*^C^, 
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I 
4 


§.  20. 


Von  den  so  eben  nachgewiesenen  Sätzen  soll  nun  zunächst 
•ine  Anwendung  auf  die  Abbildung  einer  Kugel  in  einer  Ebene 
gemacht  ^verden,  eine  für  Kartenzeichnnng  bekanntlich  sehr  wich- 
tige Aufgabe.  Sei  j:*+y^  +  z*— a*=:0  die  Gleichung  der  Kugel, 
ood  man  wähle  Polarkoordinaten  p,  g  so^  dass 

:r  =  a cosp sin 9 ,    ^  =  asinjpsin99    z  =  acos9; 

so  ist,  wenn  die  Ebene  der  xy  die  des  Aequators»  die  Axe  der 
a:  in  dem  ersten  Meridian  liegt,  die  (positive)  Axe  der  y  von 
ihr  aus  um  90^  absteht  in  der  Richtung  wie  die  Länge  (von  0 
bis  360^)  gezählt  wird,  und  die  (positive)  Axe  der  z  gegen  Norden 
gerichtet  ist,  p  die  Länge  des  betreffenden  Punkts  auf  der  Erde 

und  5~~~9  ^^^  Breite.    Man  findet  nun: 

ir-=:— asmpsm^,      w^  sacospsmf,     75— =0; 
^=ti€OS/ico8  9,         ^zzzaBinpco^q,     g-=: — asmf ; 

£=a*sin*9,    F=rO,    G=:a*; 
mithin  bat  man  zu  integriren: 

a*sin^3pdt  ia^slnqdqz^O; 
es  i«l  folglich 

1  /  i  IL  1  ...    « 

t?  =  -^  «  A    »      t?  =s  ^  .  tt  >      A  = -7r-h=a^sin^> 
c*sm*9  a*sin*9  Ev^  ^ 

(p=zp,    iJ;=log|^cotg|); 

wo  die  Logarithmen  natürliche  sind. 

Nimmt  man  in  der  Ebene  ein  recbtwinkliches  Koordinaten- 
system der  Ä,  Yf  so  ist  ein  Linearelement 

also  ist  zu  integriren 

dX±idY=0, 
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dx  S^x  ^  ßj  B^v       dz   d^z  __   ^ 
8q  dpdg  *  dg  dpoq  "*^  S^  dpdg  "~    * 


so  iat  offeobar: 


1  8£  ^1  dE         „     8F      1  dG 


sodann 


§9       dp 


_  Wr 8^    ^ a^    a^  a%     /ÜfV    /^Y    /"-^--V 

—  8/»«  8^«  +  */»•  89«  +  Sp»  ^  ~  \8p8v/       V^^*/       V8/»89/ 


8^F       18*E      1^  8*G 


Feroer ,  wie  in  §.  8. : 


8^    , a^   , p  8*a;        .    a** 

aiy  8p  8/789         8/789 ' 

joq  dp  opoq         opoq 

dx    ,      Sx    ,_/^,8^     'D^ 
89"  ~5p     ^     ^~^S^' 

a^« -a^"--*?^«    ^89»' 

8k         .8z  .8«^      _8»* 

g9'"'"SiJi"=^S^*"^S^»' 


tu 


MdM    Mr  «•    l«titM    ZdiM    hi 


[(S)*+ Ö)**  «)']'-- 


.  r,rl  /9^*     t»E»F  ,  IdE  »6*1 


Dmmm  Mft  Mm  «iMck  wmtk  (35): 

«i>       ai   1/96-     ff/.    ^f#\l 

.  a  I  i/ajf    #•  f«\  I  ^^ 

+  itLÄif~cVvr        *^' 
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Vergleicht  man  die  Fonnel  (32)  mit  den  »o  eben  erhaltenen 
Resultaten ,  so  sieht  man ,  dass  E,  F,  G  nichts  anderes  sind,  als 
die  Koeffizienten  von  dj^,  28p  dq,  dtf^  in  dem  Ausdruck  des  Ll- 
near^lements  ds.  Führt  man  nun  die  §.  10.  zu  Ende  bemerkten 
Koordinaten  ein,  (wo  p^r,  g^^^lß),  so  ist  £  =  1,  F^sO,  (?=:e*, 
also  J>^r»  und  mithin  giebt  (360: 


2v    __Bfld.v*-^_^8h> 


also  ' 

so  dass  V  durch  die  Gr5sse  "dW"  g^eben  ist.  Ist  nun  jrjr  in 
allen  Punkten  der  Fläche  konstant»  gleich  6,  so  folgt  aus  (^: 

t 

t>=y=r8in(rV*).'  (38) 

•  • 

AllgemeiQ  ist  nämlich  9  =  0,  wenn  r=0,  da  dann  das  Element 
vd^  ebenfalls  verschwindet;  ferner  ist  fär  unendlich  kleine  r  offen- 
bar die  durch  die  Endpunkte  der  Kürzesten  gehende  (senkrechte) 
Linie  als  Kreis  zu  betrachten  vom  (unendlich  kleinen)  Halbmesser 
r,  so  dass  das  Element  dieser  Linie  gleich  rd^,  d.  h.  also  (är 

unendlich  kleine  r  ist  ^  =  1,  und  also  für  r=:0  muss  auch 
^=1  sein,  was  die  Formel  (38)  rechtfertigt. 

Fdr  konstante  Werthe  von  -^j^  =  6    kann    man  leicht  die 

Länge  der  Linie  bestimmen,  welche  durch  die  Endpuiikte  aller 
' gleich  langen  Kürzesten  (r)  geht;  dieselbe  ist: 

-^y     .ln(rV6)8*=y=»ln(rV6).  (39) 

O 

In  dem  speziellen  Falle,  wenn  6=0,  ist  v=r,  also  die  Länge 
r=2r9S,  in  welchem  Falle  z.  B.  die  sogenannten  abwickelbaren 
Flächen  sind  (Zylinder,  Kegel  u.  s  w.);  im   allgemeinen   Falle 

ist  die  Kugel ,  deren  Halbmesser  ^-~  ist,  enthalten,  wo  man  den 
Satz  (39)  sehr  leicht  direkt  nachweisen  Iwnn. 
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o»  o>.o* 


*="'**"'^=l+tg^=a«+6«cotg«» 
a*  sin'cD  +  6*  oos^cd       1 — «*co«*ö) 

watltt  also  (auf  die  Erde  bezogen)  co  der  Winkel  l«t,  den  die 
Normale  m  dem  betrachteten  Punkt  mit  der  Erdaze  maebt-  (Die 
Aze  der  as  liegt  im  ersten  Meridian  u.  a.  w.  wie  in  §.  20.) 

Was  die  Kugel  anbelangt»  so  sei  A  ihr  Halbmesser»  ji,  Sl 

7t 

ihre  Polarkoordinaten,  wo  A  die  Lftoge»  x  —  ^  dt<^  Breite;  so 
ist»  irie  in  $.20.: 


J5r=/I«sin»ß,  *  =  ^,  9'=log(cotg^)5 


also  bat  man: 


A  sin  Ä^  /-= s jr- 

.   — ; VI-  C«COS««; 

A       cisinflo 


(78) 


wodarcb  die  einander  entsprechenden  Punkte  beider  Flächen  ge- 
geben sind.  • 

Zar  Spezialisirung  setzen  wir 

/(d;)=iu:— tlogi-»    f{x)  =  ai 
SO  ist  aus  (78): 


a€ 


A=aX,  log(cotg-^)=log[_cot8«  ^l^T+^^S;  J"*'^^^ 
d.h. 

ae 

4 

_,      uA  sin  Ä  .  /-= = — 5 — 

M  =  - — ; V  ]  — «*cos*(» ; 

mithin  endlich: 

16* 
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eioji^fObrt  werden,  was  z.  B.  geschehen  wflrde,  wenn  die  eine 
Sem  konstant,  die  andere  veränderlich  wäre.  Die  (41)  drückt 
sodann  eine  erste  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  p,  9,  p', 
q*  aus,  von  welcher  Beziehung  wir  in  unserer  Betrachtung  aus- 
gehen. Die  Gleichung  (40)  niuss  identisch  erffitlt  sein,  und  es 
handelt  sieh  darum  zu  zeigen,  in  wie  fem  diess  unter  Annahme 
des  Bestehens  von  (41)  geschehen  kann.  Da  p'  q'  Funktionen 
von  p,  q  sind,  so  ist 

also  muss  in  (40): 

dp' dp'  (Zp'  Sq'      dp'dq'  \      f.MhL-F 

sein,  woraus  folgt: 

Setzt  man  in  (41)  zur  Abkürzung: 

fl^  3^  dip'         .     dq>*       , 

so  folgt  aus  (41),  indem 

dp~dp'dp^  dq'dp'     dq^dq'Bq  '*' dp' dq  ' 

woraus 

/e^cjp'    Sg'dp;\      dp;^      V  \        (44) 

\Bq  df^d^'dq  J-^^dp  ^""Bq  '  ( 
VBp'Bq'      3p'8q'\        Bq'         Bq' 

Multiplizirt  man  obige  Werthe  von  E,  F,  G  bezüglich  mit  it^ 
—  2mn,  fifl  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (43) 
und  (44): 
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dM M(\— e*)(a  cot  Sl  —  coa  eo) 

8(0  ""      6ioG)(l— 'a*co8*o>) 

Entwickelt  man  eben  8o  g-^-  und  bemerkt,  daas,  wegen  g — =0, 

aco8i2=co8fo  für  ^=5-  —  Ä,    wzzs--/^; 

80  erhält  man  daran8  noch 

(1 — e^  cos^w)  8in«(o  =  a«(l  -  e«)  8in«Ä. 
dSomit  ist: 

AacosB 


1  = 


^«-Vl-6«sin«/5,     «8inÄ— sin/J  =  0, 


acoS| 

(1— e^sin'jS)  cos«jS— ««(1— ««)  co8«Ä=0. 
Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt 

co8*Ä=  1 5-- ; 


«* 


fietzt  man  dieas  in  die  dritte,  so  erhält  man: 

««(1-c«)  - 1  +  6«  -  C«CO8V=0. 

Man  zieht  nun  endlich  daraus:    ^ 

,     .  ,  c*co8*/5        .   D     1  .    Ä       ^     «cos/? 

«■s=:|  +  -i 5-,     sin^=:'Sinp,    -4= _■  ^  , 

wodurch  a,  B,  A,  k  bestimmt  sind. 

Um  die  gegenseitige  Berechnung  bequemer  zu  machen,  mögen 
folgende  HQlfswinkel  eingefllhrt  werden: 

8in9=6,  tgS=:tg9Cos^/?,  sind  =  66in/?,  tgi7=:8inj;tgj?; 
alsdann  ist: 

1  .     D  9    '     O         A  «COS/? 

«=-—>.>  '  8inJi=co8i^8mp,    -^  =  --: — #>       ^» 

COSf  •         '^'  ClfCO80CO8^ 
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eioe  Bedingung  erforderlich  ist,  welche»  wenn  man  die  lirei  Ko- 
elBzienten  zur  Abkürzung  mit  A,  — B,  C  bezeichnet,  ist: 

Nun  enthält  B  kein  q',  C  kein  g,  also  ist 

9B^dC 

und  mithia  ist  diese  Bedingung: 

worin  die  partiellen  Differentialquotienten  unter  der  Voraussetzung 
gebildet  sind,  dass  vorher  p  durch  e  und  g,  p*  durch  e  und  g* 
ausgedrückt  werde«  Da  diess  im  Allgemeinen  Schwierigkeiten 
unterliegen  kann,  so  mfissen  wir  suchen,  diese  DIfferentialquotl« 
enten  durch  die  froheren  auszudrücken.  Bezeichnen  wir  die  unter 
der  so  eben  angegebenen  Bedingung  genommenen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten durch  Klammem,  so  ist  also  obige  Bedingung: 

Nun  ist 

dB     /dB\B(p       /dB\     ,      /dB\     IdB 

Sei  weiter  -4=*(p,9,p',  7')  und  aus  (41)  folge  p=i(£»  9),  p' 
=i'(<,  g*),  so  ist: 

A=i^[l(i,g),g,lX9,q%g'}  . 
also 

/a4V_8^8i     3^     dAdl     dA 
KjdgJ'^dXdg'^hg—SfFg^dq  ' 

Aber  aus  p=l(ef  g)  folgt,  da  p  von  g  unabhängig  ist: 

""SeS^     3^'     dg  h%dg  ds  Bg"^     m* 

Man  wird   das  Letztere   um    so  leichter   einsehen,    wenn   man 


•  MwMulrt: 


Mm  bat  abo 


hA        cA 


0=-"-:* 


»4  d^ 


ßJ)..»L.^¥ 


BMcbM  IM»«  4iM  A  ih  DIlutM  inctar  Tli#a»  kl.   ««• 

MMi[||#  li#vNlf|MI|(9|||ICic|lSK||  MI. 

Kir=T*  1     *  Vv- %"!."«• -^••y 


Am  (4S)  iJUal  «icli  mm  l«febl  4er  WeHk  dM  QM(ie*lc« 
MtMteM:  ■•iiMcb  iai  4m  la  4«r  et»l»«  kUnarr  IUmcvmMm 

*         «A V  «« -  #V     *»Vv  Mi-F*) 
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und  äbnlich   das   in    der   zweiten   Klammer.    MitUi^  vrird  obige 
BedingQDgsgleichung  zu: 

^i«^        r  8/^  Gm^Fn  \       3  /  £n-Fi/i  yi         1 


—  r  9  /  G'm'^  FV 


[a  /  GW—  FV  \       8  /  E'n'^Pm'  \-\   v L 


f^a 


Wenn  diese  Bedingung  erflfllt  ist»  lä^st  sich  (47)  unter  Zu- 
ziehung von  (41)  integriren  und  giebt  die  zweite  Gleichung  zwischen 
p,  q,  p\  q*.  Ist  aber  (48)  wirklich  identisch  erßiltt,  entweder  un- 
mittelbar, oder  in  Folge  von  (41),  so  lassen  sich  die  Flächen  auf 
einander  abwickeln.  Denn  man  quadrire  (47)  und  (46)  und  addire, 
so  ergiebt  sich,  unter  Beachtung  von  (45): 

FB/?«  +  "IFdpdq  +  Gdq^=Efdp^^^2Pdp'dq'  +  G%'« , 

d.  i.  die  Gleichheit  der  Linearelemente.  Wenn  also  (45)  identisch 
erfällt  ist,  so  rouss  (48)  ebenfalls  identisch  erfallt  sein,  damit  die 
Abwickelung  möglich  sei. 

Ist  aber  zweitens  die  (45)  nicht  identisch  erfilllt,  so  be« 
steht  (47)  immerhin  noch,  und  ihr  rouss  durch  (41)  und  (45)  ge- 
nügt werden,  wenn  eine  Abwickelung  muglich  sein  soYf.  Geht 
diess  an,  so  sieht  man  wie  so  eben,  dass  die  Abwickelung  muglich  ist. 

Da  im  ersten  Falle  bei  der  Integration  eine  willkfibrliche 
Konstante  eintritt,  so  ist  die  Abwickelung  (d.  h.  das  Setzen  ent- 
sprechender Punkte)  nicht  bloss  in  einer  einzigen  Weise  muglich; 
im  zweiten  Falle  aber  wohl  nur  in  einer,  oder  docli  einer  sehr 
beschränkten  Anzahl  von  AHen. 


§.  13. 


Sind  wieder  R^  Hx  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  in 
irgend  einem  Punkte  \x,y,i)  der  krummen  Oberfläche,  so  kann 
das  bestimmte  Integral,  ausgedehnt  auf  ein  Stück  oder  die  ganze 
Oberfläche: 


m 


l+S)  ■*"  W     0-.  (^9) 


KmIi 


dxdy 


leicht  in  ein  anderes  umgeformt  werden.    Dasselbe  drfickt  iibri- 

§ens  nichts  Anderes  aus,  als  die  Summe  der  Flächenelemente 
er  krummen  Oberfläche,  jedes  dieser  Elemente  dividirt  durch 
das  Produkt  der  beiden  in  ihm  stattfindenden  Hauptkrümmungs- 
halbmesser.  Wir  wollen  annehmen,  die  Ausdehnung  des  Inte- 
grals (49)  gehe  nicht  weiter,   als  dass  innerhalb  der  Uränzen  der 


llHnflwi  Mmt  im  HalkMMMr  IT  «4«  IT, 
4mmII  wfcakMM  Flick«  (f.S.)  Ul  IT«^ 
MN-OTtebMM«  taHB«r  »«itaUt. 

Um  Pi«4«kt  ffA^  M  (f.&)  «Meli 

i<)**aT 

"Ä  «^'  /Ä  Y    * 

hl  4m  lirt«Rnl  (49): 
wcH  «MgaMbat.  Jm«  toa^riwlb  <Ur  lalcurallawRrtoMai 


Mbt  (IT): 

Utakf  «Ir  «M,  «UM  liill#  da«  Isteftral 


Ar  ff 


rs  n 


Ptft  MRt  'mww  «tM  F"*!^*    *^l!«*  ""^  MtaM 
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Um  das  letzte  Integral  Doehmals  umzuformen  setze  man 


"~        IT*       ^  IT* 


wo  u,  9»  te  die  Kosinus  der  drei  Winkel  sind,  welche  die  Nor 
male  im  Punkte  (jr,  y,  z)  mit  den  Koordinatenaxen  macht  (§.  1),  so 

dass  tc=±V^l — t**—©^  und  also 

u  v 

Alsdann  ist  statt  dplöq  zu  setzen: 

so  dass  das  verlangte  Integral  ist: 

150) 
PP_JuSv 1  _      PPBuBv 

Das  Integral  (50)  drfickt  aber  bekanntlich  das  Stück  einer 
Kugelfläche  vom  Halbmesser  1  aus,  wenn  u^v^w  die  Koordinaten 
eines  Punkts  derselben  sind.  Der  jPunkt  dieser  Kugelfläche, 
welcher  dem  Punkte  (a;,y»  z)  der  gegebenen  Fläche  entspricht; 
ist  leicht  SU  finden.  Ziebt  man  nämlich  durch  den  Mittelpunkt 
der  Ku^el  eine  Linie  parallel  der  Normale  im  Punkte  (r,  y,  x),  und 
denkt  sich  z.  B.  die  Kugel  um  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
beschrieben  9  die  Koordinatenaxen  zugleich  auch  Koordinatenaten 
der  Kugel,  so  sind  die  Koordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmes- 
sers nichts  Anderes  als  die  Gnlssen  ti,  v,  tr.  Daraus  fol^t  nun, 
dass,  wenn  das  Integral  (49)  über  die  ganze  Fläche  ausgedehnt 
werden  kann  und  diese  eine  geschlossene  ist,  dasselbe  =J:^^ 
sei,  das  obere  Zeichen  geltend,  wenn  RRi  immer  positiv,  das 
untere,  wenn  RR^  beständig  negativ  ist 

Man  kann  hieraus  auch  den  Satz  ziehen,  von  dem  Gauss 
bei  seinen  Bestimmungen  ausgegangen  ist  Denkt  man  sich  näm- 
lich, wie  vorbin,  die  Kugel  vom  Halbmesser  1,  und  ein  unendlich 
kleines   Element   c  der  krummen  Fläche,    zieht  in  allen   Gränz- 

E unkten  desselben  Normalen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
[albmesser  parallel  mit  diesen  (nach  derselben  Seite  gerichteten) 
Normalen,    so  erhält  man  auf  der  Kugel  ein  unendlich  kleines 

Theil  \\\.  24 


1.14. 

Wir  w«l«  ••  an  «af  «iMr 
tehM  0.8)«  «Im  im  1^1  Ml'alt  «• 

AiT  Am  mitm  ■itaw  »k  «iMa  PMkt  B,  md  im 

■^^^A    ^9   ^^       ^^kJ *-»-  *  -  -     ^   ^^^    ^  ^^^^^     ^t  — 

WHf    f>   Wf    «MI    vwVMSOT    mm    «N    f^  ^iPW    VIBv 

ml  JmjUkmH^b^   Wir  «tlMlto»  ••  •(•  ?m  !• 
MM,  -bliiitw  «UM  wtefcdt  (LII.).  BM  4m1  WI^hI 


I«  Ml«  A,M.  C  la  Pwfcte  MM  Am  f*»  ha  rwhla 
Ctt*''-  ■■*■■  »»  <>a  Wli*»l.  Jaa  <a  llimii  |  tili  #C 
■11  Ma  ««a  J  «HMMlMa4M  Kirwtta  ■ittt.  !•  aacfe  4«r  Stlto 


Mttf  MMA    ^MV  flW  JMMlfVfli  ^    WM  9^  0MMB*    9S  Ml  UW 


^vImMI    Ml  PWMM  iP    |MNCV    19«^  jy»    IM    IHMkl^  fr 

CM  (4,M»Ctm  ~ 


IMM    CIMMVI    wCMM   #MMf    KW#   Mlf    99f 

f.MLlaB«Hff  «tf 


4k 
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dg 

"-        ■       -  (52) 


sein,  bt  allgemeio  <p  der  Winkel,  deo  da«  Element'  V  r*+e'3if' 
mit  der  Linie,  auf  der  r  gesXbIt  wird,  macht  nnd  zwar  nach  der 
Seite  hin,  nach  der  die  positiven  dr  nnd  dip  gerechnet  werden, 
80  iat  offenbar: 

dt-  r* 


c8^ «    •    . 

also  wird  (52): 

Wenden  wir  das  Gesagte  doo  anf  die  Sfttze  in  §.  13.  an.  Ein 
Element  der  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist  offenbar  vB^  (§.  10), 

also  giebt  das  Integral  /ird^^dr,  ausgedehnt  aof  alle  Punkte  des 
Drdeekli,  die  Fliehe  ies  Dreiecks  an. 

Aas  §.  13.  erhellet  auch,  dass 


ff 


-gjff-'  =  dt  ^er  FISche  einer 
Figur  auf  der  Kugel  Yom Halbmesser  1  ist, 

welche  man  erhält,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  Halb« 
messer  sieh^  die  parallel  sind  den  Normalen  der  krummen  Fläche 
in  allen  Gränspunkten  des  Dreiecks  ABC. 

Aus  S*  12.  wissen  wir,  dass 

• 

demnach  ist 


ff^-f'*f^^- 


8v 


wenn  r  Fon  0  bis  r,  ^  von  0  bis  A  gerechnet  ist.    Da  ^^=1 
flir  r=:0  (f  1%  so  ist  aUo 


tmi  tlmka  im  dtgmMfA  gmmktm  b>iHMii>  bt^ftil« 
fir  t=0  M  ^sam—M,  Ifer  ^rsA  Ist  y-C;  «m  M 


Ul: 


Sf^-AyB,V-n 


4mi  btofr«!  m^  aO*  Paskl*  '••  DraiwJw  ABC 

Im  nicke  Itai  fcyi  dl»  mwi»   Dto  8mi^  4i^  jlto> 
•hMackktflaMm  DrtiMks  Ul  sriM^r  ab  1  ÜMlito.  «<^  JU 

^hKvV  IMpMMK  MMMWH  9  KMNMIf  AM  •  HlKVtV  ■  W^BB  Wt9  VHI  ~"^ 

lakM  iär  O«  UcWwkwvwtall  aidi  m  nf,  «to  «»"^ 


HitteMHi  dB  VMMfc  tM  V  Mf—t— LWwi,  A«  dA 

•  -i  Micbcr  Unbdn  MMhm  «mI  mm  lidct»  Am«  4«f  C«i«h 

mUmI  4«f  HiiMM  äbr  Widmet  vm  (•  ~-f)  MT    »M  %ftMll   m 


711^1  wb  &•  FlidM  im  itm  %  Wtock  tmUfrtrkwmJHk  Flnr  mT 
4«r  Km«I  nr  FUkiM  ^  bimm  lUiid.    iJNrr  CMindfci  wf  ff  Ü 

MgBttY  M  Mil*«flMMeB  PUcboi. 


1.15. 


Im  MtHlbHgf  mimim  9km  AH  NBrkMftflMilMi 
ist  alMf  ak-lil  «cktter,  «to«  tt#ll9r#  AH  rrdiHibMIgtt 
m  9kmim(fäh99m,     l>«fcli  '4«s  AttfasBNMftlll   .1  »libw 

^■Bfctii  bb4  mtt  4if  ilbi«  U  all  Vki^m  IHiaitra  >tBkf  i  bM  C 

UmPB   CftIrBiMI       KiS  jM9t  InMMftt     .W  mtt  tfB0HMCV#   l^ltV  I 

ill»«l  ttrf^Mi  kOMMi  dUvrIl  A«  EalfmMMg  f  iindbM  « 
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der  Seite  reebBen .  oaeb  der  <§.  10.)  ^  =  0  Ut,  die  positiven  q 
nach  der  Seite,  naen  der  die  positiven  ^  gerechnet  werden*  Es 
handelt  sich  nun  darum,  zwischen  r,  ^»  p*  q  Gleichungen  aufzu- 
stellen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dasa  die  Formel  (32)  ein  jedes  durch 
M  gehende  Linearelement  darstellt.  Da  jetzt  hq  das  unmittelbar 
durch  M  gehende  Element  der  Ordinate  ist,  so  ist  (wie  in  §  10): 

/8:rY      /a^y      /3xY  8a:8a:  ,^fW  .8x31     , 

W  +  W  +  W         '     ^g^  +  8p89  +  5^8r'  ' 

also  das  Element: 

8*=Vw*8p«+89« 

Denkt  man  sich  durch  den  Punkt  M  eine  Linie  gezogen,  deren 
Punkte  von  der  Abszissenaxe  alle  dieselbe  EntCerniing  o  haben, 
so  steht  sie  senkrecht  auf  allen  Ordinaten  (§.  9.)  mid  das  Element 
derselben  im  Punkte  JV  ist  also  io8p.  Ist  X  der  Winkel,  den  das 
Element  di  mit  dieser  Linie  macht,  der  Winkel  nach  der  Seite 
bin  gerechnet,  nach  der  die  positiven  dp  und  89  geben,  so  ist 

cosX=-=^^^.,     s\uX=-j   ^l\     _.       (54) 

In  Bezug  auf  die  Koordinater  r,  'p  ist  dasselbe  Element: 

V&^"+^^3t^    (§.10.); 
demnach  ist 

8f«=w^«+89«=8i*+»^^-  (55) 


Das  Element  der  von  A  ausgehenden  Kflrzesten ,  auf  der  r 
gezählt  ist,  im  Punkte  M  (Taf.flX;  Fig.  1)  ist  8r;  r8t|;  ist  das  Ele- 
ment einer  darauf  Senkrechten,  die  durch  die  Endpunkte  aller 
Kürzesten  von  der  Lflnge  r  geht  ($.  9. 10.) 

Ist  9  der  Winkel,  den  81  mit  8r  raucht  ($•  14.),  so  ist 

8r       «  t?8tf; 


COS 


9=-g-,    sin9=-g^. 


Zugleich  Ist  9— 1  der  Winkel,  den  die  Elemente  wdp^  nnd  8r 
mit  einander  machen,  den  wir  a  nennen  wollen,  wobei  dieser 
Winkel  a  von  dem  Element  hr  an  In  der  Richtung  gegen  t^  ge- 
zfthlt  wird,    alsdann  ist,  wie  ielcht  ersichtlich: 


VCMlftbyitols'^^^  ^^^^» 


•tacasalaycwl—cMVitei"  ^{^  "V^* 


mmm 
4.  kaMihMt 


DilMM  Mgt 


COSÄ^"  WWHIÄ*'  ^9* 


mBpdmm-^9f 


>: 


1^ 


(M) 


I«.    t 


z 


^•1 


^•♦(«•- 


«^ 


^•5? 


ar*  «)• 


-•5jlf**5"**   «^ 


ist 

Wm  w  »mkdmgl, 
«Weh  «^.  4.  k  Ar  f 
limmtm  (M)  M|rt,  » 

Fir  f  sO  OM 


f>b  f.  r.  ir 


M  bl  I 


Ir  fcsO  4m  Pf  w<  w9'^ 
w  - 1.  Ami  4mi  >«••)  «n 
tu  «ml«  Mck  f ,  41«  ■««M* 


•  •b.^M- 


Ml.*StCl 


Ar  f-0 


kl« 
0.  4.  k 


Ar«s 


<1T) 


•»•♦wr* 


<a» 
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'  Wk  woflen  nan  annehmeii,  w  Mse  sich  in  eine  nach  |;aDzen 

positiven  Potenzen  von  p  und  q  IbrÜanfende  Reihe  entwickeln, 

dw 
und  sei  diese  Reihe  (da  ßr  17=0:  to=l,  k~  =  0): 


•••  % 


also 

+M*  +  *iP9*  +  *tPV  +  --      J  (59) 

+Cü9^ + Cipq^  +  rjj^j*  + 

worin  also  Oq»  <riy«i  60  >  ^»•••>  •••  <^  bekannt  angenommen  wer- 
den müssen. 

Die  erste  der  Gleichungen  (67)  ist: 


^'+-(^'='^-   <^^ 


Da  flir  uModlich  kleine  p  nnd  9  ofenbar  r*=rp*-|-^,  ao  kann 
maa  also  eetaen: 


M»» 


Da  für  0=0  allgemein  /»=r  ist,  so  fallen,  ausser  p^,  alle  Glieder 
weg,  die  bloss  0  enthalten;  da  für  p^sO  auch  r:=zf,  so  fallen, 
ausser  9^,  alle  ulieder  weg,  die  bloss  q  enthalten.  Welter  ist 
also  rär  p=0: 


-='•■  Q'= V 


8.r* 
und  -^  enthftlt  fSr  p=0  bloss  dij  (ilieder,  die  p  in  der  ersten 

Potens  enthielten.    Aus  (570  folgt  aber  Air  p=:0: 

d.  h.  alle  jene  Glieder  mOssen  ebeafolls  w^fallen.    FOr  fssO  ist 


r^    «tUH  (Ür  f  sO)  Um«  dl«   GB«te.  «r«lck*  f  Im 
•IMM  PMmu  MlbtollM,  «Im  b(  fir  f  s9(r»fi)  te  fß*)' 

M  4aM  alaa  mmIi  J6M  6B>iw  vMMbwWM.    Mm  «M 


■HM  aiclit  iker  41«  srdwl«  OrdaMf  hlaMSiaht 

StM  MM  kiWM»  «•  W««»  tM  *^       *^ 


4mi  WwtiM  VM  ».  la  4U  CMebMg  (ITVm  «tah 

4ar^4l«^fivV4-— 
4-  ifw^V « f*  ♦  •i»*f  •  ♦  *»«^' « *••«•  ♦  «%i»V 

Ilaras«  folft.  4ardi  VerRicirkMifi  dw—llif  P»l<«— ; 

4  J»  fMT,  4  IM%B4«.*4«*w4«^f  4r»  <^^  <w-  ^  V  • 
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üUerartoelier  Berlelit. 


Cteschlchte  der  lllathematik  und 

Physik. 

Die  Fortsetzone  des  interessanten  Referats  von  Biet  fliier 
den  wichtigen  BriefvFechsel  zwischen  Newton  und  Cotes  (m.  s. 
Literar.  Ber.  Nro.  LXXIV.  S.937.)  findet  man  im  Journal  des 
Savants.    Avril.    1852.    p.  217. 


Lebenslinien  zar  Geschichte  der  exacten  Wissen* 
Schäften  seit  Wiederherstellung  derselben  von  J.  C» 
Poggendorff,  Mitglied  der  Academie  der  Wissenschafr 
ten  zu  Berlin.    Berlin  1853.    4L  .  1  Thlr.  10  Sgr. 

'  Diese  Lebenslinien  zur  Geschichte  der  exacten  Wissenschaf* 
ten  sind  bestimmt,  die  chronologischen  Data  ihres  biographischen 
Theils  zu  sammeln,  und  sind  der  Vorläufer  eines  erfisseren  bio- 
graphischen Werkes  9  durch  welches  später  eine  fühlbare  Lücke 
in  unserer  Literatur  ausgefällt  werden  soll.  Den  Inhalt  dieser 
Schrift  bilden  snnSchst  drei  Tafeln :  die  eine  f0r  das  sechssehnte 
und  siebzehnte  f  die  andere  für  das  achtzehnte j  die  dritte  fttr 
das  neunzehnte  Jahrhundert»  in  denen  in  einer  graphischen 
Darstellung  die  hauptsächlichsten  Lebensdata  von  1150  Perso- 
nen, die  sich  um  die  Cfnltdrder  exacten  Wissenschaften  verdient 
gemacht  haben»  angegeben  sind.  Die  Namen  sind  alphabetisch 
geordnet». auf  der  rechten  Seite  d^r  gezogenen  horizontalen  Li- 
nien stehen  die  Namen  der  Betrenenden»  links  die  Geburtsorte» 
die  Endpunkte  dieser  Horizonjtalen  geben  in  Bezug  auf  den  oben 
und  unten  befindlichen  Jahreszeiger  oder  Jafaresmaasstab  Geburts- 
und Sterbejahr  an.  Der  Grundgedanke  dieser  biographischen  Ta- 
felii  ist  von  Prieatiey'a  Chart  ef  Biography  entnommen, 

T5 


d&e  tor  •(««  ein««  Jakriivodefft  eriM>liieiirti  Ul.     Ilcfl  TaMa  v«r- 
Mm««rlilrfcle  KrlivleniiMtrtt  ^fttluillni  ili«  Namni  i 
betbcbrr  Ordmi»|i,  «im!  karg  dW  baa|iliiIrblirli«leo 
b  dbü  Tafeh  MirgtitoMM^fw«  Prtmonrn, 

WüU  Mich  die  »clif ift  Inlrrvusirlc .  rIo«  Irli  mit  \kr  la 
fUbli0tlM»k,    «M   mlcb  rini|tmBa«»ro   \on  ihrer  VolUUsdlghcil 
Oh»r«ruc<*n.     I>a  faml  irh  aber   freilich  »ehr  RrcMse  I^Orke«. 
MAanrr    ««ie   folfcrode  dflrfWa    doch  ia   rinrr  «fdrbe«  ^trhffÜl. 
■Mürbe  aiidrrr    %iel  wenhM  fttdlsat«  >aaaen  aafgeiMNHM«  kal 
«ohi  M-bwerficb  feblea.    trh  fOhre  die  !tamea  obae  all« 
Urdaa»!  aa,  «ia  «ia  wir  üerade  aaa  HN-inea  llüchera 


lliiidcHnbar« ,  C»e«irv  NiaMin  KUlKel.  I^arrott,  MiHitMaH,  FfM 
rii-h  Tbrodor  Srbaberf,  Scb«»«itra.  i^rrufiriu«  a  Sl.  \  incralM. 
larU.  Söldner  •  Lillruir,  l*ardinrr  (»rbr  brrflbmte  l«afaril 
fein,  in  der  Mathraiatik  brrflbmter  aU  dir  deiianf|irheaiaMae«%* 
Hberwin  eben  mi,  ^baaucber,  1^  Seur  und  Jaruaier.  IIa« 
Jaaa (bcribaitealer  aiatbemalmcber .HcbrifUteller  tber > 
aad  llrhHinnaaiii»fa),  Uaffahair,  IMMor,  ja  «^tar  tktltUA* 
Freiherr  tea  Wolff  fehh,  aad  dieaer  «ar.  ireaa  er  atfllb  aMt 
«crade  Ealdeckannea  geaiaclll  bat«  darb  ««obl  riae  «Mücke  l^r- 
haaaiiaie  fUr  daa  Hludia«  der  etactea  \%  iaaeaachaHea, 
Ia  Dealachlaad;  deehalh  irrrtriebea  ihn  Ja  aarh  die 
Ma  llalla  aad  aiat  der  all«  FHlx  rief  Iba  lartrb,  Tai 
Aladeale«  md  BirMra  hahea  Iha  ein  (dar  llrrr  Vf  hMa 
«atCarbeda  UharhHft  aaf  Watfr  nachaehea).  Paa^aick. 
Ira*  Haaiaa,  Job.  Keill.  Piliarua.  KevbiniiHHaa.  Adrüaaa 
aas,  Jidl.  Faalbaber.  Ilaaiel  2>irh«ealrr,  HaiEKe,  Jac  !>•%. 
de  Anselis.  Ilagh  llaailllaa.  MoriCs  t  Prasse.  M^lweide.  TAfdar 
(r«aihiaalarlache  Aaafvsia).  Teleaa  (eben  sa).  Hr^aeaa.  L 
Uadca.  Toaie  dl  Fataa««.  de  Haaffaia«ille  (ralcal  latagfall. 
BuMaageifer.  Wal«ieele% .  Manfred!,  de  Haoauv.  l«aatsdafC. 
Faaa.  UmN.  WeftaiArfaer  Ü^mh  AasI).  J  i.  Perasa«.  Vm 
H|aib.  .H%aalierv.  I^aa|irfln.  MHjnderhielin.  lleaMirt.  l«aM, 
lel.  Ideler.  I^witj.  lsci|art,  llrcbale«.  Job  rsrsaiiirl.  I>iyf t< 
■ayrr.  Zaha  (llralaa  arllMalis).  Jehann  de  Sartubasra.  tlMtied, 


AdrUa  MelHN.  INtlUard.  Hoherteaa.  FrancWnl.  («Irard.  €% 
fllerNaer  Aatroaaai).   Sllbersrblaf  (Herliner.  um  MathrAalii 
WaNf w Iaaeaei4aft  vrrdWater  (»efsllkber),  l.c«d  Rraaaker  iK 
hrtrhe).   d«*  tta«.  ilrafeli»i|ne.  rrjmer .    Ilr«ibeartdte .  i 
Hadalph  aa«  Jaurr  i  berlIhMler  r«»Mist),   Paol  Halhea   ( 
Jah.  rtrheybi.  de  Keaaae.  Johann  lliidde.  de  SlAee. 
har.  raaifbiM.   I«ata%  .   Fnarenet .  tniisnee.  RaHM  ( 
M>ra— gehl  r  de«  IHaabaai)       Vea    der   beribaitea   Fi 
Beraaalire  fiehC  de?  ||«fr  \  f.  aar  drei  aa :  ea  (lebt 
Maser  de«  HiaflHaealef  aller.  n«rh  teha.  dare«  s^hr 
taa  lletra  Prafaaaar  Beraoalli   U   Baael  antfefhelNa 
tieder  Herr  Vf.  ha   Archiv  Tbl    Vfll.  tlierar    Bar    3lv« 
XX XII  H  4t4.  hMa  iadea  kOaM«. 


Half  he  Xawea.    die  aia  Ia  de«  ,.l«ebaaslialaa* 
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riierei- 

'iittich  jetzt    in    der  arahr- 
d.    ist  z.  B.  aus  dem  Li- 
I   des  Archivs 


lieseeii  sich  noch  in  grosser  Henf;e  aulTührea,  denn  die  Geschichte 
i)«r  exacteii  VVtseenscharte» ,  namentlich  der  Mathematik.  >t>l  un- 
gemein reich  an  lierülimtfn  Namen,  eben  »eil  diese  Wios  Mist  haf- 
ten nar  sehr  lan^'Ham,  aber  in  steligeni  sicheren  Fortschreiten  zu 
der  Uohe  {>elanßt  tsind,  auf  der  sie  «ich  jetzt  befinden,  niid  ueü 
oft  durch  eine  einzige,  an  sich  sehr  einfach  scheinende  Idee,  die 
in  der  Ijeschichte  nathivendig  den  Namen  ihres  Erfinders  trugen 
musB,  grosse  t'ortscbritte  der  Wissenscball  herbeigeführt  worden 
sind. 

Bedauern  müssen  wir  auch,  dass  der  Herr  Vf.  feine  „Le- 
benslinien" nicht  noch  etwas  weiter  rücItHgrU  verlängert  hat, 

bis  er  zu  den    ■     ■  '  —  "       -     - 

Zeit 

tet  haben.     Und  nas  für  Schätze   n 
sehen  Literatur  anfgefunden  worden 
terariscbea  Berichte  Nro.  LXVIL  S. 
zu  ersehen. 

In  den  Eriäuterangen  sind  uns  manche  UnKCnatliglceilen  auf- 
gestossen.  Uer  beriihmte  Verfasser  der  Mondtafeln  beissl  nicht 
„Burg"  sondern  „Bürg".  —  „Cavalieri"  ist  Jedenfalls 
laUch  ;  es  niusi«  heUaen  „ Cavalcri"  oder  auch  vielleicht  „Ca- 
valieri", worüber  wir  eine  bestimmte  Bnlscheidung  in  diesem 
Augenblicke  nicht  geben  können,  aber  „Cavalieri"  i^t  unter  je- 
der Bedingung  fdlsch.  Bei  Fermot  ist  als  Hauptvcrdicnst  die 
„ZahleoTechaiing"  angeführt;  dies  rouss  „Zablenlehre" 
oder  „Theorie  der  Zahlen"  heissen:  denn  „Zahlenrech- 
nuog"  giebt  einen  ganz  falschen  Betriff.  —  „Ueinoivre"  ist 
eine  ganz  falsche  Schreibart;  auf  keinem  seiner  Werke  schreibt 
aicb  dieii'er  lierühmte  englisclie  Mathematiker  [nach  (ieburt  übri- 
gens Franiüse)  so,  sDiidern  immer  ,.Ue  Moivre",  uuü  er  heisst 
in  der  Mutbe^natik  aucb  allgemein  kurz  „Moivre".  —  L^beu  so 
i^t  „  L'Huillier''  in  doppelter  Weise  ganz  falsch;  es  muse 
„Lhuilier"  beissun.  Auch  hätte  iiei  diesem  trefflichen  Mathe- 
matiker nicht  seine  „Exposition  älenientaire  des  caiculs 
sQpärieurs",  sondern  dan  neue  und  grössere  lateinische  Hau j)t- 
tverk:  „Expositio  elementaris  Principiorum  caiculi  dif- 
ferentialts  et  integralis  elc."  angeführt  werden  sollen.  — 
„Mer  cator"  ist  alsErlinder  der  „Karten  mit  wachsender  Pro- 
j  e  c t  io  n  "  angeführt,  was  geradezu  einen  Nonsens  enthält.  Diese  vor- 
BÜglich  in  der  Schifffahrt  hei  der  sogenannten  runden  ächiSfahrt  ge- 
bräuchlichen Karten  heissen „Karleo  mit  wachseodenBreiten" 
oder  „Uedncirle  Karten".  —  Pi  ngre'ä^Cani elographie  ist 
nicht  l'M,  sondern  der  erste  TheÜ  schon  l*tö  erschienen. —  Bei 
dein  Astronomen  „Wendelin"  halle  erwähnt  werden  müssen, 
dass  er  zuerst  nach  Aristarcbs  Methode  die  Entfernung  der 
Sonne  von  der  Erde  durch  Beubadilnngen  bestimmt  habe;  dabei 
kommt  freilich  auch  euio  Mondh^ahuchtuo"  vor,  aber  der  Zweck 
ist  dabei  gar  nicht  der  Mond,  sotulern  recht  eigentlich  die  Sonne. 
—  Hinter  „Sievinus"  scbreibt  der  Herr  Vf.  „Stevens?" 
Wir  anltvorlen  kurz:  .,Slevin"  (m.  s.  das  Ireffliche  .,M^moire 
sur  la  vie  et  les  travaux  de  Simon  Stcvin.  Par  Slei- 
cbea.    BTuxelltie. 4ä4ti.  242  Seiteo;  auch  eiae  kürscre  seht 
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MM 

«Mm  8cMrt  v«ii  (jafflelst  Aber  Jimm  lirrAbalMi 
mIm>ii  ^lalbMMtlkvr ,   4«f  aU  l»|[«iii«ar  In  llieasto 
Msrili  «•■  Nassau  slasd). 

MrlMfi  4aa  VoHirrit«baiiii« .    waa   a&rb   lakbl  B«cll  v 
IWhmi«,  «M  binr«irlM"iMl  a«aa»  namtfnllicb  jwi|tr«  Malb« 
4I«9    wnl   aic   alrb  oft  waffsn  riafl*r  an ecJiwiiiaig—  AaWl« 
(;«wbirM«  ibrer  UiaMMcbaA  \m  VerW«f*Bbmt  baiadaa, 
an  Kralrn  nacb  dir»«ii  l^brnslinien  Kreifcn  dOrnea,  Im 
•labang  acbr  groaa«  \'oraicbl  bei  den  Vrbraucbe 
uenpreblea. 


In    de«    ^Mlttbell«a|ren    der    aalarfor aebea^ea  «•- 
aell^rkafl  iv  Bera.    >o.  245  —  No   J47.  S.  Ibl.-  hat  ÜMi 
R.  Wulf  eia  BnirbalOrk  au«  riner   %un  L ballier  ia  €»eaf   » 
baltrnra  altadenlarbrn  Hede  roitieelbrill.  weirbea  hi  nebrere»  n» 
glcbaagea   tut    die   lieM-blckle    der    Malbenalik   lalereaaaai 
Uaftarib«  ealbJill   rlernllicb   die  (;eii«kirble  dm    naibe 
LebrMubla   ta  Ifenf  «rkbread  aabr  einen  Jabrbaaderl. 
bei  »ebr  lirtere— ante  Nnlliea  Aber   «ier  «erdieale  l«ealer 
nailber:  IS.  Traner.  J.  L-  ralaadrlnl,  U.  Neeker  4e  €••#• 
nag ny  oad  vant|tllrb  T.  I«.  Ilerlraad.    I>er  er«lera  4l«aae  Har 
Miaaer.  Caler'»  Zeilgennaae,  lat  wobt  durrb  eelae  a— itaawfc 
aete    ..latrodarlina  ä  l'AaaKse    dee  ligaea  rearlea  al- 
Itebriqaea.  Isidieve    1750.  I.*'*  Jeden  Malbenaläbet 
daa»  die  beldea  Mfenden  ea  weniger  »ind.  darf  airbl 
da  Bie.  bei  aller  TrelllrbkeM  Ihrer  KranlaiMe.  «eaig 
babea;  da«a  aber  aarb  der  leUle,  nJinlirb  Ilerlraad,  Ia  A 
neinra  nirkl  »ebr  bekannt  ist,  i»l  sekr  brfremdend  «ad  ba 
•lea  liradr  tu  brdaarrn.  d«  daa  %  on  deniarlbrn  krra«*gegebe«»e  g 
Werk:    ..l>evrlo|i|irnirht   noqfau   «I  r   Ia   parlieelenen 
laire    dra  M.ilhr  naa  lif|ura    i>risr    dan«   luulr   ••»   ele« 
due.    T.   I     rl  II     (frnr«r.    I T  i  H.    I."    rinm  unKriaciiM-a   M««ffft 
tbun  an  umrn  iHern  und  Hj||<rfi  riilli:ill.  uml  iljkrr  tu« 
Malbrmatikrrn .  die  narnrnllitk  in  dt-r  Cimmrlrir  Irnlrr  •••  •• 
bloaa   narb  dem  Nriif-»len   i;rrifrii.  «a«  in   drr  grflaiitilr«  \% 
•cball.   HO   gerade  dir   kUrrm   Werke   ti^lr  Cf<*|ilki*riirr 
beeunder«   tu  bnlaui-rn  i«l  .    nirbl    ••!  unkra«blrl  grlan 
nidlle.  üie  dira  Jrlil  ilrr   l'«!!  iu  »«in  •rbmit     |l«  die  %mm  Mefim 
Wolf   gemacklp   Millbeilung   »ebr   gerigtirt  ist.    da«  Aadiakia    •• 
die  grnaanten  tr«*f1irben    %lalkrftMlikrr   «a  rrnraefa.    and   i»g4#«4 
Aberb«ii|il   ei««en    inlrrr««aiitrffi  llrilr«^    «ur   I.itrrjlurgr«ff||ir4t#  w 
aea   klemm   Ffrisffaal«    lirfrrl.    drr    %un   |ekrr   dun  W  di»  «Ir*    \%  •» 
aenarbaflen  gebrarktrti  ll|ilrr    »irk  in    nibmlic  K»lrff   Wri^r   brv^«^ 
grlk«a  bat.  ••>  gUttbr  ick.  das«   v«  drn  |«raris  Jr*  Arrbn»  «»c^ 
arbn    aria    Mird.    ürno    irk    die»r«    |lr«cb«lilrk    •■•    Lbeilief    • 
akadeniM-ber  Krde  birr  l>ilgrii  la«ar 


...\«aal  i|iie  Ir»  MirttcrA  |fbil«*««i|>bimirs  r«»Brnt  ar^et»   I 
dat  el  le  drgre    da  ferlectiea   aaiyielwi  eile«   ««1  *!• 


949 

daos  oe  stiele »  on  fNiavait  peut  -  4tre  sans  danger  confier  aax 
mtoiea  inatitatenrs  le  d^valoppement  de  deux  sclencest  qui»  li^s 
par  UD  graod  Doinbre  de  pointa  de  contact,  ae  pr^teot  ai  aouvent 
m  aecoura  motuel.  Aaaai  cette  röunion  a-t-elle  ea  lieu  dana 
notre  patrie  juaqu*ä  Tann^  24  de  ce  ai^cle.  A  cette  <^oque  une 
heoreaae  clrconalaace  fit  aentir  au  gouvernement  riroportano^  au'U 
y  aurait  k  dötacher  l'une  de  lautre  cea  deux  aciencea  de  len- 
aeignement  public,  et  4  ne  paa  raettre  dea  eotravea  aux  progr^ 
de  l'une  et  de  Tautre  en  cbargeant  lea  m^niea  profeaaeura  deleura 
d^Felöppement  6.  Cramer*)  et  J.  L..Calandrlnl**),  deux 
amia»  rivaux  par  leur  talenta,  par  Tetendoe  de  leura  conoaiaaan^ 
cea  paa  proportionnöea  k  leur  jeuneaae,  et  par  teur  habilitd  k  lea 
communiquer,  a?aient  aontenu  avec  un  ^gal  auccia  lea  öpreuvea 
pour  obtenir  la  chaire  de  pbiloaophie.  Lea  ^lecteura»  en  confi^ 
rant  cette  yocation  ä  A.  De  la  Bive-f-)»  regret^rent  de  n'avQir  paa 
ä  donner  autant  de  auffragea  qu'ii  y.avait  de  candidata.  .Dea  ma- 
glstrata  «klair^a,  convaincua  qne  la  culture  dea  aciencea  doit  ^tre 
une  dea  aourcea  de  la  gloire  la  plus  aolide  k  laquelle  notre  pe« 
titeaae  noua  pernette  daapirer,  et  une  dea  baaea  de  notre  pro- 
ap^rittf  publique»  aentirent  riroportance  d*attacher  A  notre  Acadd- 
mie  deux  jeunea  aavaota  qui  venaient  de  donner  lea  preuvea  lea 
plua  brillantea  de  Ic^pr  capacitö.  L'enseignement  dea  math^ma- 
tlquea  fut  d^a  lora  a^par^  de  celui  dea  autrea  brancbea  de  la  pbi- 


aeul  en  poaaeaaioo  de  renaeignenient  dea  matbiimatiquea. 

„CalandrinI  n'eat  paa  aeuleaent  connu  de  aea  eompatriotea 
auxquels  il  a  rendu  les  servicea  lea  plua  diatinguea*  d'aborddana 
sea  Tonctions  acad^miquea  et  en  suite  dana  les  premiöres  places 
de  la  maglatrature.  Afalgr^  Textr^me  modeatloy  oui  lui  faisait 
fuir  la  Töpntation  ext^rieure  k  laquelle  aea  talenta  lui  permettaient 
d*aapirer,  —  il  est  cependant  connu  par  qnelquea  productiona  quI 
pronvent  F^tendue  et  la  profondeur  de  sea  connaiasancea;  le  com- 
nientaire  aur  les  principea  de  Newton  qui  a  paru  aous  le  nom  dea 
P^rea  Le  Seur  et  Jacqoier,  contient  des  developpementa  aur  lea 
matierea  lea  plus  diflicilea  qui  aont  de  la  main  oe  notre  compa» 
triote-^),  et  il  a  le  premier  niontr^  Tinsuflfisance  dea  calcula  du 
matbematicien  anglais»  relatifa  k  un  dea  pointa  fondamentaux  de  la 
tböorie  de  la  lune. 


«)   1704-«-  1752.    Siehe  Senebier,    hi«Coire  littöraire  de  Genere  III., 
104,  nad  Mittheilungen  1846,  pag.  23. 

**)  1703  —  1758.     Siehe  Senebier,  III,  11?,  und  MitthcHungen  1846, 
pag.  219. 

f)  1698—1760.    Siehe  SenneLier  III,  103. 

-ff)    Alle  mit  einem  AetMqne  beKeichneten  Noten    dieser   echönon 
Aoegabe  der  Principien  eiad  von  Calandrini. 


•M 


^rraaier,  |ir«ftaM  da  U\ak  qv^  M  4«iimH  ralt«fMtfK# 
M«  AnmÜmm  •radgiiyw» .   pttreMinil  Ira  priarlpttW«  em 
fWimmfmt  «C  pratang—  •••  iM^Jmtr  dana  Ir«  «IN««  imi  M 
It  fkm  d«  rvlnÜMM  lilli^nafM.      II  nintwia  dM  lUlMNiL 
•v«c  Im  ii»ni4MiNi  4  BAI«.  H  im  dddal«iM  |m^  d«  dt»«tf 
dUil|ib;  4  l#iiwdt—  «C  4  Pari«,  H  «#  lU  bttc  Im  Ikiiiimm  4i 
ITM  H  Im  »atbHHatlrlMa  Im  plwi  |«of«»iida  q««  m«  vIHr» 


tm  tfasd  »MBlirc.  11  mvliit  »««ilire  df«  ■•ri>tM  ««vi 
Im  phw  di«llm»»M  «t  «Mhit  ••  vrasd  »««ibM  dM  tftlfiM  4» 
Mmm  HlltfrsIrM  d^mnüamt  piM  prnrUwi  k  iboMmie -de-tflMa 
•tt  O0l  r«v#la,   ifum  le  iMtard  d«  b  mImmit«,    h  le  liHN  im 

d«  |iM|W<H#.    Psrail  Im  ^«MBbrvia  ovvniivs  d«  Ommv,  ^H  ~ 
de  rlt»r  mmm  InlrmlurtM  4  rafaly««  49m  HcM» 


P»MIm  «•  M^flM  ItfMipa  f|«»  riMlradmJInii  ■  I'mmiIt««  49  II» 
Ad  d'KttIcf .  rivallM  «Me  U  p«HI«  d«  m  dcniler  MVfif# 
Mliliir«  B«  wlia  oljaC« 


»•AfrH  «n  lirtervalle  q«r  ja  dola  paaarr  aaaa  allaara,  U 
dM  ■atll<iallq«aa  lat  orrap^a  nandaal  aa  laaipa  Wf 
la  lt.  Neckar  da  Garaiaffnv^)  diK«a  4lMr  et  aail  d* 


at  mI  a  daaaa  daaa  dM  ai^Moirni  prafanda  dM  pM^taa  4m  f 


la  aaa  caaaalaaaacea.  MaU  raui  da  aea 
la  fcaalnar  daatrataalf  aaec  M  dM  rrlalliNM  qaa  Im 
m  aUl  d'aprdriar  aM  «pMÜWa  ■irlaiii.  qal  ciiaaalMaat  ^  H# 
Midi  qa'H  pmid  a«  hMfcMr  da  aatM  palria.  at  TaiapMBaa« 
a«ec  leqaal  M  dirtfra  «m  faralMa  at  aM  laaii^rc«  vera  laat  av 
a  rapport  aa  bira  pablir,  oublii*  »r«  Itirra  blirf airaa  piiar  aa  »ac^ 
Mpar  qaa  dM  draiu  qaH  a  taiaii  rllo%ea  4  le«r  aatiaw.  •  %rm 
aHarbeiMl  aC  4  laar 


^1^  i\  L.  Bari ra ad  **l.  M^f^  d  Kairr  H  dlfa^ 

da  ra  ffraad  banaie,  airaibcr  dr  l'ae«drmtr  4rm  ■«-•rnrea  al 
lafftrtta  da   Mraüsa.    ruilna  da   bunn*  b^irr  U-%  »iWacr«  e«^9*. 
A|ir#a  a«alr  rf*aipli  p^iicUnl  pr^»  dr  Irrair  c*iB«|  aanrra   U  c^ava 
des  aMlbraiatii|ara.  ««rt    an  «rlr  rmirmar  par  |r  «accr«  a«w  Ir 
qarl  il  a  flirmr  dr  noaibrr«i   rlr%r«.    il  a   dr«irr  irair   da   rr< 
qaa  la  durra  dr   aa    «uralioa  lai  a«iiil  larfilr.     I  mi  da  9mm  ci 
palrialaa  ^mt  oiil  ru  comma  m«i  Ir  Iwaibatif  dr  ytnktrt  da  aa« 
alffwlHNia  I  arcoalpaaarni    dr   Irar  frtrrta    rl    dm   Irat    raraaa 
»aara;    jr    nr    cffAina    paa  dr    lur    lffi»iii|irr   rn    Irm    jugrial    d 
ai«HI  |>fi>|«rr  •crur        I.  iiri^firulilr   «Ir    «a   iiirlbiiil«*   c|iti    J^i  rlr  Ic-    (# 
air,    lr&«ililudr  rl   la   %i4urar  dr  »vm   yt*Hedr%,    la  aitatlilnJr    4t 


->  |^«i*    %«<|rr   ««rrf«    i:»»   (»^«i«*«.    i:»T    ri»|«»M«  Jv« 
U4.     iMeb«  HvrrkMV   III     11^ 

•*|    t.««u   B#fflraaJ    ••ff4«    «im    3     41.  l*k«r     ITM     t«  !•««!     f« 

■  ■fall  ••«    i;ikl-i;H'k  4ir    P#«rr«*Br  ir«    %|«tlif »««iil    i«  !••«! 
4«a*l^l   •»    Il     M«!    l^li       StwUw    tot*f    ika    Hva.ti'fl    III       1 1\       m^ 

■■riintl   llt4l4Blfc«^a>   UiUma^m.      Imb.  d«     iNtM.««  *«    «fto 
1:9— lal. 
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mattiere«  Int^Maautes  ooll  a  trait^ee,  rendent  soa  jpaild  ouvrag« 

^ä  fait  de  progrea  daoa  la  aeieoce  *).  Lea  -appUcationa  qoi  y 
aoot  conteaua  aont  proprea  k  piqiiar  ut  «emioaite  par  leur  itapor- 
taaee  et  par  la  mani^re  dont  ellea  y  aoat  pr^aeat^ea.  .  U  coutieDt 
laa  gertuea  Dombieuz  de  nouveUea  recberchea»  et  depaia  aa  publi« 
cation  le  C.  Bertrand  a  poursuivi  avec  succes  aes  jprofondaa  mä« 
ditationa  aur  quelques -una  des  chefs  qui  y  son  trait^s.  Noua  at- 
tendona  avec  une  juate  impatienca  aea  travaux  «ur  la  aolution  ge- 
nerale dea  ^uationa.  Lora  m^me  quMI  ne  parviendrait  paa  k 
tarynoilter  conipl^tement  des  difficult^a  :<|ui  ^aau'i  pröaent  on^ 
arr4te  toos  lea  math^niaticiena ,  Fardeur  infiMigaDle  avec  bMliielle 
U:  a  pourauivi  »t^  caicula  ne  dolt  noua  laiaaer  aucuii  deute  qa^ila 
ne  pr^aentent.dea  decouvertea  importantes**). 

^Le  aacc^s  qu'on  obtient  dana  la  culture  d*une  aeience  ^ 
un  lien  oui  y  attache  fortenient,  et  il  h'eat  reservö  quk  un  petit 
nombre  de  g^uies  privil^gies  d*eiendre  et  de  varier  leur  occnpa- 
tieaaur  an  grand  nombre  d*objeta.  Le  C«  Bertrand  jouU  4^  cette 
heareuite  diapoaition.  II  n'eat  ^trang^  k  auciine  dea  brancbea 
dea  acteiieea  pbilöaopbiquea«.  Lea  discoara  qu'il  a  prononcda  dfma 
cette  eörteonie  litt^raire  et  patfiotique,  dec^lent  le  pbiloaophe 
profond  et  ing^nieaz.  II  ae  plait  ä  remonter  aux  cauaea  dea  grand« 
phikiom^naa  de  la  natore  et  de  ceux  surtout  aai  concerneSplu« 
partiealiAfemient  le  globe  oue  noua  babitons.  11  a  traitö  de  Ij^ler 
ctricit^  comnie  cause  de  la  foudre»  avant  qua  lea  principea  de 
Franklin  et  le  auccto  avec  leqnel  il  a  d^arm^  lea  cieoz  fuaaenl 
conmaa  et  admia  auaai  univeraellement  qu'ils  m^ritent  de  Tetref  »^ 
et  enanite  de  deux  fl^aux  destnicteura  cle  notre  fflobe,  la  ef^le  et 
les  tremblemens  de  terre.  Avant  Fexpödition  de  Cook  dana  la 
mer  du  Sud,  il  developpa  les  raisona  qui  le  portaient  ä  croire  qne 
cet  iatr^pide  navigateuf  ne  tronverait  point  de  terrea  aascralea. 
Il  a  expoa^  avec  la  profondeur  et  la  pr^ciaion  qui  |ui  aont  pro- 
prea la  nature  dea  dini^rens  fluidea  daatiquea»  dont  la  däcoaverte 


«)  D^Teloppement  nouTeau  de  la  partie  ^Mmentaire  dei  math^ma- 
qaet  prise  dant  toote  lon  ötendne:  par  Lonis  Bertrand.  Genöre  1778. 
2  ToL  in  4. 

**)  Da  die  Btblioth^qne  britanniqne  nicbt  immer  bei  Händen  ist,  ao 
mag  ihre  Notis  aber  Bertrand's  Bemühungen  om  die  allgemeine  Losong 
der  Gieichongen  hier  beigefügt  werden:  „On  aait  que  jusqn"^  pr^aent 
lea  aolutiona  gön^ralea  dea  ^quations  s'arr^tent  an  quatri^me  degrö,  et 
qoe  les  ponvoira  de  Tanalyse  y  ont  troov^  leura  limites,  ro^me  dana  la 
mala  dea  plaa  grand  mathömaticiens.  M.  Bertrand  arait  en  le  conrage 
d'entrer  dana  la  roote  qni  pouTait  condoire  k  cette  conqu^te,  par  la  ao- 
lotion  d*un  probUme  qoi  offrait  qnatre-Tingt-dix-hoit  ^qnationa:  il  tra- 
▼ailla  sans  uiterraption,  pendant  sept  ou  hoit  ann^ea,  k  l'^limitatlon  dea 
inconnoea  de  cea  ^qoationa,  avec  nne  sagacit^,  une  constance  et  an  ordre 
qa*on  na  pant  asaes  admirer.  II  ayait  Tespoir  d'arrlTer  aa  terme  ok  il 
Terrait  ai  le  problAme  ^tait  d^terminö,  lorsque  lea  troublea  de  aa  patrie 
Tarrach^rent  k  cea  occapationa  tranqailles,  et  Tengagirent  k  en  faire  an 
g^ndreaz  aaerifce,  poar  aa  ddTooar  aa  bien  pablie.*' 
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a)i]rcic)icn   Tnfclu.     Für  äea    tlieoretischcn  ii.   prak^s<;lieii 

latliematiker   und   zur  Beuiitzuiig  bei'm  Unterriciit.    gr.  S. 

20  Sgr.   oder  1  Fl.   12  kr. 

Das  Studium  der  MalheioalJk  hat  neuerlich  eine  so  grosse 
^erbreiturif;  gefunden,  Aans  es  gewiss  l^ir  alle,  vrelcbe  sich  mit 
IT  als  Praktiker,  Lehrer  od.  Schiiler  lieschülti^cR,  v.  Iiesonderem-N Ut- 
en sein  wird,  wenn  über  die  Logaritlimen  eine  Muni>i;raphie  dar^e- 
oten  wird,  nelchu  ihre  neuesten  Fortschritte  mit  zahlreiclien 
rakliscben  Tafeln  zu  ihrer  Berechnung  miltheilt. 
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Bei  B.  G.  Teahncr  in  Leipzig  ist  erschienen  und  in  allen 
Inchhandlungen    zu  haben: 

Fassliche  Anweisung 

zum  griindlicheii  

[Jnterrlclit  In  der  Algebra 

nach  Beispielen 

aus  den 

n  Meier    Hirsch's   Sainmlniig   etilhaltciieii   Gleichungen   mid 

Aufgabe». 

Vnn 
J.  G.  SclirÖdter, 

Heff.-Ge,.meler. 
gr.  8.    geh.     Preis  I   Thir.  U  Ngr. 

Das  Hlerarische  Centralhlatt  1850.  Nr.  2.  «igt  über  dieses 
)ii-ht  hios  für  Schulen ,  sondern  auch  zum  Seihstunletrichle  in  der 
Algebra  vortrelUich  geeignete  Buch, Folgendes: 

„Vorliegende  Schrift  sehlicsst  eicn  in  tviirdiger  Weise  den 
Jand  -  und  Erläulerungshii ehern  an,  die  xu  Meier  Hirsch's  Bei- 
t]iielsamndung  vorhanden  sind,  und  unter  denen  die  Sachs'schen 
Auflösungen  wohl  die  griisste  Verbreitung  haben  dürften.  Pie 
Schrilt  gibt  also  in  Bezug  auf  den  Stoff  uiuhU  Neues,  uiiterschei- 
let  sich  aber  doch  von  den  bereits  existirenden  Erläuterungs- 
jüchern  zu  Meier  Uirech's  Samnilung,  namentlich  von  der  Sachs'- 
ichen  Arbeit,  ivei^entlicb.  Während  nämlich  die  bereits  vorhan- 
lencn  Arbeiten  eine  schon  tiefere  Bekanntsi:hart  mit  dem  Studium 
]er  Algebra  voraussetzen,  stellt  sich  der  Verf  von  vorliegendem 
Buche  auf  den  Standpunkt  des  Lehrers,  behält  furtivabrend  den 
.Anfänger  vor  Augen  und  schreitet  in  seiner  Bearbeitung  des  ge- 
nahlteii  Stoffes  mit  so  grosser  Klarheit  vor,  duss  das  Buch  zum 
Selbststudium  sich  vortrefflich  eicnet  Die  Bearbeitung  des  theo* 
retischen  Theiles  nun  anlangend,  so  lüiud  den  einzelnen  Regeln 
und  Metlioilen  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Urössen  von  den 
Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  einer  unbekannten  Grüsse  an 
bis  zu  den  Gleichungen  des  zneitcn  Grades  mit  mehrern  Unbe- 
kannten,   alleraal  erläuternde  Beispiele   in  veischiedeoer  Art  bei- 
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kMbMi  kann,  hin«  JsMiMuivcffflK  tmtßk^  Ut  rmllirk  narli,  da** 
im  Herr  Vvrf  ilrr  l*«br«  «•«  dr»  Iflrkbuncr«  uniuiltrHNtf  r. 
har»MI«fliff  «•  c;eMy«*lM»  der  Al«efcr»  nmi  4em  Itit 
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Q'=iB'— (Ä'-.i)=z(modjno), 

foli^iGh  ist  Q^-Dm-^  durch  die  beiden  Zahlen  iü'^,  Vl^  zu- 
gioicb  theilber,  folglich  durch  deren  Produkt,  da  sie  relative  Prim- 
xnUeB  sind,  d.  i.  Q'^— /nn-2=0(mod2/>),  also  ist  W  eine  ganze 
gerade  Zahl,  und  mau  hat 

Ist  jetzt  a,  ß,  y,  d  der  Inbegriff  der  sämmtlichen  eigentli- 
eben  Substitutionen,  durch  ivelche  ^  in  X  übergeht,,  so  ist  be- 
kanntlieb  die  Form  (€y,  ^,  ^S+Jl^,  O^ß+ka)  der  Inbegriff  aller 
kiilMseben  Formen  zur  Charakteristik  g>;  diese  Form  wird  nun, 
fr^nn  naa  für  O^,  k  ihre  obigen  Berthe  substituirt: 

ist  folglich  keine  primitive  Form,  wenn  ^  nicht  den  Werth  l  hat. 
yfl\i  beschränken  unsere  Untersuchung  auf  die  nriroitiTen  ku- 
ltischen Klassen ,  da  die  Anzahl  der  nicht  prin\itiven  Klassen  sich 
aof  die  Mengen  der  primitiven  Klassen  von  kleinern  Determinan- 
ten reducirt;  daher  setzen  wir  ^=1,  und  die  Berechnung  der 
Systeme  der  kubischen  Klassen  wird  sich  mittelst  der  folgenden 
Formein  bewerkstelligen: 

2«=/>M-*(modOT), 
2Ä'X==Ä'-2(modin)  und  Ä'£=€'(modilO, 


*=■ 


m 


sc 


a,  ß^  fy  d  die  Substitutionen  aus  %  in  X, 
.^(y,  «,  IHB'«  +  Ay,  m^/?  +  *«). 

Die  Form  X  muss  vor  Allem  eine  uneigentlich  primitive  sein, 
ebenso  wie  %\  dieserhalb  sind  nicht  alle  verschiedenen  Wurzeln 
der  Congruenz  z*^l>in~^(nodIB)  ohne  Unterschied  zulSssig. 
Uro  in  dieser  Hinsicht  die  nuthige  Bestimmung  zu  treffen,  ent- 
wickeln wir  folgende«  aus  dem  Obigen  sich  leicht  ergebende  Re- 
lationen: 

/>'=2OTÄ'«, 

e'  =  s  +  ^J«(=Ä'-2JIX), 

28* 
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h\X\.    .    . 

III 

L%X%I.  If. 


)    Irli  UmMkm  hUfM .  ^m  4lr  IIiotvUcIim  R«fficlil*  mU 


X««l  Amtgwkm  VM  fforni  0timf  H*.  flcli«ll, 
rrifMn— Im  m  4«r  l-ahfv«.  ta  Mar  barg    1%.         «r? 
\\\ll.    UawOCM  Mi  4m  9i««t«llM  AmmIm  J«  MalM- 

«MiifM« .......   n.       •?• 


mm4m  mid  ttrar  bi  dcraelb««  •batlwt—  iJhifis.    I>t€  Ab« 
UUler.  dM  oatirlich  Mhr  kMn  Ut.  kuia  In  Mgcoatr  W 
rediiie!  werden. 

H^l  L  die  g««Ml«liiirll«  IJUk  mmt  de»  ENSpenid.  IT  Vkn  AUtk 
dMig  Mif  d^r  KaK«MArbr.  A*  und  6*  die  F.ndiiunkia  rinrs  brba— 
Ir»  StOrlu  von  A';  l\  6**  di«  eotaprrcb^nden  Knnkt^  asf  4*« 
KlIitMioid»  K  ei«  dnrcb  #*  «nd  (i  t^lef^^r  ftr«**t#r  Krris  d«f 
K«Ki*l  ^  Di«  l»wikt«  d»r  IJnie  A  woHn  »Ir  dndwcb  bfrt»i>n. 
dsM  wir  drti  Lari«Hitrn  Ab»faiid  Jedes  drr»elbeii   ««•  .V.    flcM 


jf,  und  die  Knlfrrnunit  den  Fn«^i»unkl«  diener  HenkreelMen  tmm  F, 
nuf  der  Linie  «V  t^niraeen,   irfeirb  jr  net«m,  nobel  die  MMtWen 
^  %ofi  f*  ftenen  /•*,   die    iHittiti%rn  jf   Vcm   SOd   nncb    Nc^d  <•••.% 
nna  cefAbll)  erben.     Dabei  urien  x  und  5  llwKtn  tu«  HaÜii 
I»  «Im»   .ir,  .If  deren  nbnolute  Liinge. 

Nach  dem»    «»nn  «Ir  in  (.  15.  ffe^eben,    t«l  ein  tJf  ent  «nn 
M  fleirb 


du  deH 


und 


A%  con*y&r*  |  rjfV 


iiii,'\P'^  ri*-.«^.  Är=«r 


1   c"*»  1 


•r 

tf' 

-f 

bl.  indem  Of 9^0 

•r;:r|.      .          0 

nein  mn««.  umi 

t     •<5-    5-V 

iftl. 


leC  V  der  WmkrI.  drn  «l«»  Lleuieel  «en  A  im  Pnnkte  1«.  ^ 
mit  einrr  dunb  j^nrn  Punkt  t^V'i^n^n  I^AfAMrlen  «•«  •%  »««^^t 
no  iftl  (f  1.1): 

rj  c*«       I 

nien  da.  FJeMnl  tun  A  in  dle«e«  Punkte . 
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Demnach  das  entsprechende  Element  von  Li 

A  coBy  ^ 

iHcos^ 

wo  jtf  die  frfihere  Bedeotang  hat.    Setzt  man  nun 

du dy     1 


Bo  ist 


7t        1 

u  =  log(tg(j+2»))* 


wenn  man  ti=0  für  y=0  anniipmt;  ist  ferner 

cosy  _ 

80  ist  das  Element  von  L: 

und  da  L  eine  kürzeste  Linie  auf  dem  Ellipsoid  ist ^  Bö  hat  man : 

\     ^\da:J      y         (83) 
d.h. 

cticosif;      ox^         ^^' 

welche  Formel  allgemein  gilt.  Da  aber  die  Linie  K  von  iV^kaum  ab- 
weicht, so  werden  u  und  tif  immer  sehr  kleine  Werthe  erlangen, 
so  dass  mau 

sin^=tgt(;,  costf;=:l 
wird  setzen  dürfen,  und  also  aus  (83)  zieht:' 

ntgt=y^x+C.  (84) 

worin  man  für  n  und  u  die  Werthe  anwenden  darf,  die  in  dem 
entsprechenden  Punkt  der  Linie  K  statt  haben,  wo  y=0,  also 


38S 

ist   (§.  15.)   der*  Winkel    zwischen  CC  und   dr   gleich  —  %  und 
folglich 

eC15=ÖOo  +  a, 
mithin 

DCE=:^a,  Cfi=CD.sin(90ö+a)=CÄcosa=8^'cosa, 
r£;=  CC.cos(90o+a)=-fi»jpslna; 
folglich 

d^'cosass — wBinadpf  9^= — totgo8p. 
Daraus  folgt,  dass 


'*^'^==Bi^9'='-'^^^^^r^^ 


und  da  offenbar 


BB'CC  =  Ju)dpdq,  DCC  =  ^u)dpdq'=:'-^^ufliga(ßp)\ 


so  ist 


^dp:=BpJ    uBq+i^.wtgadp'^^ul^tgaidp)^, 

oder,  wenn  man  durch  9p  diyidirt  und  sur  GrSnze  Übergeht: 

BS  .     BS  P9 

cosaöT-  —  fosinaK- =cosa   #     wog, 

o 

also  aoch 


rcoso 


dS  .     BS  Pn^ 

g~ — rtrsinog-=:rcoso  #    too^  • 


Da,  fär  unendlich  kleine  jp  und  gr,  S^^^^pq^  so  kann  man  mithin 
setzen: 

und  wenn  man  in  obige  Formel  diesen  WerHi  einsetzt,  zugleich 
(59),  (61),  (62)  beachtet,  so  ergiebt  sich  i%der  gewöhnlichen,  an 
einem  Beispiele  oben  gezeigten  Weise: 

25* 
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Da 

'i  =  A)  +  Ai*  +  M'  +  ...    Äi  =s  Jlfo(I  +fiih  +  ii^h*  +...) ; 

so  wird  man  sich  leicht  flberzengen ,   dass  bis  mit  anf  Glieder 
der  Ordnung  A*: 

• •     

tg*o=(ä/o  +  g/,)ÄV^^.    tgt,=-(JUg'i)AV  ^;    (85) 

welche  Formeln  zur  Berechnung  scharf  ausreichend  sind.  Die  Grossen 


vt  "•-  vs 


wird  man  sogar  immer  gleich  1  setzen  dOrfen. 

Was   die  Länge  von    L  zwischen  F'  und  G^  anbelangt,    so 
ist  sie 


f 


dx 


fi2^^*— 


genau  bis  mit  zu  Gliedern  der  Ordnung  h^. 

Was  die  Bestimmung  der  in  (85)  vorkommenden  Grössen  /^ 
und  li  anbelangt,  so  ist  sie  die  folgende: 

Sei  a  das  Azimuth  der  Linie  N  in  irgend  einem  Punkte,  d. 
b.  der  Winkel,  den  diese  im  Sinne  wacfisender  x  genommene 
Linie  mit  dem  Meridian  in  dem  fraglichen  Punkte  macht,  wenn 
man  diesen  Winkel  von  der  Südseite  des  Meridians  durch  West 
bis  360<>  zählt.  <Sei  ferner  A  die  Länge,  W^-Sl  die  Breite  des 
fraglichen  Punkts,   so  hängt  JH  von   A  nicht  ab    (§.  2L) ,  also  ist 

g-y=:0;   y  ist  Funktion  von  A  und  Sl,    mithin  auch  A   und  A 
Funktionen  von  y  und  also: 

dy      S^dy        dAdy      ^S,Sy 

Ist  nun  (Taf.  IX.  Fig.  6.)  zuerst  G  östlich  von  F,  P  der 
betreffende  Punkt  von  iV,  PQ  =  Adx,  QR  =  Ady,  VW  der  Meri- 
dian durch  Py    W  der  Mordpol«  so  ist 

WP=ASl,    FP»F=360o— a. 
Zieht  man  RS  senkreebt  anf  WP,  so  stellt  PS  die  Grösse  —ASSI 
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somit  nach  (61): 

6  sin  C=p[l— j«o9*— tOjPj«—  0*09'— ]• 

Diridirt  man  obigen  Ausdnick  von  F  durch  diesen  für  bat»  C,  tut 
findet  sich  leicht,  wenn  man  nur  bis  zur  fünften  Ordnung  geht: 

F=  \ab  sin  qi  -  ga„(|,»  -  ^«  +  ?" + W) 

-  ^«iP(6;»»-8?*+7y9'+7y'«)]. 

Die  drei  hier  vorkomraenden  Konstanten  Oq»  ^i>  ^o  ^a^s^d 
sich  in  anderer  Weise  ausdrücken.  Es  wurde  in  §.15.  gezeigt, 
dass 

1     _       \^w 
Entwickelt  man,  diesen  Ausdruck  nach  (59),  so  ergiebt  sich: 
jg|r===^-"2ao'--2aip--66oy---6Ä|P5r--2a2/)*--(12co— 2(io*)7^ 

Angenommen  nun,  die  Werthe  der  Grosse  -^^(desKrummungs- 

maasses  nach  §.13. in  den  Punkten  A,  B,  C  seien  bezfiglich  a,  ß, 
f,  so  ist,  da  in  A:  p=^=:0,  in  Bi  p=p,  9^=9»  in  C:  p^^p, 
g=g': 

at=5--2tfo,  /?=— 2ao— 2aip— 66o7,  y=— 2ao— 2aip— 660^', 

trenn  man  bloss  mit  zu  Gliedern  erster  Ordnung  geht.  In  so 
weit  genau  ist  also 

1  1    ,  ß9'—r9      L         ß—Y 

Da  diese  Grössen  im  obigen  Ausdruck  för  F  mit  Grössen  4ter 
Ordnung  multiplizirt  sind,  so  sind  sie  genau  genug  bestimmt. 

Setzt  man  nun  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich: 
F=:'ga6sin  C[l  +  |^(4p«  -  2q*  +  iqq'  +  3^'») 

Nun  folgt  aus  (61)  bis  auf  Grossen  dritter  DiSiension  ausschliesslich: 
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j  (87) 

dlie  obern  Zeichen,    wenn  G  fistlich  von  F,   die  untern  im  entee- 

FG 

gesetzten  Falle,    h  ist  immer  positiv ,  und  gleich  -j-* 

^  Ans  der  ersten  Formel  (79)  folgt,  dass  hei  Uebertragung  der 
Ellipsoidfläche  auf  die  Kugelfläche  ein  Meridian  der  ersten  (A  kon- 
stant) immer  mit  einem  Meridian  der  zweiten  zusammenfallt  {Sl 
konstant).  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Winkel,  den  die  Linie 
L  in  irgend  einem  Punkte  mit  dem  Meridian  jenes  Punktes  auf 
dem  Ellipsoid  macht,  gleich  ist  dem  Winkel,  den  K  im  entspre- 
chenden Punkte  mit  dem  Meridian  der  Kugel  macht. 

Nun  sind  A^^y  At  die  Azimuthe  der  Linien  FG  und  GF  in  F 
and  Cr;  die  Linie  K  macht  dort  die  Winkel  tl^o»  ^i  niit  dieser 
Linie. 

Gesetzt  nun  (Taf.  IX.  Fig.  7.) ,  G  lie^e  östlich  von  F,  so 
sieht  man  leicht,  dass  das  Azimuth  von  Ji  ist : 

io  F  gleich^o — %,  in  G  gleich  Ai^npi\ 

da  der  Werth  von  tf;^  nach  (87)  hier  negativ,  ipi  positiv  ist,  also 
die  Linie  K  eigentlich  unter  N  liegt. 

.  Liegt  G  westlich  von  F,  so  sieht  man  eben  so  (da  jetzt  tf/Q 
ii^ativ^  tpi  positiv),  dass  das  Azimuth  von  K  ist: 

in  F  gleich  -/4o  +  ^o>    in  G  gleich  -^i  +  ^i. 

Daraus  fol^t,  dass«  wie  ahch  F  und  G  gesen  einander  lieeen, 
und  frF=:Ah  ist,  man  als  Azimuth  der  Linie  a«  d.h. der  geodäti- 
schen Linie  L  auf  dem  Ellipsoid,  findet : 


in  F: 


in  G': 


Ao  —  qÄ(2Äo  sin^o  —  Ai  sin^i) 


Ai  —  ^A(2iE'i  sini^i  —  kosinAi,), 


Setzt  man  /tiso 


i/io=— gÄ(2^osinilo — AislnAi) 

j  .       :     (870 

^j= — xhi^kiSinAi — k  sin^lo) 


367 

Angenommen  nun,  man^  kenne  die  Breiten  ^i ,  tp^f  <Ps  der  drei 
Eckpunkte  eines  geodStischen  Dreiecks,  dessen  i^eiten  a,  b,  c 
sind,  so  hat  mau  für  die. Fläche  F  desselben  nach  (65): 

+  TWr^'Pa«  +  36«-12a6co8q( .      (66) 

worin  q>i,  g>2$Wz  bezüglich  die  Breite  des  Punktes  A,  B,  C  ist. 
Sind  die  drei  Punkte  so  gelegen,  dass  die  Grössen 

(l->e«8in«g)0«       (1— g^sinVa)*       (l-^e^singy,)« 
120««(1— ««)  '      120m«(l-e»)"      120»i«(l-««) 


bis  auf  einen  genügenden  Grad  von  AnnSherun^  hin  gleich  gross 
angenommen  werden  können,  so  dass,  wenn  9  eine  mittlere  Breite 
zwischen  den  dreien  ist,  jede  ohne  merklichen  Fehler  gleich 

(1— ggslpay)« 
r20m«(l— ««) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  (66): 

F«5a*sinC[l  +  ^T^-^(«^+*'--3a*oosO].     (67) 

LSge  das  betrachtete  Dreieck  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 
R,  so  wäre  a=/3=y=:-2»  ai^o 

F=^absiüC[l+  j2g5(o*+**— SaftcosC)]. 

Daraus  ersieht  sich,  dass  man,  immer  unter  obiger  Voraus- 
setzung hinsichtlich  der  Breiten,  die  Fläche  eines  geodätischen 
Dreiecks  auf  der  Erde  berechnen  kann,  als  läge  dieses  Dreieck 
auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser 


m 


Vi— e« 


1 — e^8in\ 


Ganz  Aehnliches  gilt  auch  von  der  Berechnung  des  Dreiecks  selbst. 
Da  auf  der  Kugel  die  Grosse  gjr  inuner  konstant,  gleich  ^  ist« 
so  folgt  aus  §•  16.,  dass,  was  auch  p  und  g  seien,  immer: 

-a=— 206— 2<i,p  —  66ofl^— 66i|i5f — 2iiap«-  (12co— 2ao*)flf 
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^    »retanitt-1-5-  arcten-^  +  s  arctan  g-  + +  -  arctan—  =  S„.     10) 

'ranicbst  io  zwei  Theile  zerföllt: 
|^afctaDl+^ja.ctoii;;^+  j;r{^'^rctan^+ .^. 
^  c^.  +  — arctan —=  S* ..      11) 

arctaaitf  +  öafctatt5+  ^arctan-^-f + rarctaa— — |r=Sa..l2) 

iS  20  o  III  — 1  wr— 1 

die  wir  beide,  abgesondert  von  einander ,  betrachten  wollen. 

K        Die  Reihe  in  11)  ist  convergent  nnd  ihre  Sonime  Si  nähert 
Liäkh  einem  bestimmten  Werthe,  der  zwischen  0  nnd  1  Uegt,  so 
dass 

I>Äi>0; 

*  denn  es  ist  für  positive  z: 

2>arctanz>0,^ 


abo 


«(1+-)« 


—  >  — ardaal  >0> 
m     m 


a'ctan— -r5>0» 


^iTS^^"*"^ 


y  -aretan— >0-. 

Sammirt  man  alle  diese  Ungleichungen,  so  erhSIt  man: 

r=«l  I 

£      - — -r->St  >0. 
,=„m         r 

^       mr 
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^-'•^f =0-00000030462.  i=l$^^=ÖOOÖ00030lfi2. 

so  das8  diese  Werthe  erst  in  der  zehnten  Dezimale  abweichen, 
woraus  hervorgeht »  dass  auf  Entfernungen  von  3  bis  4  Meilen 
die  sphärische  Rechnung  ohne  irgend  einen  Nachtheil  Platz 
greifen  kann. 

Es  fallt  diess  auch  zusammen  mit  dem  in  §.  12.  Gezeigten,  da, 
wenn  jrjr-  in   naher  Ausdehnung   um   den    betrachteten   Punkt 

herum  sich  nicht  ändert,  mau  dieses  Stflck  Fläche  abwickeln  kann 
auf  eine  Kugel  vom  Halbmesser  VÄ/?i. 


§.  18. 

Angenommen,    eine  krumme  Fläche  sei  so  beschaffen,    dass 

in  allen  Punkten  derselben  die  Grosse  jtjt-  denselben  konstanten 

Werth  k  habe  (§.  12.).    Die  Kugel  ist  offenbar  in  diesem  Falle, 

und  wenn /2  ihr  Halbmesser,  soistib=-^*  Betrachtet  mannnnein 

rechtwinkliches  Dreieck  kOrzester  Linien  auf  der'  so  beschaffenen 
Oberfläche,  so  mOssen  sich  aus  den  Formeln  des  §.15.,  wenn  diese 
Oberfläche  eine  Kugel  ist,  wo  also  die  kürzesten  Linien  Bugen 
grussfer  Kreise  sind,  die  bekannten  Formeln  liir  rechtwinkliche 
sphärische  Dreiecke  ableiten  lassen,  d.  h.  man  wird  haben,  wenn 
Xf  der  rechte  Winkel  ist: 

sin(aVA:)=sin(6V^).sin^, 

sin  (c  VA)  =  sin  (b  VA:)  .sin  C, 

cos  A = cos  (a  VA').sin  C,  ^  (68) 

cos  C=  cos  (cVk).s\n  A , 
cos  (bVk)  =  cos  {aVk),cos{cVk)     ] 

Da  man  aber  offenbar  diesellie  Rechnung  hat,  ob  die  Fläche 
eine  Kugel  ist,  oder  ob  eben  k  konstant  ist,  so  werden  die  For- 
meln (68)   für  jedes  rechtwinkliche   Dreieck  kürzester  Linien  auf 

einer  krummen  Oberfläche,  für  welche  -MTfr-  konstant  ist,  gelten. 

Für  einen   positiven  Werth   von  k  folgt  diess  auch  schon  daraus, 
dass  eine  solche  Fläche  sich   auf  eine   Kugel   vom  Halbmesser 

—^  abwickeln  lässt.    Doch  gilt  unsere  Behauptung  auch  fiir  ne- 
gative  Werthe  von  k. 
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Heber  die  Scbmiegrnngskngrel  und  die 
sphärische  Torsion  der  Curven  dop- 
pelter Krfimninns.^ 

Von 

,  Herrn  Dr.  W.  Schell, 

Privatdocenten  der  Mathematik  an  der  UaWersität  xn  Marburg. 


1.  Je  zwei  aufeioaDderfolgende  Normalebenen  einer  Cnire 
doppelter  Krümmung  schneiden  sich  in  einer  Graden,  welche  im 
Kriimniungsmittelpunkte  auf  der  Schmiegungsebene  senkrech  steht. 
Diese  Linie  ist  die  gemeinschaftliche  Axe  aller  gr^den  Kegel, 
welche  den  Krumroungskreis  zur  Basis  haben  und  neisst  deshalb 
die  Krilmmungsaxe.  Jeder  Punkt  in  ihr  steht  von  allen  Punkten 
des  Kriiminungskreises ,  innbesondere  also  auch  von  den  drei 
Punkten  gleichweit  ab,  welche  der  Krümmungskreis  mit  der  Curve 

Seroein  hat.  Drei  aufeinanderfolgende  Normalebenen  liefern  zwei 
[rümmungsaxen,  und  da  diese  beiden  in  ein  und  derselben  Ebene, 
nämlich  in  der  zweiten  ]^ormalebene  liegen,  so  werden  sie  «id| 
im  Allgemeinen  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  liegt 
von  vier  aufeinanderfolgenden  Punkten  der  Curve  gleichweit  ab. 
Weil  er  nämlich  in  der  ersten  Krummungsaxe  liegt,  ist  er  vom 
ersten,  zweiten  und  dritten,  und  weil  er  in  der  zweiten  Krum- 
mungsaxe liegt,  vom  zweiten,  dritten  und  vierten  Punkt  gleich 
weit  entfernt.  Er  ist  daher  der  Mittelpunkt  einer  Kugel,  welche 
durch  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve  hindurchgeht. 
Diese  Kugel  wird,  weil  sie  sich  so  innig  als  muglich  an  die  Curve 
anschmiegt,  passend  die  Schmiegungskugel  genannt. 

2.  Sind  nun  ac,  y,  z  die  rechtwinklichen  Coordioaten  eines 
beliebigen  Punkte^:  der  Curve,  grosserer  Allgemeinheit  und  Sym- 
metrie wegen   als  Functionen    einer  vierten  Variabein  i  gedacht, 

Theil    XI\.  27 
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SS 
und  wenn   K-=ilf,  so  muss  identisch,  d.  h.  ohne  Festsetmog 

einer  Beziehung  zwischen  p  nnd  9: 

E'dp^  +  '2Pdpdq  +  G'dq^= 3P[Edp^  +  2Fdpdg  +  Gdq^], 

d  h. 

E'=JtPE,    r^JUPF,    G'=M*G         (70) 

sein.  Dieselben  Gleichungen  (70)  ^ben  zugleich  auch  an,  dass  die 
Winkel  je  zweier  estsprecnenderLinearelemente  gleich  sind.  Zwei 
durch  die  Punkte  (p,g),  nSmIich  die  entsprechenden  Punkte  beider 
Flächen,  gehende  Lineareleroente,  das  eine  zu  dem  Puukte  (p 
-i-^fQ^-^q)»  ^^^  andere  zu  (p -t- dp' »  q  +  dq')  hin,  sind 

8i  =  V  £Sp« + ÜFdpBq  +  Gdq^ ,  ds'  =  VEdp^^^  "IFBp'dq'  +  Gdq** 
und 

dSz=z  VE'dp^  +  2Jrdpdq  +  G'dq^,    dS'^VE'dp'^^2Pdp'dq'-\^  G'dq'^, 

die  Kosinus  der  Winkel,  welche  hs  mit  den  drei  Koordinaten 
macht,  sind: 

dx^^hwdq       3^_^Bq       Bz_didq, 
8i""Sv&'     di'^^Si'     ds'^dqds' 

n.  s.  w.  ähnlich  fllr  ds',  95,  dS'.  Der  Kosinus  des  Winkels  der 
Bemente  ds  und  dsf  ist  also: 


S7S 


II 


ä 


-^ 

d^ 

1 


» 


.1 


b8*8" 


;;     I' 


3*3' 


■5' 


Hi>S'     I 


a'5' 
i* 


? 


•• 


I  •. 

I  ^. 


'S» 


•• 


•;     •• 


i 
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Ganz  eben  so  ergiebt  sich  für  den  Kosinns  des  Wiiikel%  der 
Elemente  bS,  dS': 

E'dpdp'  +  FjSpdg*  +  dp'Sq)+  G'dqdq* 

dSB» 

and  nach  den  Formeln  (70)  sind  beide  Ansdrficke  gteicb^    was 
unserij  Satz  beweist. 

Die  Bedingung,  welche  den  Formeln  (70)  zu  Grunde  liegt, 
kann,  ohne  dass  ein  Zusammenhang  zwishen  p  und  q  festgestellt 
wird,  in  anderer  Weise  dargestellt  werden,  so  dass  also  immerhin 

alles  Gesagte  noch  Geltung  hat.  Es  ist  nämlich,  wenn  V^— i=:t: 

8** = Edp^  +  2Fdpdq  +  GSq* 

=  ^[Edp+Fdq + idq  VEG-F^]  [Edp  +  Fdq — iBq  V£G~~F*J» 

da   EG — F*  immer  positiv  ist  ({.  11.).    Denken  wir  uns,  v  sei 
ein  Faktor,  der  die  Differentialgleichung 

Edp  +  Fdq  +  iBqVEG-F^-  0 
integrabel  mache,  so  ist  also  identisch: 

Edp  +Fdq  +  idq^EG-F^=  \dq>  +  id^] , 
wenn  T^-f^^^^onst.  dann  das  Integral  ist.    Ganz  eben  so  ist: 

Edp  +  Fdq  -  idq  VEG-^F^  =  ^,[d(p  —  idip] , 

und  also 

8«*=  ^[89+ö^][39--%]=A(89H3V'*), 

1 

wenn  A=  --f — 7    eine  bestimmte  endliche  Funktion  von  p  und  q  ist. 

Ganz  eben  so  ist: 

dS^=H[dO  +  idW\[d0^idV]=iH[da^+dW^l 

Also  hat  man  auch,  da  dS^=z]U^ds^: 

mh  _  (dOi'idW)(dO-idW) 
H  "  {d(p+  id^)(dq>  -  18t/;)  ' 

in  welcher  Gleichung  -jj-  eine  endliche  Funktion  von   p,  q  ist, 
und  in  der  keine  Beziehung  zwischen  p  und  q  festgesetzt  werden 
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4mL    Mm  wini  4«r  BwÜsr«*« .  4»m  Mt  4i«  Mal*.  •• 
Birdto  (Ml*  •!■«  «Mick*  FaaktiMi  v**  »  ■■4  f  ad. 
•«Ul: 


mm  f  im  Zn\dkm  «Imt  «riflUMkfcMi  F—fcHa*  t>l. 


Mi4  eben  po 


^=Av*<t)r(i^-^) 


m  r(>>^^'*    Mm  wM  btMthM,  <M0  «Mb  «Uk«  A 

Iwhn  BrtMMnif  fl«ri*cli«ii  p  mmA  f  fwlgagtillt  bl,  ttihmlif 
<■<»! I  h  dte  riai«<w  iH<pfrfcoJg>  Psakt«  liiiigi  FUcIma 
fmdw  ««rJc».    la  4«f  liMdbMg 

♦  fiVi^/'Cvft».  (TD 

gfiritrn  l'Urlir;  9,  %^  ilrr  il^r  rr»lrii  {m  «nd  o);  and  4i#»«  dt« 
rlittiig  Irlirt  »ooiH.  «irfin  »a«  4i«  rcrAr«  mmI  imaglAter«  TWi&» 
•iftMMlrr  glekli  •Hxl  .  «Ir»  Pimit  der  «wrilri»  llAcli»  todr«.  •#! 
cll#f  riiirai  l^stMiailcii  drr  rrstm  coUiiricIa.  Ihm  y|it>  ■— f 
•|if«rlini#ii  F<4f  «•niOK^a.  dir  aitC  (?0)  brfylicfli.  itritr«  iii»r  »««k 
\%'m«  drn  Urrlli  %oo  M  —  ä%m   \rri|ru*«rr«ftg«%erliAllfti«* 


V-^\'  j[VtT  f  tV/(^  ^  i% »  (r:f) 


All#fdiii||a  lliH#  SMii  mhIi  «Him  k^^Me«  0^%^ß     /(r-«^U 
Ummm  Am  kmmikmm  C\)  m  betfacklcfi 
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•* 


§.  20. 


Von  den  so  eben  nachgewiesenen  Sätzen  soll  nun  zunächst 
eine  Anwendung  auf  die  Abbildung  einer  Kugel  in  einer  Ebene 
gemacht  werden,  eine  für  Kartenzeichnnng  bekanntlich  sehr  wich- 
tige Aufgabe.  Sei  äc^+y^-i-i^ — a*=0  die  Gleichung  der  Kugel, 
und  man  wähle  Polarkoordinaten  p,  g  so^  dass 

:r  =  acosp8io9,    ^  =  asin/isin9,    2  =  acos9; 

so  ist,  wenn  die  Ebene  der  xy  die  des  Aequators»  die  Aze  der 
X  in  dem  ersten  Meridian  liegt, >  die  (positive)  Axe  der  y  von 
ihr  aus  um  90^  absteht  in  der  Richtung  wie  die  Länge  (von  0 
bis  360^  gezählt  wird,  und  die  (positive)  Axe  der  z  gegen  Norden 
gerichtet  ist,  p  die  Länge  des  betreffenden  Punkts  auf  der  Erde 

und  ö-~~9  ^'><3  Breite.    Man  findet  nun: 

g^=:-«sin/>8in^,      ^  =  aco8psin9,     g^=0; 


hx  ^  %         .  3z  . 


tfbo 


JB=:a*sin*9,    FssO,     G=:a«; 
mithin  hat  man  zn  integriren : 

a*sin*9  Sp  Jt  m^sin  989 =0; 
ist  folglich 

o = - «  .  A   >      c  SS  ^  .  g,^>      A==: -Tr-^isia^sin^ 
a*8m*9  a*8in*9  jfcr*         «»«"^ 


q,=p,    tf;=:log(^cotgp; 


fvo  die  Logarithmen  natürliche  sind. 

Nimmt   man  in  der  Ebene  ein   rechtwinkliches  Koordinaten- 
system der  Xi  Yi  so  ist  ein  Linearelement 

also  ist  zu  integriren 
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7f=Z     f,  -— -        _^    .       .       (14) 

Noch  muge  bemerkt  werden,  dass  zufolge  (8) 

A 


ist;  daher  ist  also  auch 


A 


5.    Will  man  nicht  die   Grosse  i,    sondern  den  Bogen  i  als 
Independente  annehmen,  so  wird 

,^=0,  L^A\  M^B\  N=:C,  L'=A'\  M*=B*\  N'—C",  und 
man  erhält  für  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  8chmiegungs- 
kugel  die  Formeln: 


1= 

■.X- 

A' 

n= 

■y 

B' 

~A' 

1= 

:  I  ■ 

sowie  für  deo  Radios  der  Schmiegnngskagel : 

Die  Winkel  Jl,  f»,  v  werden  bestimmt  darch  die  Gleichongen : 


C08l=  — 


c 

COSV  =—      -  — —        =. . 
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und  vertauscht  man  hieriD  m  luft  m-»l: 
ferner  anf  gleiche  Weise: 

U.   8.   f. 

Da  man  m  eine  sanze  positive  Zahl  bedeutet»  so  [kann  man  in 
dieser  Reduktion  bis  auf 


/Bx  _,__fl^_    fBx  _ 


totfickffehen.     Durch  Substitution  jeder  Gleichung  in  die  vorher- 
gehende erhfilt  man  ohne  MGhe : 


y*^rFr3*= 


_,-.ij ; + 

}mx^      wi(m— J)a."»— ^  ' 


1 


OT(m  - 1)  (m -2)x«-a '  •  • 

_(--l)m-l .  (,  1)1,  p^^s 

•••+i«(m-l)...2.1.a:j  ■*'m(iii— l)....2.iy   "F^^* 

und,  wenn  man  das  Integral  zwischen  die  Grenzen  o  und  Unend- 
lich einschliesst: 

{  J  1  .  1 

(mo*       m(m  — l)a*"— *    ■^m(m-^i)  (m — 2)a~-3'" 

"*"  m(m — 1)....2.1  J       X 


...+ 


m(wi — l)...2.1.a 


Setzt  man  statt  m  der  Reihe  nach: 

1.  2,  3, n 

und  multiplicirt  bezfiglich  mit: 

-^,  +^,  -^,  ......  {-!)-/»«; 

80  kommt  mit  Wiederholung  des  ersten  Integrals: 
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bindungslinieD,  welche  nach  den  Endpunkten  dieser  Elemente  ge- 
hen,  ein  Viereck ,  welches  im  Allgemeinen  windschief  ist  Liegen 
nun  zufällig  die  beiden  Bogeneleraente  in  einer  Ebene,  so  fallen 
die  zwei  Verbindungslinien  ^n  dieselbe  Ebene,  und  die  FISrhe 
v%ird  abwickelbar.  Die  Endpunkte  des  Bogenelements  der  Riick- 
gratcurve  sind  nun  die  Durchschnittspunkte  der  dem  zweiten  Punkt 
der  Curve  entsprechenden  Krümmungsaxe  mit  den  Krummungs- 
axen  des  ersten  und  dritten  Punktes  der  Curve;  dies  Element 
4iegt  also  in  der  zweiten  Krümmungsaxe  und  seine  Richtung  steht 
senkrecht  auf  der  Schmiegungsebene  des  zweiten  Punkts.  Soll 
es  nun  mit  dem  Bogenelemente  der  Curve  in  einer^  Ebene  Hessen, 
80  muss  letzteres  also  mit  der  KrQmmungsaxe  seines  Endpunktes 
in  dieselbe  Ebene  fallen.  Ist  diese  Bedingung  erfSllt,  so  wird 
unsere  Plftche  abwickelbar.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfSlIt  bei 
den  sphärischen  Curven ;  die  fragliche  Fläche  ist  der  Centralkegel 
der  sphärischen  Carve. 

7.  Besondere  Punkte  der  Curven  doppelter  Krfimmung  sind 
solche,  Rir  welche  die  Tangente,  die  Hauptnormale,  Krilmniungs- 
axe  u.  s.,  w.  besonders  ausgezeichnete  Lagen  haben,  oder  auch  fiir 
welche  die  Krümmung  und  Torsion  Merkwürdigkeiten  darbietet. 
Durch  die  Einfährang  der  sphärischen  Torsion  k5nnen  gleichfalls 
sich  hier  neue  Eigenthumlicnkeiten  darbieten,  die  wir  ein  ander- 
mal näher  untersuchen  wollen. 

8.  Als  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendung  der  im  Obi- 
gen entwickelten  Formeln  wollen  wir  die  gemeine  Cyllnderschraube 
behandeln.    Ihre  Gleichungen  sind: 

:r=rcos^,    y=zrs\nt,    2=zart; 

wenn  die  Axe  des  Cylinders  zur  z-Axe  genommen  wird,  r  den 
Radius  des  kreisförmigen  Querschnittes,  a  eine  absolute  Zahl  und 
t  der  variable  Winkel  ist,  den  ein  von  dem  Punkt  der  Curve  auf 
die  Cylinderaxe  gefälltes  Perpendikel  mit  der  a:-Axe  bildet.  Man 
hat  durch  Differentiation: 

x*  =z — rsint,  y'  =     rcost,  z'  =ar,      *'  =rV^I+a^; 

0:'^=— rcos^  y"=-rsinf,  2"=0,       i"  =  0; 

x'"=     rsine,  /'  =— rcosf.  z^'zzO,        ^  =  ar^; 

A  =flrVm<,  Ä  =— ar*cos<,  C  =:zr^; 

A'  =  ar*coBt,  B' =     arVm«,  e=0; 

L=:    ar» V^I+i?. cos«,        Jf  =  ar3VTFa«sin<,'       iV=0, 
L'=:— ar»VT+ä«.8iD^      ilf' =ar» V^lHh?.co8<,  iV'=:0,  P^z^Q, 
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fit         ß9  ß*  ß»  ß 

^+23+5:3:4+ +25:::ii=*''~^*+T^ 


4+ "^IZk— 

U«   8.   f. 

80  cirhalten  u'ir,  wenn  wir  diese  Sammen  von  der  zweiten  ab  be- 
stpfUfsli  mit 

Oq  fttl  y      O^  f    •      •      •      •      •      •      flu 

beseichneil,  die  Relation: 

r-fif  e^=  /*--' a^_£±t£?  L,  -Hl  +  ^.  _  ^.+ ...... 


a  +  /J    •  a 


+fcKsi .._...  ,, 


Bemerken  wir  ferner,  dass 


ßn 

n 


80  ergiebt  sich  auf  der  Stelle»  da 


dagegen : 


Lim  ii«=  Lim  —  =  0 

n 


/3^1,  n=<» 


Lim  aii= Lim  ^  =;  od 

n 

r 

|J>1,  n  =  OD; 


• 


dass  wir,  nm  ein  brauchbares  Resultat  zu  erlangen,  ß  nicht  grosser 
als  die  Einheit  annehmen  dflrfen.    Vereinigen  wir  mit  dieser  Be- 
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Heber  den  Kinflnss,  welchen  die  Ord- 
nung  in  der  Ansführnnj?  der  Inteipra- 
Honen  auf  den  l^Ferth  eines  doppelten 

.    Intei^als  liat 

Von 

Herrn  Professor  G.  De  eher 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Augsborg. 


Unter  dem  obigen  Titel  befindet  sich  in  dem  ersten  Bande 
der  „E X e r c i ce s  d  e  M at h e  m a  t i  q u e s,"  a  n  n  öe  1820,  ein  Aufsats, 
worin  Herr  C  a  u  c  h  y  zu  beweisen  sucht,  dassein  doppeltes  Inte- 
gral in  demFalle,  wo  das  gegebene  Aenderun^sgesetz 
zweiter  Ordnung  zwischen  den  Grenzen  der  Veränder- 
lichen unendlich  werde,  einen  verschied'enen  Werther« 
halten  könne,  je  nachdem  manzuerstinBezugaufdie 
eine,  oder  inBezug  aufdie  andere  dieser  Veränderlichen 
integrire.  Dieser  Satz  schliesst  sich  an  den  in  der  Einleitung  zu 
meinem  Handbuch  der  rationellen  Mechanik  besprochenen 
über  die  einfachen  Integrale  an  und  ist  eben  so  unhaltbar,  wie 
jener.  Ohne  mich  indessen  in  eine  allgemeine  Besprechung 
desselben  einzulassen,  da  uns  diese  in  den  Streit  über  die  Theorie 
der  Integrale  führen  würde,  beschränke  ich  mich  einfach  darauf, 
das  erste  von  Cauchy  in  dem  genannten  Werke,  Seite  87.,  an- 
geführte Beispiel  zu  beleuchten,  weil  der  unrichtige  Satz,  mittelst 
dessen  derselbe  für  dieses  Beispiel  die  Wahrheit  seiner  obigen 
Behauptung  darthut,  auch  anderweits  zu  Irrthümero  Veranlassung 
geben  konnte. 

Herr  Cauchy  wählt  nämlich  die  imaginäre  Function  (eine 
reelle  scheint  derselbe  zgr  Begründung  seines  Satzes  nicht  ge- 
funden zu  haben): 
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Ihn  .    2Ä« 

ar  — co8*-r"j  810 —T" 

C08a>Ä  =     />  ^    ^,  i    8ina>&=     />  ^ 

V   a:*— 2a:cos^ +1  V   a:*— 2äco8 -j 

zu  setzen  Ist. 

Es  ist  nun,  um  F"(0)  zu  erhalten,  iu  den  AusdrScke 
und  (6)  x=0  zu  setzen.    Dann  wird 

-  2Ä7r         .    -  ,  ^hn 

eos<^A=— cos-x- »     8in<ftk=:8iii  -^r-» 

also 

folglich 

co8(^+  (n+ 1)®»)=  cos(^^  -(n  +  l)jr)=(-l)»+».oos^ 

S0  dass  sich  ergiebt: 

fär  ein  ungerades  k\ 

yMv  n.y/\v      1.2.3... n  .   1.2.3... n    ._^        ^nhn 

(7)  ^(0)  =  — ^  +  -j—  ^^cos-^; 

2^ 

für  ein  gerades  k: 

/o\       rv/Ax      l«2.3,..n     ,  4v„i,v  .  1.2.3. ..n     ^  2wÄ;f 

(8)      F«(0)  =  — T — -(1— (-1)"+*)  +  — i ^     cos-y- 

^  A  ,  A=l  A* 

Substituirt  man  diese  Formeln  (7)  und  (8)  in  (3),  so  < 
man  den  entuickelten  Ausdruck  lur  den  wten  CoefBcientei 
Reihe  (2),  nämlich 

1  k=n 

fö-^ —  -2"  F"(0)  = 
i/2.J...n  jt=i      ^  ^ 


(Ö) 


1,2      ^2        2wÄ;t 

.  7+  —      -J     cos — r- 

Z  )  t       t  h=i  t 


l)n+l)+-       J?      COS 


P    Ä=i  ;j 
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leitet  daraus  durch  Integration  den  Ausdruck  ali: 

A  = 
,arctanj?3P3^4  a«to''g]f:i;,+  «'c*«''SjZ7„+a'«=t'»ngj:::^) 

+arc  tang  yZIb^  ^^^ **"g  5^"*^*'^    ^^  F^  "*"  ^^^  ^"^Ä^^l 

und    filhrt    dann    weiter   fort:    „Wenn    man.  nun    zulässt,    das« 

1       '       '  1  ' 
arctangj*  denjenigen  Bogen  zwischen  cj^n  und  —  s" '^  berzeichnet, 

dessen  Taugente  x  ist,  so  hat  man  für  positive  Werthe  von  x: 

1       1 

arc  tango;  +  arc  tang—  =  s"  ^ » 

und  för  negative  Werthe  von  xi 


arctungo;  +  arc  tang  -  =  —  ^  jt  ; 

man  schliesst  also  am»  den  vorhersehenden  Gleichungen,  indem 
man  a  zwischen  den  Grenzen  X  und  Xq^  b  zwischen  den  Grenzen 
Y  und  ^o  Uegend  voraussetzt: 

man  findet  dagegen,  wie  man  es  erwarten  musste, 

wenn  die  Grosse  a  ausserhalb  der  Grehzen  X  und  x^^,  oder  b 
ausserhalb  der  Grenzen   Y  und  y^  liegt. 

Dieser  Schluss  ist  aber  gänzlich  unrichtig,    weil    er  auf  der 
irrigen  Voraussetzung  beruht,  dass  man  unbedingt 

arc  tang(--a:)  =  —  arc  tangor 
und  zugleich 

arctang( )=  —  arctang  - 

X  X 

setzen  könne.  Untersucht  man  aber  den  Gang  der  Function  y 
=  arctang  — 9  so  findet  man  als  Aenderungsgesetz  derselben  den 
Ausdruck : 

I 


^^ , 

tlx  1  f-  a-^  ' 
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eine,  nach  steigenden  Potenzen   von  er-*  geordnete  geometrisebe 
Progression  darstellt,  so  ergibt  sich  deren  Summe  sofort: 

S        c-'''=:e-*+e-**  +  e-'*  +  .... +e-«* 

1— «-•' 


=e 


— «  — 


1-e-*  • 


Ffibrt  man  diesen  Ausdrack  statt  der  entsprechenden  Summe  ein, 
so  erhält  man: 


')  c:/'^''=/'4e^? 


a 


Fdr  wachsende  n  nähert  sich  das  zweite  Integral  der  rechten 
Seite  ohne  Ende  der  Null.    Denn  da  u  stets  >0  sein  muss,  in- 

dx  unendlich  ist,  so  wird  auch  der  kleinste 


a 


Werthy  den  x{e*—^\)  in  dem  Intervall  von  ar=a  bis  a?=OD  an- 
nehmen kann  9  eine  endliche  Grosse  >0  sein  müssen.  Bezeich- 
nen wir  diese  mit  Q,  den  srössten  Werth  dagegen,  den  x{e^  —  \) 
in  dem  eben  angefahrten  Intervall  erlangen  kann,  mit  P,  so  Ist 
offenbar 

g-nx  ^-«J  ^ng 

folglich,  ohne  Rficksicht  auf  die  Vorzeichen: 


1  p      g-nx  l 


FGr  jedes  beliebige,  positive  ar>0  aber  ist,  weil 

Lim— iie-^srO 

Lim— 7^  «-«'=0 
folglich  auch  das  dazwischenliegende: 


2»* 
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stellt  demnach  die  zur  Achse  der  x  parallele  Gerade  AB,  und 
Dicht  die  beiden  getrennten  Stöcke  AD  und  Gil  vor,  und  die 
Gerade  FU,  deren  gewohnliche  Gleichung 

1 

ist,  musste  durch  die  Function 

y = arc  tango:  — •  arc  tang 

ausgedrückt  werden.    In  dieser  Beziehung  dürfte  es  indessen  ele- 
ganter sein,    eine  zur  Achse  der  x  parallele  Gerade  durch  die 
l    homogene  Function . 

y  =  2 '^  (arc  tang-  +  arc  tang  ^) = 4  /5« 

vorzustellen;  in  diesem  Falle  geht  die  Gerade  durch  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Curven : 

X  tt 

y=/5  arc  tang—  und  •yr—|5  arc  tang  — 

*    und   halbirt   immer  den  Abstand   zweier    entsprechenden    Punkte 
li   derselben,   so  wie  es  bei  der  einfachen  Kettenlinie   in  Bezug 
aof  die  logarithmischeü  Curven 

X  X 

y=peP  y=pe   p 

der  Fall  und  in  Taf.X.  Fig.  ö.durch  die  Grade  L!U  dargestellt  ist. 

Kehren  wir  nun  nach  dieser  Erörterung  wieder  zu  unserni 
doppelten  Integral  zurück,  so  werden  wir  deiA  imaginären  Theil 
der  Gleichung  (l)  die  Form  geben  müssen: 

A= 

F— 6  ,      Vq — b  T—b         ,       Vo — b\ 

arctangj^r;;^; arctang  j^^j- — arctang    ^  -f-arctang^  _^  j 

+ arc  tang  y^:^— arctang— ^—«rc  tang  y^+axc  tang-^i-^ ) 

*^  Ob  dann  a  und  b  zwischen  den  entsprechenden  Grenzen  X 

I*  und  Xq,  Y  und^o  liegt  oder  ausserhalb  derselben,  man  erhält 
»  immer  für  jedes  Paar  über  einand erstehender  Glieder  ohne  Rück- 
I  1 

sieht  auf  ihr  Zeichen  den  Werth  5-  n  und  daher  auch  immer 

A=0. 

Mit  diesem  Beispiel  fölU  aber  der  ganze  obige  Satz  von  Cauchy 
zusammen,  da  sich  alles  Folgende  auf  dieses  erste  Beispiel  stutzt, 
'  und  der  Satz  selbst  von  der  Art  ist,  dass  er  zuvor  fiir  irgend  eine 
besondere  Function  nachgewiesen  werden  muss,  bevor  man  sich 
in  eine  allgemeine  Untersuchung  desselben  einzulassen  fär  notb- 
wendig  finden  dürfte.  ^ 


lOS 


VBleraachuBffeB  ttlier  die  ABmaM 
k«lilM;heB  HlameBt  welche  %m 
deCerBüBlreadeB  «uadnUtocheB 

ireliSreB. 

Herrn  Dr.  V.  Arndt, 


I«  19.  Tli#U  a«i  Arrhii»  H.  19  f.  kaW  Mi  g^tdct.  4i 

{A,  il.  C*)  vo«  drr  iMrrmiMMite  ii  |{rli«»NNi.  1«  AlJgtit^w 
ni#lirrf#  S>»lenir  f#ffAUf»fi.  »n  iU«i  all«  Formr«  49m  ■lift 
H%»trm«  mum  #inrr  brlirl«igrii  Fwrm  clr««rlb#ii  «rtvMilH»! 
\<rftbf>  \.  I.  Mrifbr  cIm»  t»l«ic  btttiff  \\  Ori^m 
»iih  brrlnlrii  laMirii,  %%u  m  d««  sr.  k.  Maas«  «ou  .1.  *iüf.  #*  W 
firulrl.  leb  babr  frrnrr  narb8r«»ir»rn  (}  .11  ).  <la%«  k«bMMb#l«r 
mm  «tt«  «rr»cbir<lrtirn  N\»|c*inrti  ant  b  « rr*cbi#<lr»r»  kl* 
ftiigrbürrs.  u»d  da*«  alle  Forni#ii  draa^lbrii  S>»lraM  in  40m  ¥ 

/>:=:— *«i^   /i>0   drri    «9f»tbirü»«r    kU*«rtt.    km    d«« 

Füll»«  abcf  f>iiir   KU»*e  rriina;;rti      Tai  «l«<i  dn*  Meag^  d«€  t^v^ 
»cbi«*d<'nrii    kubiM  b«ii    kU«»rii .     «triebe    lu  einet  4rtefwvtm$9 
uyAdralu»« b«o    kU»»«    |cr|i««fr«»    «u    br»tiai«ir»»    kit   bm«   Mt 
A»AAbl  dmt  %rr»rbird«tirfi  N>«t«iur.  %ou  dr^r«  «tr  ••  r 
•pfocbctt,  to  rraiiftrln 

Im  i    tl     Ut    der    S«ti    »f  «i  ir.r« .    da«    ftlU  UbUckM  r«tiBM 
/.    («.  4.  r.  i#)  i«r  rbaraklrrUlii  t^i.i,   H,  f',.  »•   Jr\0   ««r 
atif — #Ut    «lfd.   icrl«»dr«   «i^rdr«.    «r««    man    «ir   #<%«NiCli« 
TfMiif«nMtt««c»  4.  if.  «.  rdrr  F«rM  v^:^.!      i^.  H  htk4mW 
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bestimmt.  Dies  Problem  der  Ei  nschliessiine  ist  in  Tb.  XIII. 
p.  1U5  ff.  gelost;  die  Auflösung  beruht  auf  der  Bestimmung  einer 
endlichen  JVlenge  quadratischer  Formen ,  welche  mit  ^p  eigentlich 
äquivalent  sein  müssen.  Die  Anzahl  dieser  Formen  ergiebt  sich 
nun  um  so  grosser,  je  mehr  Theiler  von  B  es  giebt,  deren  Qua- 
drate in  qAA  aufgehen  ;  durch  eine  geschickte  Transformation  der 

Form  (p  kann  diese  Anzahl  aber,  wie  wir  nun  zeigen  wollen ,  auf 
ihr  Minimum  beschränkt  werden. 

Es  sind  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  zu  betrachten. 

Erster  Fall.  Die  gegebene  Charakteristik  q>  =  (2£l,  B,  2C) 
•  iiei  so  beschaffen,  dass  B  ungerade  ist;  ferner  sei  Vi  das  gr.  g. 
Mmm  von  Ü,  Ä,«;  Ä=:Wil',  B=mB',  «=»!(£'.  Nach  XIH. 
.  S.  105.  ff.  hat  man  nun  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
Form  ^^(2il,  — B^  2tf)  \\m  der  Determinante  D  in  die  Form 
(2M  B^—im,  2(£2)  von  der  Determinante  DB^,  oder,  was  auf 
INirtaHw  hinauskommt,  alle  eigentlichen  Transformationen  der 
Form  T^iW,  --B,  2(£0  von  der  Determinante  Dm-^  in  die  Form 

(2IlTil'«,  incÄ'a^gÄ'tfO.  2IlTtf'«) 

von    der  Determinante    DV(i~-^{JXiB'y^  zu    bestimmen.     Zu   dem 
:fiiDde  ist  von  folgenden  Formeln  auszugehen: 

K  —  -pi  > 

WO  die  Werthe  ton  k  nach  dem  Mod.  ^  incougruent,  P',  Q\  R' 
ganze  Zahlen,  die  Formen  %,  X={P\  Q*,  R')  eigentlich  äquivalent 
sein  müssen. 

Durch  die  uneigentlich  primitive  Form   %  sind  unendlich  viele 
Zi^hlen  darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene   ungerade  Zahl 
prlm  sind,  und  zwar  auf  eine  solche  Art,  dass  die  Unbestimmten 
^.  relative  Primzahlen  werden;  folglich  kann  man,  wie  leicht  erhellt, 
y^f^  Form  %   in    eine   eigentlich    äquivalente    Form    transformiren, 
.  deren  Anfangsglied   gejgen  irgend  eine  gegebene  ungerade   Zahl 
prim  ist,  und  da  zu  *  eigentlich  äquivalenten  Charakteristiken  die- 
selben Klassen   kubischer   Formen  gehören,  so  kann  man  anneh- 
men, dass  ü'  prim  gegen    DVi"^   und  gegen   Vi   sei  (JXt  ist  als 
Theiler  von   B  ungerade).     Unter  dieser    Voraussetzung  wird  4' 
pHm  gegen  B'  sein,  wegen  der  Gleichung  JB'*— 4il'tf'  =  Z>WI-*. 

Da  VlB',  291 Ü'^  durch  ^theilbar  sein  sollen,  VLB'  aber  un- 
gerade ist,  80  werden  ViB\    Vi£i'^  ebenfalls  durch    ^    theilbar 
•    sein;  nun  sind  B\  ü'  relative  Primzahlen,  folglich  ^  Theiler  von 
m.     Da  ferner  HTü'^  durch   9^  theilbar,  ^  aber  als  theiler  von 
'  m  prtm  gegen  ü'  ist,  so  folgt,  dass  ^^  Theiler  von  M  ist,   oder 

Theil  XIX.  28 
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RtarMrli  Ist 

MiHMl  k  iutth  0  Ih^illMr.  oder 

»•  Alm   W»Hii#  tMi  A«  narli  iIm  «od.  »«i»'  I 
MiMTO.     fllrrada  folgt.  cIam 

^  "    *"  «♦ 

<r«.^  imi  -«(««Min«).      Ileae«t«l   %  a««  Inünnf  4#ff    «  «f  «ckl«« 
de»««  Wdri#lft  der  r«Nignie«i 

s«  .i^in    «(»«mIBT) 
Mift  iiMBcr  eiMNi  Wcrtli  too  !#,  welrk«r  de«  lieidf   i' 

HL  .4'{moiM') 

GMiflir«  lektet.   »ftlircfNl  «IW  «briiKr«  WcHIm  tM   L 
RAch    dem   i»Ad.Vrj'   mfifme«!   Miid.  d«  M'prin  R«f«# 
pfi«  Kr«9fi  IT  UC.    Ut  Au:!^  f  ^  VT'i .  ••  folft 

MfUfii  liat  «an  ttur  cineii  Wrrlli  «o»  I.  w 
Hcftke  fo»  A"  tftftrli  dm  »od.  WH    uicoii|inM«t 

l>icae»  HcslifRaNiaKeii  talblf«  nM  mm  A«rk 

•Im  |MM  E«M  «pr^Mi     Im  4«r  Tli«l  m  imitt  »ick. 
Mlwidwll.  «»a  rit  0*1.  -  €'  4m  %V«rtk  A'J*  •Hai : 
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foli^lich  ist  Q^-Dm-^  durch  die  beiden  Zahlen  44^«,  Vfl^  zu- 
gleich theilber,  folglich  durch  deren  Produkt,  da  sie  relative  Prim- 
xaUen  sind,  d.  i.  Q^--/>in-^=0(iiiod2/>),  also  ist  R^  eine  ganze 
geradet  Zahl,  und  man  hat 

A:=(2m«Ä'«,  J5'~2^'L,  2^^^^). 

Ist  jetzt  a,  ßj  fy  d  der  Inbe^iff  der  sämmtlichen  eigentli- 
chen Substitutionen,  durch  ivelche  ;(  in  X  übergeht,  so  ist  be- 
kanntlieb die  Form  (d]%  ^,  ^d-f  iS^,  9^ß+ka)  der  Inbegriff  aller 
knbisebeD  Formen  zur  Charakteristik  q>;  diese  Form  wird  nun, 
freon  man  ffir  ^,  k  ihre  obigen  Vi^erthe  substituirt: 

ist  folglich  keine  primitive  Form,  wenn  ^  nicht  den  Wer th  l  hat. 
Wir  beschränken  unsere  Untersuchung  auf  die  primitiven  ku- 
bischen Klassen,  da  die  Anzahl  der  nicht  prinxitiven  Klassen  sich 
auf  die  Mengen  der  primitiven  Klassen  von  kleinern  Determinan- 
ten reducirt;  daher  setzen  wir  ^=1,  und  die  Berechnung  der 
Systeme  der  kubischen  Klassen  wird  sich  mittelst  der  folgenden 
Formeln  bewerkstelligen: 

j«=Z)W-*(modIlT), 
2il'L=Ä'-2(modin)  und  Ä'X^tf'imodÜO, 


Ä=- 


ra 


Ä' 


a,  /?y  y,  d  die  Substitutionen  aas  %  in  X, 

^(y, «,  nrÄ'd+*y,  m^ij+*«). 

Die  Form  X  muss  vor  Allem  eine  aneigentlich  primitive  sein, 
ebenso  wie  %;  dieserhalb  sind  nicht  alle  verschiedenen  Wurzeln 
der  Congruenz  z^^inn*~*(modllI)  ahne  Unterschied  zulässig. 
Um  in  dieser  Hinsicht  die  nuthige  Bestimmung  zu  treffen,  ent- 
wickeln wir  folgende  „  aus  dem  Obigen  sich  leicot  ergebende  Re- 
lationen : 

P'=2Wä'«, 

e'  =  «  +  ^jn(=Ä'-2il'X), 

SB« 
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mm  cImma  mmmi  ohne  Mäht»   fol^viti  wirtl,   da»«  4a«  k*-  ff 
tM    W,  I,  M  4««  KT.  g.   Maas«  ton  />.  </*,  l^    fH«4rk  UC; 

4«  n  uMK^aJe,  (in.  2,  m)  roa  drr  hrtermiaaatr  ißM'^  eimm  mk 
KaalHck  priMiliv«  Fan»,  «»4  «aiiiakrlif t ,  waiia  4iaai 
atatt  in4et,  aa  lat  X  aina  anaigcatiicli  priMitUa  F 


Zwiacliatt  4er  Uat  aatvildieltaii  Thearla  aii4  4ar  ThMtto 
CawpaaltUii  4ar  qiia4ratiacliaa  Fataiaa  ia4al  ms  ate 
««r4iRrr  Znaammaabaa«  aUlt  Wir  wollm  la  4laa«r  lUaafafti 
aaarat  4ia  Fona  Watiouaen,  «Vf4clia4arrii  llopllcallaa  4«t  Faf» 
a  T  (iH',  IT,  MO  eaUlalil*).  Ilabai  b«4leaa  ick  mhrk  4#f  ««•  alt 
ia  4pr  Abkaa4lant  «.Mi^aiolra  aar  la  lliaaria  4aa  tmtm^m 
qaa4ratlf|aaa*-  (Arclilt   XIII.  8.  410  rt)  Rclalirlca  MttfciiiL 

In  4af  4arli|{an  Baieickaaag  iai  a  =  n'^.  PxQxM\  MmM'. 

S-slO,  T=:r  'g\  lr=l.  p  M  ari  sr«.  alaa  r.jrtr»«i 
Mas  haaa  ferner  pml^  7=0,  9^1,  ^-sftrf  l»r«  aetaaa.  «■! 
ala4aaa  ergiebt  aicb 

«la  4ia  Farm 

4ji'*jr«  f  2(iir--4ji'£)  Jio'i  MU^i)  n 

la  4aa  p9a4ait 
4arrh  4ia  Habalitation 

•berfabt. 

Frmer   ««ollaa   ttir   4i«  Ferairn  (iJ^  IT    >?iA.    ht^-^i 
aa4    (W  •   I.    «)   t<»a    drr»rllira    iMrrmioaiilr    f/U     *    ta«ai 
M»ttrn.     Narb   \lll    p.  410  f.  i»l .  iiidrai  nir  «anl^M-b  alle 
BctrirbaMfiKra   fr»lballrii.   »^«    ,1.    P^Jg^.    Q      ■ .    IT  =  h 

f  ^m.  .s:^-vin.  r    «.  (---♦(/.•    4,.  i    1.  ^-i.  ^-1. 

^^0.  r^ü.    iJ^r  IBI4      1;    aiaimt   «aa   naa  4ia   Uülb^btUba 
f^*^      re*  a«»  k«Haait 

CW'*.   Ä'-'iJl-.  AI.»-4m  I  Oi.  I.  a) 


•)  DU  lMaA»M«#tiaa(   4f«   ^••irsliMlb««    fmtw^w  it^kim  «b   ^ 
Falg«a4«a  mit  Ciaa««  4ar«li  4a«  JUulb««   (    ••.  ««amIi  mk—  tu 
DaplUalAaa.  Ui  4afftb  Ttipli«alka  taa  ü  «aiAtr^t. 
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oder 


[2]      Stamm  (25)  +  (W ,  z,  »)  =  X*) ; 


die  SabstitutioD ,  durch  welche  X  in  das  Produkt  der  Formen 
Stamm  (2ö),  (W,  i,  u)  übergeht,  ist  1,  — ^,  0,  — Ä';  0,  2il'«, 
m,  2z -f  qVL ,  nach  der  Gauss'scben  Bezeichnung.  Hierbei  ist 
Dan  zu  beachten,  dass  X  mit  der  Entgegengesetzten  von  o  ei- 
gentlich äquivalent  sein  muss.  ^ 

Zweiter  Fall.  Es  sei  9>=:(2il,  219,  2C),  die  Determinante 
/>==4(»«— M)=:4A,  il=Wil',  »=jn»',  tf=jntf',  wo  ü',  »', 
tf^  relative  Primzahlen  sind.     Wir    nehmen  zufurderst  an,   dass 

(4^  16*,  <£')  eine  eigentlich  primitive  Form  ist. 

> 

Um  alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  (ü',  —Vy 
CO  von  der  Determinante  AW"*  in  die  Form 

von  der  Determinante  A^~^(2Sin)^  zu  bestimmen,  muss  man 
setzen : 

wo  die  A;  nach  dem  med.  ^  incongruent  sein  müssen. 

Da  durch  die  eigentlich  primitive  Form  (Ü',  — 16\  tfO  unend- 
lich viele  Zahlen  darstellbar  sind,  welche  gegen  jede  gegebene 
Zahl  prim  sind,  so  kann  man  annehmen,  dass  ü'  ungerade,  prim 
gegen  ^HT'^  und  gegen  JXi  sei.  Alsdann  ist  ü'  prim  gegen  ^Ti\ 
Auf  ähnliche  Art,  wie  oben,  beweist  man,  dass 

zu  setzen  ist,  und  findet 

tf'  +  Ä^Ü' 
P'=WÜ'^,  e'=:»'-Ä'L,  wo  L=— g>— . 

Die  Zahl  L  bestimmt  sich  hier  durch  die  beiden  Gongruenzen 

il'L=»'— z(modW«), 
2»X=tf'(modi'); 


*)  Durch  Voraetzang  des  Wortes  Stamm  bezeichnen  wir  diejenige 
primitive  Form  oder  Klasse,  aus  welcher  die  Form  oder  Klasse  ab- 
geleitet ist. 
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«*•  t  4m  hbeKrrff  der  TerachMeaea  WanelM  in  i'> 
MMtct:  tm—t  Ut  t»sz-    ^.      ■    Dm*  It  «Im 


MgHck  d  =  l.  Qua  d0m  Sv«Imm  |I)  ««tafricM  MgiaJw  : 
i«.?Ali-V«iiHiBD» 

in  <    *"  ^  '• 

X=(*.    -»'.  <^   X^(ßä^.  »^ML.  ''^^^h 


«•  ••  !••■•  dir  Fori»  (in.  1«  «)  «o«  4cv  H^ttnaU— i»    ^M** 

t>e«ftlit  eincntlicii  |>riwiti«  »ria,  yncl  oniKc4c4fff*i. 

Ilurrli  Ann^odiiffiK  drr  Tbe<ifi*  «l«f  C*«M|M>»ili*fi  ^a«4f»t»«Wf 
Formen  binlf*  irh  frrnrr .  «las»  di«  F<»rM  (i*.  )^  ä  L ,  I.*  i* 
4«rrb  die  NubslilMlion  1.  /«,  /..  A ;  0.  J.  J'.  *i»  i«  d«»  Pf«* 
d«kt  d#r  Fofiurn  u,  u  übrrKrht.  mo 

Mdl  dAM    d»e   Form   (1114^  "»       ^''*^' V^'  ''^^^   ^** 


Mb«    I.  -f.    O.  -If';  0.  4«.   M.    ii  I  f in   ••  d*«   IS^ddU 
d^    Formrn    (i^.    V     •  i /. .   /.'    -  A>.  (VI .  s .  m  Abct^rbf        U». 


•|  Oiff«  «Hlclll   M«   d€«  Irirkl   so   rttCvif  !• 
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her  ist 

25  =  (il^  Ä'— Ä'L,  L«-*), 
[2']       2ö  +  (W,  2,  ti)=X; 

vro  non  X  mit  der  Entgegengesetzten  von  €$  i»  eine  Klasse  ge- 
hören vi'ird. 

D  r  i  1 1  e  r  F a  I K  Die  im  zireiten  Fall  betrachtete  Fllrm  (ü\  V,  tf 0 
sei  jetzt  eine  uneigentlieb  urimitiFe,  also  Ü',  tf'  gerade,  )3' 
ungerade;  setzen  wir  Ü'=:2jM'\  ii'=:2a"  Es  sind  die  eigentlichen 
Transformationen  der  Form  (2£i*',  —  ü',  2(£'0  von  der  Determinante 
AW-*  in  die  Form  ^mü"^  m{»'* - 2Ä"tf '0,  4mtf"«)<  von  der 
Determinante  ^Vfl-^215'V(l)^  zu  bestimmen^  und  man  hat  in  dieser 
Bealehnung  folgende  Formeln: 


iZ'= 


Q'«— AW 


-2 


Durch  die  Form  il"a:* — 15'ary+tf"y*  sind  nun  unendlich  viele  Zah- 
len darstellbar,  welche  gegen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind;  wir 
können  also  annehmen ,  dass  Ü"  ungerade ,  und  prim  gegen  ^Vll"^ 
und  gegen  DI  sei.  Alsdann  ist  Ü^  prtm  f^eo^en  B'.  Da  die  Form 
(P',  ©',  ÄO  mit  (2il^  ~B',  2tf'0  eigentlich  äquivalent  sein  soll, 
so  muss  sie,  ebenso  wie  diese,  uneigentlich  primitiv  sein,  folslich 
/*  gerade,  oder  2W^''*  durch  ^  theilbar.  Da  nun  2»!»',  mM'^ 
durch  ^  theilbar  sind,  so  ist  &  ein  Theiler  von  2DI;  da  ferner  ^ 
prim  gegen  M",  so  ist  ^  ein  Theiler  von  2Ilt;  also  hat  man 

2m=z^m^  ^wo»'=^',  />'=2iir>ii"«. 


0'= 


da  aber  Q'  ungerade  sein  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  k  durch 
^  theilbar  ist»  folglich 

*={^*o,  !L+|L».-i,  e'=B'--2ilU,  il''X=,p'-2)(modnP), 

»''L=tf"(raodÄ''); 

wo  2  der    Inbegriff  der  verschiedenen    Wurzeln   der   Congruenz 
2^^AWI-*(mod2BP).   —   Hat  man   L  durch  die  beiden  vorher 

gehenden   Congruenzen,   k^    nach  der  Gleichung   k9= ^p 

bestimmt,  so  folgt  aus  Q*«— AW-«=4Ä''*(£*-A:«)=0(modIlTO), 
dass  R'  eine  ganze  Zahl  wird,  und  es  kommt: 
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Lira(«i't— M"t)  =  Lira^^^-i|2«»-i+3«*-H4"-'  +  ....(/«-l)«-i» 

Man  hat  aber  nach  einem  bekannten  Satze: 

l«-i  +  2^t-i  1-  3«-'  +  ....  +  (m  - 1)"-'       1 
20)         Lm. jpt—  =,^. 

folglich  auf  der  Stelle: 

21)         Lim  ^4äi2«*-i  ^32*-.!  +42*-»  +....  +  (m  -!)«*-!  I  =  0. 

Ebenso  ist,  uie  man  leicht  sieht: 

Lim  -^^^üT,  G  +  3  +  4  + ^^1)=** ' 

also 

Lini(tt'*— ii''*)=0, 
woraus  sich  das  Behauptete 

■ 

Lmu'k  =  ti\mu''k 

von  selbst  ergibt.  Da  es  nun  gleichgültig  ist»  welchen  dieser 
beiden  Grenzwerthe  wir  bestimmen  ^  so  wählen  wir  den  beque- 
meren  Lim  u''k'  Hiebei  besiehen  %Tir  uns  auf  eine  Abhandlung  des 
Herrn  Prof.  Schlumilch  im  Archiv  f.  Math.  Th.  XIV. p.452.  ff. 
wo  unter  Formel  6)  die  Relation  aufgestellt  wird: 

m  +  1      '^        •        •        ■       ^  m  +  l 
welche  fiir  jedes  positive  m  gültig  ist.    Sonach  ist  allgemein: 

2A  +  1     ^^    +-     ^"^    ^"'^    ^^Hl 
folglich  >  wenn  wir  mit  r  +  1  dividiren : 

rr+1)**  1  r^*^  1 

iJTr>r-+Ta"+'^*+3"+ '"^  2Fn  771 


r 
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«•  tr  wifHl<>ntm  tiii«  UrScM  bniealM.  ili»  mucbeti  0  mmI  I  li*ft 
MalMB  wir  bierin  4*r  K*ib«  nacli  fOr  r 


I.  i,  .1 {m-i). 


••  «riMlteii  wir 


I« 


all    i 


an*»' 
.1"-' 


«•aairMi   Mir    4iea«  «Aaiaillirik««   l'tnieicIiiiBgwi 
Hl  IV"  -••♦•  J 


««M 


'. .( 


) 


mm  9   rbrnfalU    rin    IrblPf  Rntch  Ut.     Mit  ROrkaidll 
!H)   erffibi    «irli    »ofort,    nran   mit   i«r   Gr^»««   für    n 

'     vi     -  ^    ' 


Mf  J^ 


also  »mIi 


'•'••■'•-(ü  lli»' 


I 


*•'*■•    (iiii»«* 


17)  ervikl  Mch  mC  4w  .St«lte 
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LiraÄ'«=  1-^  +  p  -  ^+   ..=LiniS,  (9.  Gleichung  14)).     23) 

Fassen  wir  jetzt  Gleichung  14),  15)*,  22)  zusammen,  so  wird 
8*)  einfacher: 

lC=Lim{— ^Ig2mff+  ;^(l  +  2+ 3 +•  •i^ZTi)*^^**"'»! 

111=00  . 

Für  ein  unendliches  m  ist  aber: 


arctanm  =  ^ , 


also 


A'=Limi-|  ig2^+  .j(i  +  2 +3 +  -^^::ii-ig'»)i 

=  -|(lg2«  +  C),  23) 

wo  C  die  bereits  im  Eingange  erwähnte  Constante  des  Integral- 
logarlthmns  bedeutet.  Wir  können  somit  als  endliches  Resultat 
schreiben 


^!r/*-V^^=/  ^i) 


Ist  tt^2ff,  80  lassen  sich  die  arctan  in  convergente  Reihen 

entwickeln,  deren  Summe  ebenfalls  einem  endlichen  Werthe  sich 
nähert    Man  findet  ohne  Muhe: 


/ 


25) 
a;(e.— i)  -  ""^  2  ^^  +  «  +  2  '^  2«  ""2»«  +  3.2»»«4  ~  6.2»««  +  "• 


a 


wo 

Führt  man   die   Bernoulli*8cheo  Zahlen    ein  und    bedenkt,   dass 
allgemein :  * 


•cl#r 


IM 


•*i  liabrn  «lir  die  etnfBchr  Fi>rnirl; 
,/     i(>  -1)        i'   *o  ♦•i'^Jrf"*l/2*  3l/i  |'"ä  l.i  Ä* 


olme  lDt«rr«M»  «ImI.     Man  iiitUi  Iriclit,  Heim 


MkfKi^)  f /13«)| t\m) 

Unelit  mM»  di#  rkrafklU  Kaltixe«  t«lricli«iiff«ii . 

/t«)  •  /C«)  ♦  /lÄii)  I  ...- -  t\m)  -  rXU) .  -        ST) 

Ma  Ufifr  »«n  •  ri'rll  vftd.  nir  «lir  »IrU  « or aiwucAr IaI  kaW«.  f«9i- 
tu  Ut.  fJiUl 

/••  r    *  . 
—  i',r  mit       |.i(     j) 


aa«aninini.  aii<l  ««If  koourn  nntrr  di««rr  iWMrlwAA^iHic  m- 

« 
I  I       I       .       I.  »,      ..•//.      ^^    », 

.• '     .  '  r^i^  •  1 1  •".»  i^Ji  •  Ä  I  i.Ä  •• 

l'rforr  Ul  mil  Kaii^HM  auf  i?) 

/IX  /••         er  /••        er  y         •"# 


iVi 


Mflkll  «riiU  «irli 
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Ei(-«)+Ei(-3«)+Ei(-5«)+..=-  (f'^D  -f^l)) 


=-/ 


a  2a 

x{e*-er-')  }  30) 


""^2a"2'^^""        1.2        ^       1.2.3.4     ""       1.2..5      ■*"•• 


/ 


Da  endlich 


a:(e'-l)      V     ^(e'-l)^  J     .T(e'--l)      V     arCc^'-.l) 

a  aa  a  «  . 

^(e'+  i)  • 

80  kommt 

31)        Ei(— a)  —  Ei(— 2«)  +  Ei(— 3a)  —  Ei(— 4«)  +  .... 

-_  r  r  ^^ 2  /""  ^^  ^ 

a  Sa 

arCe'+l) 

a 

—  -  2  ^  ■*■  2  *S  «  ^        1.2        +        1.2.2,4 

1.2  ...6      "*" 

L/isst  man  a  imaginär  werden,  so  erhält  man  mit  geringen 
ModiGcationen  ganz  analoge  Ausdrücke  fär  die  Summen .  sowohl 
das  Integralcosinus  Ci(a)»  als  das  Integralsinus  >Si(a),  von  denen 
bereits  eine  mit  Hülfe  Fourier'scher  Reihen  vom  Herrn  Professor 
Schlumilch  im  Archiv  derMath.  Bd. Xl.p.  389 ff.  entwickelt 
"worden  ist.  Eine  weitere  Auseinandersetzung  dieses  Gegen» 
Standes  behalten  wir  uns  jedoch,  fiir  eine  andere  Abhandlung  vor. 


k 

k 


Th«il  \IX.  90 


Ul 


Veber  das  CicuetB  der  PriMwalilf  > 

Hern  Dr.  Burheaa«, 

am  C«*««i 


Da  U«  JeUt  krin«  ■■■■■ilm  P«rai«l 
•ba«  lalareMC 


ikr  4W 


WM  «•  FmcdM 


»• 


Micli  •Itigenil««  Potenten  %omjr  enlitkkril.  ••  enlnlefcl 


Man   tkefi#Qft     mkrk    hier   Irirlit,    cUae    In    jeilt«    I»lie4e 
NnilM*  def  ( «»eairiml  ••  »iel«  Kmlieitea  ibnl  aU  4ef  rt| 
«laaren       1^    Klp«Himt  def  Itbeder .    t»elrlbe   de«  (  «< 

ibalim.   iai  ein^    KrtnuaM,  nnd  alle  Pri^aaMm  ttelw 

aaf.      I>ir»e    Krilir   wird  M-||«>fi  %oa  l.amlirrl  in   attarf   Atni 
taaik    lM»d*«ig   rr«ftlial,    iat   abrr    airkt   tiritef    kcMUt     ««...^ 
In  Ka4c»nden  alrrlbe  irll.  darauf  all|teflM4ne  «nc  Tke<ane   de«  lad 
len  KriNJfige  l*annela  tu  (rdadca. 


Urt  ate  roerbrtral   drr    Kmlie   (i)  M   «Wieb  dee    %naald  ^ 
iMfiMirrn   drf   gaa«en    Zskl   m      \\n  dr««cirn  dieaea  ( 


g4 

allgemeia  aat .  wir  die  MarUariaarlie    Neilie  lelift      \%ema   - 

km»  darrli  i\^)  brcrWliael  tiird.  aad  #S0)  den  alc«  lNtria^4a^ 
yialttnien  tnn  ft')  badnnitt,  nn  ^:^0  gwtot  M.  a*  ^«i4t 


t 
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den  nten  CoeflGcienten  der  Reihe  (2)  aas.  Diese  Formel  (3)  ist 
ein  allgemeiner  Ausdruck  för  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  je- 
den ganzen  Zahl  n.  Wird  dieser  Ausdruck  gleich  2  gesetzt,  so 
hat  man  die  allgemeine  Gleichung  för  jede  Primzahl  n,  nämlich 


welche  Gleichung,  wie  die  Betrachtunjg  der  Reihe  (2)  lehrt,  fflr 
'^  alle  Primzahlen  und  nur  für  solche  giU,  also  fOr  die  Primzahlen 
charakteristisch  ist.  Nur  ist  dabei  die  1  ausgeschlossen,  weil 
dies  die  einzige  Primzahl   ist,  welche  keine  zwei  Divisoren  hat. 

Ffir  11=1  wird  natürlich  t-oq F»(0)=:1. 

I.Z.W  .••9t 

Es  wSre  nun  die  Formel  (3)  weiter  zu  entwickeln.     Deshalb 
wenden  wir  uns  zur  independenten  Darstellung  des  nten  Differential- 

'    qnotienten  der  Function  -s j»    welchen   wir    durch  F^s)    he- 

zeichnen.  Die  ^azu  nuthigen  Formeln  flnden  sich  in  Sohncke's 
Sammlang  von  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralreeh« 
nong.    Man  erhält 

fiir  ein  ungerades  k: 
f&r  ein  geradeH  k: 


^ 


.J*   *=-  VC-'-2^«=-^+0' 


wobei 


80* 


tv  »etseii  Ut. 

Ea  bt   flivn,  um   f^O)  ni  »rlmltefi.  1»  4r«   A«*4f«riM 
wmi  (H)  X   :0  t«  iicl«rft.    IhMii  «irdi 


••  ^Ma  sldi  Mpiehl: 

nir  eia  ■■nvndcB  A: 

k  *-' 
.v-«>     I.*2.3..  ■  .  I  i  3.  »      •       *a«. 

A  i  ^    ' 


i 


hiibcliluirt    fiiao   dirfte   l*orMM*lD   (7)   «imI   (^»   tei   (1»,  mm  «H 
oiftii  den    rnlMMkrllm    Aiia«lrttrk   filr  de«    Mr«  ( «rfWi 

I         *    • 


(V) 


•  p 
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als  I»,  und  fifr  p 
zu  setzen  wäre. 
(9)  drückt  die  Anzahl  der  Divisoren  einer  jeden 
ganzen  Zahl  n  aus.  Es  folgen  einige  Beispiele,  wobei  wir  die 
Formel  (9)  kurz  durch  £ü  bezeichnen. 

l       1  +  0) 
Förn=l  ist  2:t7=:  j^(j  +  0i=* 

(      1  +  0  ) 

1+i 

Für  fi=a  ist  £U=l  3^3    J=2 

0  +  0 

4      J 

3       3 

Für  n=4  ist  2:t7=<  >=3 

2+  2 

23       7^ 
Für  n=5  ist  JSÜ=:  HS  "*"  IS  5=2 

0+0 


Ffir  n=«  ist  £ü= 


23       7  • 

15  + 15  1 

1 

11       1 

=4 

6  +6  . 

u.  s.  w. 


Uehrigens  zeigt  sich  die  Formel   (9)  in  ihrer  wahren  Einfach* 
heit,  wenn  man  die  einzelnen  Substitutionen  für  t  und  p  separirt. 

!v  -\-to    2 
\  • 

■  Zum  Beispiel  sei   - 

n  =  7. 


dann  ist  fär 


<=:1;  V  +w=l+0 
p=2;  ri+w,==0  +  0 

/  =  J;  r  +1«  =s- — j 

p=4;  r]+ii?|=0  +  0 


Mf 


E«  Mi 


4aaa  iai  Mr 


t\m  Mi 


daaa  Ul  itt 


|  =  S;  »4» 
1=7;  r  -f  w 


1       I 
S  '  S 

rOlO 


■  r=l». 


1=1; 

e    t« 

=  1|0 

F=2; 

'li*-! 

=  110 

«=3; 

»  ■!• 

1      1 

-3"J 

|.«4; 

'I  ♦•* 

l«5; 

»  +• 

1     1 

!►«=«:  r,  4»4=«- 


<=:»;»    I  «r  =« 


1       1 
1        I 


/»  =  *:  »I  ♦  »1- 


4*4 


^1 '!"  !=* 


1». 


(=1:  r    f  M> 

1-3;  r    ♦•  = 
|»«r4:  r,  4»,ss 


HO 

O{0 
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1      8 


altto 


Die  Formel  (9)  enthält  Summen  von  Cosinus,  deren  Bogen 
eine  ^  arithmetische  Progression  bilden.  Nun  ist  aus  der  Gonio- 
metrie bekannt,  dass  die  Summe  der  Reihe 

(10)  cosa  -|-  cos2a  -|-  cos3a  4-  •••  +  co^ma 

6in(m  +  q)«  —  sin  ja 
Ssin^a 

ist.    Da  aber  diese  Snmmenrormel  in  dem  Falle  unbrauchbar  er- 

1 
scheint,  wo  der  Nenner  zu  Null  wird,  indem  »a  ein  ganzes  Viel- 
faches von  it  wird,  so  lässt  sie  sich  nicht  in  unsere  Formel  (9)  sub« 
stituiren,  wie  wir  gleich  näher  sehen  wollen.    Setzt  man  in  der 

^nie  t      1 

Gleichung  (10)  fl="y  »  ond  01=—^—,  so  wird 

^*       2nh7C         } 

2     cos— T— =  — öT- 
ik=l  i  2 

Wenn  dagegen  #  in  n  aufgeht  (oder  gleich  n  ist),  so  erscheint 
Null  Im  Nenner  des  Bruches  (10),  aber  es  sind  dann  alle  Glieder 
der  Summe  gleich  1,  also 

^«       Inhn      f— 1 
2    cos — T—  =  — ä"  • 

t  M 


2nn  I 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (10)  a= 9  und  ms=np— J>  so  wird 


448 

2      CO0  =»  — ;UI|raMii). 

*   I  p  T 

Dies«  SamoM,  «lo  t»  p|n#  gcrad«  Zahl  bccIevtH,  k*t 

«  «IM  ancMMle  ZaM  UC,  dM  WeHk  NaH;  w««a  ■ 

Zail   nnil  Biclil  dttrcli  |»  IheillNir  bt.  »o  Ut  die*«  »sm 

-  •  1 .     I»l  daitegeti  ■  dvrrh  p  tbellkar  (oder  ^fi^ick  p),  — 

N«ll  Im  Nenorr  de»  Bnirliee  (lO),  aber  ea  ebd  daftii  «lU  <jit»^>t 

der  Semme  icleirli  !•  aleo 


Man  »lekl .  daaa  die  la  der  Fi»naf*l  (9)  «orkoaii 
laen  «oa  ro^iaa«  vlelfaclMr  Bogea  ImaMr  ralieaalc  WertW 


Beackriakt  maa  die   Fanael  (U)  aaf  aaRerade   Zahktm 
«rabel  alle  Primtahlea  elagrarllleMea  Meiliea  (m&Hl^mmmm 
PHaiialii  «).  ao  «efeiaTariit  akh  dirae  Fomel    Suäkk  4mm 

Glied    (l^^lrli)    «lird.  «lecui  a  aaRerade  Ut^  la  \mB. 

daa  «riertr   (trird  wird  liM*r  iaianir  Kau.    wie  alt   rkea 
lialiea.      Ileaiaack    Kehl   die    KeraMi  (!!)•  weaa  a 
ihcr  la 

wa  I  jede  uiit<*rade    Zahl    vaa   I   Ma  a  (larladtel 
IHeae  Foraiel  (11)  drOrkt  die  Aniahl  im  IK%laef«tt  Af 
Heradr  Zahl  a  aa«. 

Wird   di<>  ForiTH*!  (II)  Ulrich  *i  fr*etil.  aa  hat  aaa 
chafiK  der  Primfaklrti  A' 

wo  f  jrd«*  ancffAilr  ZjHI  %oa  I  htt  «V  (iarlaftitek  W4e«t#? 
Ilirsri  |»|r««h*in^  etil,  %«if*  All»  tlriQ  Atifjafe  drf  l,at«t«4«4««4( 
rrhrlll.  tut  allf  |*rim«aklrn  .V  ittul  mut  filr  miIc-Im.  Il«krt  tm4 
die  Pririf^hlt-fi  I  und  2  luasr»«  lili»«*f*a ,  «ril  |  dl#  riatvr^  ^-«^ 
«ahl  !•!.  die  krin^  «««n  Ui%i««itrfi  h  tf .  «fid  '2  4t^  riafic«  rr«»^ 
Piiaifahl  Ul  Man  k^nriif-  ilir  •*  ikm  h  in  dir  l»|ri*huffkt  aa'»^«»''-«. 
aber  r*  Mjr«»  unfMn  kiu  •••!;, .  Mr(ra  dieaef  eia«4er«  /.*hl  tf#« 
Cfirtrhanc  a«»ch  rinrn  Zu^al«   tu   ev'kra 

ilie   («Utrhuac    {11}  allrr    Primfahlro  %«a  3  aa  .  die  ««t  Lart 

darrh    X(r  |  ir)-:i    hrfeM-hnrn.    «rtUft  «»ch  a«a  la  falgfii    t^ 
I 

geaacha/iro 
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(a)  FSr  t=l    ist  0  -I-  to  =  1  -f  0=  1. 

(b)  Für  t=N  ist  »  +  «'=y+^-^- 


=1. 


(c)    FOr  alle  übrigeo  nngeradteo  IVerthe  von  t  swischen 
1  und  N  ist 

J        iNhit         1 

also 

1.2,     1,     „ 

Die  erste  und  zweite  dieser  Eigenschaften  findet  nicht  blos 
fiar  Primzahlen  iV,  sondern  för  alle  ganzen  Zahlen  n  Statt  Die 
dritte  Eigenschaft  ist  fiir  die  Primzahlen  charakteristisch.  Also 
die  Primzahlen  N  ron  5  an  sind  dadurch  ausgezeichnet »  dass 

-^    cos — 7 — 


den  Werth  —-3  hat,  fSr  jede  ungerade  ganze  Zahl  t  zwischen  1 
und  N,  Die  Anzahl  aller  ungeraden  Zahlen  zwischen  1  und  der 
ungeraden  Zahl  N  beträgt  ^  .  Man  kann  also  die  Gleichung 
der  Primzahlen  N  von  5  an  auch  in  folgender  Form  schreiben : 

^     ^2       2Nhn      3— iV 

-J     S     cos — 7—  c=  T— , 

wo  f  jede  ungerade  Zahl  zwischen  1  und  N  bedeutet. 

Bemerkung.  Ich  halte  mich  Terpflichtet  zu  bemerken,  dass  aach 
Herr  Prof.  Scherk  iti  Grelle'«  JoutnalThl.  IX.  S.  162.  1832. 
einen  Aufsatz  aber  die  Lambert'sche  Reihe  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  Primzahlen  geliefert  hat.  Mit  diesem  Aufsatze  hat  aber  der 
obige  Aofitati  nichti  gemein ,  and  sein  Verdienst  kann  dadurch  nicht  ge- 
sehmälert  werdea. 

Der  Herausgeber. 


IM 


Heber  eioe  vewlMie  CAatCuBir  ire«Bietrl- 
•eher  Anflirabeii  über  MMtaMi 

noil  SIlniHia. 


lleim  Dr.  Schell, 


VMr  ii— itfbdia  huitmh^m  rcrlaagMi»  H»tm  Pmki 
tiii«M  «b#fi««  od#r  rAianlirlie«  CteMIdr  «o  an  InsslIaMM«, 
•!••  VQ«  MiMr  l^e  ii«<l  attdvff»  gigtWin'ii  lliiW«||wy> 
kAngiff«  UHiM«  ei»  Ma&i«««  oilcr  MdhHiNi  «»«fde  ri^ 
LfMiiafBff  dierarlbeft  »«II  im  Fc»l|(rfulr»  rine  Ali(#MrU»#  R#||H  rM 
«lirkrll  wrrilrn.  %«rlchr  »ir  auf  ila»  PrMMrni  d^r  llrfOlirwftcvtt  $m 
rAckf&lirt.  l*m  j^im-Ii  rinni  mwclirb»!  »\iilbrliMrlira  (»«»n 
kallrn.  Iietiniirii  nir  tMil  riiii'^rii  npr«  i^llrn  VälU^n,  dmtth 
VeralUrmriftrfufiK  wir  Iritlil  <u  jrii^f   Krxtl  ^rUfturft  iicf4«tt 


|.  IIa«  S\»l^ni  iMrivr  c  odcruralrr  K rr Uktifeo  ,§SB 
AS'H  (TaI.  .V  l'i«.  1),  w^lcli«»  *Mh  ia  d<>tt»«IW«  f«e«  !< 
pQiikl^o  «I  «otf  A  rffiJicfii .  l  iltUi  in  ilrr  rbrnr  dm  Kumttfiarlw^ 
Clfl  drr  Hcbrilrl  .S  allrr  U  inLrl  ASH  %t.fi  f«Aftt4iftUf  Utmmm, 
dtfrm  .SclNfikrl  ditfrh  dir  l'unklr  .1  Hiid  //  «rbcft.  Ui«  CvasUMt 
l»ru««^  dM»»rf  WiftkrJ.  di«  wir  mit  •  br«rick»#ft  »«Uraw  mk  cl*««4 
d««  llalbrii  \%itikr|.  unter  ««rItiM'in  muW  dir  Krr*tb<g—  ItvSml 
•ftd  bksfll  «nft  4€f  l«Aftxr  dirarr  *l»  .  »••  «Iaa«.  «cmi  4  dw  |J«t^ 
ritor»  %(Mi  ilisra  und  r  ilir  ||«i*triu»Am«f  l««di«n  «nC  dir  (»1 
bratrlil 


=  '"i. 


i.     lU*   5i\»lrfli    drr    brnfvti    lU»srn    ikrill  dir  I 
•   ri»««   inttrfca    %on  ikmmm  b«frc»<l9»  »ad 
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oobegreDzten.  Ersterer  werde  mit  12,  letzterer  miiR'  bezeichnet 
Für  alle  Punkte  S  des  inneren  Räume«  R  ist  Z.ASB'^a,  für 
alle  Punkte  des  äusseren  Haumes  R'  aber  <a ,  und  nur  auf  dem 
Umfange  der  Figur  ist  ^ASB=:ia.  —  Ziehen  wir  durch  die  Punkte 
A  und  B  eine  Grade,  so  ist  insbesondere  fQr  alle  Punkte  S, 
welche  auf  derselben  zwischen  Ä  und  B  liegen,  jLÄSB=zity  für 
alle  Punkte  S  dieser  Graden  aber,  welche  ausserhalb  dieser 
Strecke  liegen,  =0;  ITir  einen  Punkt  5,  welcher  mit  A  oder  B 
zusaramenllllt,  wird  ^ASB=a* 

3.  LSsst  man  die  Figur  um  die  Grade  AB  rotiren,  so  ent- 
steht eine  Rirfgfläche  (4ten  Grades),  welche  gleichfalls  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  für  jeden  in  ihr  gelegenen  Pnnkt  <$  der  Winkel 
ASB  gleich  o  wird.  Diese  Fläche  tbeilt  den  Raum  in  zwei  Theile, 
einen  inneren,  von  ihr  umschlossenen  und  einen  äusseren  unbe- 
grenzten. Ersterer  werde  wieder  mit  jB,  letzterer  mit  R'  be- 
zeichnet. FQr  alle  Punkte  S  des  Innerei)  Raumes  wird  ^ASB^a, 
ffir  alle  Punkte  S  des  äusseren  <a.  Fdr  die  Punkte,  welche 
auf  der  Graden  AB  liegen»  gilt  dasselbe,  was  unter  2.  bemerkt 
wurde. 

4.  Berührt  nun  unser  System  zweier  Kreisbogen  oder  über- 
haupt ein  Kreis,  welcher  durch  die  beiden  Punkte  A^  und  B  geht, 
irgend  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Curve  in  einem  Punkte  S 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  und  gehören  die  zu  beiden  Seiten  ron  5  liegen* 
den  Nachbarpunkte  der  Curve  ein  und  demselben  Räume  R  oder 
R'  an,  so  wird  für  diese  Lage  des  Punktes  S  auf  der  Curve  der 
Winkel  ^Si?,  dessen  Schenkel  durch  die  beiden  festen  Punktet 
und  B  gehen,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Das  erstere  tritt 
ein,  wenn  die  Nachbarpunkte  von  5  dem  inneren  Räume  R,  das 
letztere,  wenn  sie  dem  äusseren  Räume  R'  angehCren.  Ist  näm- 
lich Sf  ein  solcher  Nachbarpunkt ,  so  ist  zufolge  2.  der  Winkel 
A»B<ASB,  wenn  9  dem  Räume  R'  angehört,  und  AS'B^ASB^ 
wenn  S'  in  den  Raum  R  fällt. 

Ganz  dasselbe  gilt  von  der  Ringfläche,  wenn  sie  eine  Curve 
oder  eine  Fläche  in  einem  Punkte  i9  berührt 

5.  Wir  erhalten  daher  folgende  zwei  Sätze,  welche  zur  Auf* 
suchung  der  Punkte  S  auf  Curven  und  Flächen,  für  welche  der 
Winkel  ^S£  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  brauchbar  sind: 

I.  Vewegt  sich  der  Scheitel  5  eines  Winkels^<SA, 
dessen  Schenkel  durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B 
gehen,  auf  irgend  einer  mit^  und  J3  in  derselben  Ebene 
liegenden  Curve,  so  kann  der  Winkel  einen  ^^rössten 
oder  kleinsten  Werth  erreichen,  wenn  er  mit  einem 
Punkte  zusammentrifft,  in  welchem  ein  durch  die 
Punkte  A  undi?  gelegter  Kreis  dieCurve  berührt,  und 
zwar  tritt  das  erstere  ein,  wenn  die  zu  beideu  Seiten 
voniS  gelegenen  Nachbarpunkte  derCurve  dem  äusse- 
ren Räume  des  Kreises  angehören,  das  letztere  dage- 
gen, wenn  sie    in  den  inneren  Raum  dessiben  fallen. 

II.  Bewegt   sieh    der   Scheitel    iS   eines    Winkels 


ASB*  desse»  Sehenkel  dereli  twei  feete  P«»kte  A  mm4 
B  yelieii,  aef  irg^nfl  etnerTerve  oderFlAclie  i«  Ke««. 
ee  keDii  der  Winkel  einen  gröselen  oder  klelnnte« 
W^rik  erreirben.  wenn  rr  mit  einem  Pnnkte  man«- 
»entrirrt.  In  Hnlcl^eBi  eine  dercb  die  PnnkCe  A  «n4  B 
ICebeiide  RlncOArbe.  deren  A«e  die  i;rnde.lil  lat.  4%m 
rnrve(ederFlkckr)h^rabrl,  and  iwnr  lrifldn«er»tere 
•  In,  «trnn  dii»  i«  beiden  Srifrn  %-on  «S  lirprenden  %nei^ 
*  bnrpnnkte  drr  ('ar%r  lodrr  dl»  ring«  am  «S  Il»ir»n4en 
Nncbbnr|innkle  drr  Flncbr)  In  den  AuB«eren.  IrCfin* 
ree»  wenn  eie  In  den  Inneren  Hnum  der  HlnicflAcbe 
reiten. 

^     Srbnridet  di»  l«rnde  AB  dir  rur%f»  cMler  die  FltrW.  nwf 
welrher  dir  Punkte  S  lirsm.  »o  llrfrrn  die  lHirrbarbnilU|iimklr 
nbnelute  Maiimn  »ifrr  Minima  fflr  drn  Wlnkrl  ASB     !:•  I>(  nhm- 
Heb  fOr  einen  •«•leben  die  f «rAn««!  des  Winkel«  n  ndrr  0.  j«  n**-^ 
de»  dieser  Ptonkt  iHinrfcrn  A  und  B  iirp(l  oder  nirbt. 


7.    Wir  wnUea  na«  die  8iUe   L  «nd  IL  ur  L8n<ng 
Anfgnben  bennlim. 


I. 

In  einer  Ebene  sind  fegeben  eine  Urnde  U  mm4 
iwrl  Pankte  A  nnd  B  (Tnf.  X.  ftli.  3l ,  »an  nnrbt  mmt  U 
die  Pnnkte  S.  fflr  welebe  der  Winkel  ASB  elft  Maii- 
M«m  »der  Minimum  wird. 

Kir'jrn  .1  iiimI  /I  auf  rnftfe'^riter*«*ff len  .Seilen  «un  /•  .  »« 
liefert  Arf  iliirrh«rhtiilt»|iufiii  .S  ifle*er  tfradeti  mit  der  l»raden 
,iB  ein   ali*«iltflr«    MAtiuiiini  ^  .iSÜ  --  ^.  l«irfrn  akeff    .1  n^d 

B  a*>f  derarlhrtt  .N«*ilr  % f in  /«  .  ■!•  le^r  man  ilurtb  dir^e  Puaki« 
die  l>eicl<*n  dir  tirj«!«*  /«  lirriihrfutlefi  Ktrisr  llie  H^rAb'max*- 
Mfikfe  .S  und  .S  lirfffft  dir  \\  iiiLelin  t&iiuj  .|.S/I  vnJ  i-S' B  |^ 
Hegen  nftmlic  b  «Üe  \««  ht»«r|Mtiikl  *  %tMi  .S  umi  .S  in  de«  Am—tr^ 
llJiunien  H  ilrr  Kfi««-  '•  ••Km  *i  Hrr  huft  K»«  kiiill*|*uffiit  •%** 
«en  /f   mtl   .1/1  lii-lrfi  ili«  .ilt*niiilr  \%  iiikr-lniitiininin   .i>*B    ti 

flie   l^iinkte   .S  und   V   bndri  ni4ti .    wrimMan  einen  helirk«^^« 

Kreis    diir«  h    .1    und    //  |t*v* .    »n    ikti    ««xi    S'     an«    rinr   Twice«t«» 

.V*e  «iebl   und    mit   Hirwrc    LAn^r  um   Hrft^rlbr«    Puftkt   rmra    kt««« 

^besrbreibt       Die    Ihift  b^rktnll»  dr*»rlfirti  mit  drr  tÄfadrn   It    ««^ 

aUdsMi    die    |*unklr   .%    .S        |«  muft*   niuilM-h    f  uf  dfr  Jet 

benen  t  on»tru«  f i«fn  V  S^    .  V.S  <       V.l   VH   »nn.    nsd    ds 

Ve«     V.I.V//  i»i.  •'>  Mird  V>  ..  s   v       .v  « 

t  nioll.     iHe  Ptttikle  .S.    S    hffrn  m*ii  drf  (tra'len  /•  ««  %ie* 
den  rietlTfi    ••n    .S     und   «nsf    in  gleMbvm  AI  stände  ••• 


4S3 

\ 

Pankte.  Da  nun  die  Construction  von  der  Neic^ung  der  Graden 
Cr  gegen  AB  unabhängig  ist,  80  folgt»  dass  die  PuoRte  der  Win* 
kelmaxima  för  alle  Graden,  welche  durch  den  Punkt  S*'  gezogen 
werden  können,  in  einem  um  S^*  beschriebenen  Kreise  liegen, 
dessen  Radius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Segmenten  S"A, 
S*'B  ist.  Ist  C  der  Mittelpunkt  eines  Stralenbflschels,  so  liegen 
auf  jedem  Stral  desselben  zwei  Punkte  des  Winkelniaximnms. 
Die  Gesammtheit  aller  dieser  Punkte  bildet  eine  Curve  vierten 
Grades,  welche  in  einen  Kreis  übergeht,  sobald  der  Mittelpunkt 
des  Stralenbiischels  in  die  Grade  Aji,  aber  nicht  zwischen  2I  and 
B  fallt.    Die  Punkte  A,  B^  C  gehören  der  Curve  an. 


iL 


In  einer  Ebene  sind  gegeben  ein  Kreis  K  und  zwei 
Punkte  A  und  J?,  man  sucht  auf  dem  Umfange  des 
Kreises  die  Punkte  S,  fflr  welche  der  Winkel  ASB  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Liegen  beide  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  (Taf.  X.  Fig.  4.), 
so  sind  nach  dem  Obigen  die  gesuchten  Punkte  die  Beruhrungs« 
punkte  S,  S^  zweier  durch  A  und  B  gehender  Kreise  mit  K. 
Von  diesen  Kreisen  berührt,  falls  die  Linie  AB  den  Kreis  A' 
nicht  schneidet,  der  eine  K  von  aussen,  der  andere  umschliesst 
K;  der  Berührungspunkt  iS  des  ersteren  liefert  daher  ein  Winkel- 
maximum ASB,  der  Berührungspunl^t  S^  des  zweiten  ein  Win- 
kelminimum AS'B.  Schneidet  aber  die  Linie  AB  den  Kreis  K 
in  den  beiden  Punkten  Z),  /)',  so  berühren  beide  Kreise  K  von 
aussen  und  ihre  Berührungspunkte  liefern  zwei  Winkelmaximaf 
die  Punkte  D,  iy  aber  zwei  Minima,  nämlich  Null.  Berührt 
die  Grade  AB  den  Kreis  K,  fallen  also  die  Punkte  Z>,  D*  in 
einen  einzigen  zusammen ,  so  geht  der  eine  der  beiden  von  aussen 
berührenden  Kreise  in  die  Grade  AB  selbst  über,  welche  in  die- 
sem Falle  als  ein  Kreis  zu  betrachten  ist,  welcher  K  umschliesst 

Liegt  der  Punkt  2I  ausserhalb ,  J?  innerhalb  A,  so  sind  keine 
berührenden  Kreise  möglich,  aber  von  den  Durchschnittspunkten 
D,  D*  der  Graden  AB  mit  K  liefert  ^er  auf  der  Strecke  AB  lie- 
gende ein  Winkelmaximum  n,  der  andere  ein  Winkelminimum 
Null. 

Liegen  beide  Punkte  A  und  B  innerhalb  Ky  so  erhält  mau 
vier  Minima,  zwei  liefern  die  beiden  durch  A  und  B  gehenden 
K  berührenden  Kreise,  die  beiden  andern  die  Durchschnitte  Z>,  />', 
der  Graden  AB  mit  A. 

» 

Die  Berührungspunkte  S,  S'  zweier  Kreise,  welche  durch 
A  und  B  gehen  ,  mit  einem  dritten  Kreise  K  findet  man  leicht, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  aller 
Kreise,  welche  durch  A  und  B  gehen  und  K  schneiden,  durch 
einen   festen  Punkt  F  der  Linie  AB  gehen.    Legt  man  also  von 
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111. 


•ad   il,  MAtt  0«cbl  in  der  Kben«  K  die  Pviikt«    JV.  t§9 
w#lcli«  4«r  WftAkei  ^.Sff  el»  MailMani  «der  Mlaiaa« 

Wlfd. 


Liefern  A  «nd  A  auf  deraHben  Settm  von  A\  00  »iftd 
Oliifri»  i«tfolKe  die  ngwicbteti  Paukte  di«  B#fabni»f»|NMkto  ««^ 
RlAgiilrkeii ,  wdcke  darck  A  und  ff  ||«krn  ümI  di«  Ikad«  ^0 
t«r  Mnl«ti«NiMse  kab^n.  mit  der  KbeM  #i.  In  dirsm  PwAisB 
babcn  die  KiniiflJIrben  und  die  Kbene  Rrm^inarbiftlirbe  NcOBnlMk 
Nnn  nrkneidrn  eile  tNermalen  einer  kolaliiMMiAcbe  di«  .%••;  •• 
binnen  dnber  die  f  ennrblen  Punkte  df  Kbene  £  nnr  nelcb« 
In  denen  die  Nurmale  der  l'bene  die  Linie  AB  tfift  Alle 
Pnnkfe  lii*Km  nber  in  der  llarrbnrbniflnlinie  fi  einer  dnftfc  AB 
tn  E  eenkrecbl  selegten  Kbene.  Hirdurcb  ist  die  Anftnbe  mai  I 
nnriektefAkrt  and  man  kat  nnr  nAtkif  dorrk  A  vnd  B  a«el 
ttrade  i»  l^rAkrende  Kreiae  in  lefen;  ibre  Rerlil 
S.  S"  sind  die  feenckfen  Punkte  Beide  Winkel  ASB 
werden  ein  Maiinittni,  da  die  Karkbarpnnkte  Ibrer  Htbfilii 
inaeeren  KAanen  der  UinfiArben  nntebOren.  iNe  Pnnkte  Jf ,  If 
Hefen  auf  enfseffenteaetglen  Meilen  des  llnfrbnrbnittapnnkti  B 
der  Unle  AB  mit  der  Kbene  K  nnd  nirbcn  ton  />  gleidKiell  dk 

liecen    A   «od  B  anf  entucnentenntaten  IMttm  tn«  C,    an 
llefoH   der  l>«rcbarbnitt  dvf  Umdca  AB  mH  E  ^ 


roroll.     Drrbl  airb  die  llliene  #j  nai  eine  detrb  /> 

Gmde  nni,  ae  ist  Art  <lrf  aller  l»railen  #§  eine  KeneUUrW  a«e»- 
len   liradea«  auf  wrirher  die  Pankte  .%.  .S'  einen  apIUfiacWn  Ke» 

Selarkiiill  «eirbn^ti.     iHebl  airb  die  Kbene  L  um  tteend  etne  narbc 
«rcb    />  gebende   Aie,   an   iat  der  Ort  der  €»rniea   #•  ein  «m- 
llyferboleid  M 


iv 


f.a    ari    letebea    eine    KncelClAcbe    4'    «n4    t«ei 
*     Punkte     I   aad    ii.    man   »acbt    auf   k  die  Pnnktn  5k.  f«ff 
weirke    der    Winkel     ASB    ein    Maiinrn«     eder    Mml« 
n«»  wird. 


•)  %.  r%a«M«.    «aaUffir  Mir«    !•«  ytaya^itie—  4» 
al  Av  Caem^arie  A  iv^«  Aiaiailiii  «aa  Jaaaaal  daa  Tir-    T  I   ^ 
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Liegen  beide  Punkte  im  inneren  oder  im  äusseren  Raum  der 
Kugelfläche,  so  sind  dem  Obigen  zufolge  die  Punkte  S  Beruh- 
rui^spunkte  zweier  Ringflächen ,  welche  durch  \A  und  B  gehen 
iiud  Ab  zur  Axe  haben ,  mit  der  Kugel  In  diesen  Punkten  müs- 
sen nun  die  Ringflächen  mit  der  Kugel  gemeinschaftliche  Norma- 
len besitzen,  liie  Normalen  der  Ringflächen  schneidern  aber  die 
Axe  AB  und  die  Normalen  der  Kugel  gehen  durch  deren  Mittel- 
punkt Die  gemeinschaftlichen  Normalen  liegen  also  in  einer  durch 
die  Axe  AB  und  den  Kugelmittelpunkt  gelegten  Ebene;  daher 
können  die  Punkte  iS  nur  auf  dem  Umfange  desjenigen  erössten 
Kreises  liegen,  in  welchem  diese  Ebene  die  Kugel  schneidet« 
Hiedurch  ist  diese  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  11.  zurückgefiihrt. 

Liegen  beide  Punkte  A^  B  ausserhalb  der  Kugel,  so  erhält 
man,  jenachdem  die  Grade  AB  dieselbe  schneidet  oder  nicht 
schneidet,  zwei  Winkelmaxima  oder  ein  Maximum  und  ein  Mi* 
nimum. 

Liegen  beide  Punkte  innerhalb  der  Kugel,  so  erhält  man  zwei 
Minima.  FOr  die  Durchschnitte  der  Graden  AB  mit  der  Kugel 
gilt  dasselbe  9  wie  oben  unter  IL 

Liegen  il,  B  auf  emem  Durchmesser  der  Kueel,  so  genügen 
alle  Punkte  eines  gewissen  Sphärenkreises  der  Aufgabe ,  dessen 
Ebene  senkrecht  auf  AB  steht. 


8.  Bei  den  im  Vorstehenden  behandelten  Aufgaben  hing  die 
Grösse  des  Winkels  ASB  ab 

r 

1.  von  der  Natur  des  Gebildes  G,  auf  welchem  der 
Scheitel  iS  lag; 

2.  von  der  Lage  der  beiden  Punkte  A  und  B  gegen  ein- 
ander und  gegen  G;  es  sollte  der  Scheitel  <$  gefun- 
den werden,  so  dass  der  Winkel  ASB  unter  diesen 
unveränderlichen    Bedingungen    einen    grössteh    oder 

'  kleinsten  Werth  annehme.  Wir  lOsten  diese  Aufga- 
ben dadurch,  dass  wir 

1.  den  Ort  der  Scheitel  S  suchten,  fOr  welche  vi  «S^ 
einen  constanten  Werth  a  annahm  und  dann 

2.  diesen  Constanten  solche  Werthe  beilegten,  ftlr  welche 
der  Ort  das  Gebilde  G  IJeruhrt. 

Es  war  alsdann  die  Mr»glichkeit  vorhanden,  dass  die  Berüh- 
rungspunkte ein  Maximum  oder  Minimum  des  Winkels  ASB  lie- 
ferten. Damit  dies  wirklich  eintrete,  war  erforderlich,  da^ss  die 
zu  beiden  Seiten  eines  solchen  Berührungspunktes  resp.  rings 
um  ihn  liegenden  Nachbarpunkte  des  Gebildes  G  gleichzeitig  ent- 
weder In  oen  inneren  oder  äusseren  Raum  des  Ortes  fielen,  in 
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tr«lclM  dtr  mm^miUck^  lU««  durrk  clenMlbrii  tHbeill  wird     Wat 
Mmmm  IMiiHPiM  rrftllt ,  m  hing  dt«  KnlM-HrliiviMr ,  «>k  ete 
•Mm  «idrr  Mffi  Mtotmam  vorli^ftr,  nur  ilaviHi  ab,  m  i 
mmr  Uivai«  di«  >tacblBM'|iuiililv  gd^e»  wafc». 


K«  Ul  »«n  leirbt.  die««  Rrtrarbluncefi  dabi»  f«  % 
•eni,  dftMi  Alt  die  .Stell«  de«  Winkel*  ASÜ  eine  beliebige  g 
Iriecbe  (»rAMee  Irin.     Ze   den  Knde  mOge  felgc»de  < 
Aafgabe  gestellt  werdeo: 

Ee  eel  gegebeD  eie  geiiwetriscbes  (ligeAree  «der 
Fllcben-)  ficuilde  #•  und  irgend  weirbe  andere  täe- 
bilde,  «lelrbc  eine  fe»te  l«age  gegen  ##  baben  Ha« 
«eil  die  Piiakte  S  auf  6' finden,  iür  «veirbe  eine  geeae- 
Iriarbe  l»r«f»ae  m,  die  %on  der  Lage  des  Peaklee  .^ 
«gd  den  abrigeiB  Cfcbilden  abbiingt.  einMatiamgi  «der 
Miaiainai  werde. 

Zar  Ijfiagng  dieaer  AaCgabc  fldbreii  folgende  Itttiaibi— gia. 
fiiicbt  nun  den  Ort  aller  Munkle  S,  Iür  «ebbe  die  Utwmmm  m 
cbiea  cunalanten  Wertb  k  anni«nit.  ao  tbeilt  die»er  <M  den  !!■■■ 
In  «Mei  Tbeile  U,  U*,  %un  dmen  der  ria*  (If)  alle  Pankle  .^. 
Ar  tielcbe  «>i;.  der  andere  aber  alle  die  Hunkle  .%  eniball.  Ht 
«ekbe  m%^k  wird,  «ikbrrnd  auf  dem  tiHe  »rlb*!  m-  A  »M 
rAbrI  nun  ein  «obber  Ort  «  l  das  l»ebüde  #•'.  mm  kM»*« 
BerfibrungBpnnkte  Mdrbe  •ein,  die  drr  Aufgabe  ent»|»recben 
aind  r«  allemal  daan.  wenn  ibte  .Narbbaf|Hinkte  alle  in  den 
Ut  oder  alle  in  den  Kanni  1^  falleti.  Im  rr«ten  l'alle  wird  n 
liinimum.  im  iweilcn  ei«  lUaiimum. 


1*.     Vm  die  Anwendnng  dieaer  Melb«>de  norb  an 
färben  llei»pirl  an    feigen,    «erde  folgend«  allbekannin  AnfgnW 
nacb  ibr  grlM»t 

Auf  einrr    t«raden    /#    rinen    Pnnkt  .^  •«>  «o  br»tim 
men,    da«    die    ^umme    der    %  on    ibm    narb   «««n  fr«ien 
Punkten  .1,  //  geiugrufn  NtrAlrn    rin  Minimo»    «rfde 
(Tof.   \.  I  lg    5>. 


liier   i*l   n=r.S.f  f    \fi  untl  der  Ort  mr- i  rine  iJTif««. 
|lrenrt|«i.iiLlr    .1    iiml    //   »itif       |l^r    Punkt    .S   ut  al»«  «Irr   |U«»b 
rune»|Mifikl   «-inrr    I  iti|>«r   iiiil    «Irr    iBt^ärti    (§ ,    dir    .f    mtd    A  tn 
Breaitponkiff««  bat. 


Ut  />  der  Ourrbarhnitt  «nn  #•  mit  der  f«raden  .iti  nod  .% 
der  ihircbvrbnill  4rt  in  .\  errirbtelen  Narmalrn ,  ao  amd  .1 .  tf. 
Iß,  y  %irr  bar«fini»cbe  Ponkte  »Sikluld  .\  gefnoden.  belfvt  eM 
Perfiendikel  aua  dieaem  Punkte  auf  #•  den  Pnnkt  > 


TTieilXDT. 


J    /; 


t^ruiiert  t^^rchih. 


iü 


Thtum. 


TafX. 


■^"^1 


S^ 


>v. 


+  .V 


/-- - 


F 


\    '  / 


m 


-  -  n 


OruJirrt'  *  ^reAif. 
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lieber  eine  YorzQ^lich  zur  Anwendnngr 

bei  geodätischen  lüessnn^en  ^eeigrnete 

Methode  zur  Bestimniungr  der  PoihShe 

oder  seo^raphischen  Breite. 

Von 

dem    Herausgeber. 


'  i 


In  meiner  früher  erschienenen  Schrift: 

Versuch  einer  neuen  Methode  zur  Bestim  niung  der 
Polhuhe  oder  geographischen  Breite  bei  geodätischen 
Messungen.  Von  Johann  August  Grunert.  Leipzig. 
1844. 

habe  ich  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhohe  oder  geo- 
graphischen Breite  empfohlen  und  ausfOhrlich  theoretisch  ent- 
wicKelt,  welche,  mit  volliser  Deiseitesetzung  einer  Uhr  und  eines 
genauen  Uohenkreises  am  Theodoliten,  dIoss  die  Anwendung  eines 
vorzugsweise  zur  Messung  von  Horizontalwinkeln  geeigneten  Theo- 
doliten in  Anspruch  nimmt,  wie  er  sich  in  der  Hand  eines  jeden 
Geodäten  befindet  oder  wenigstens  befinden  sollte.  Diese  Me- 
thode besteht  darin,  d«iss  man  sich  drei  ihren  Positionen  auf  der 
^^pbäre  nach  genau  bekannte  Sterne  aussucht,  die  zu  der  Zeit, 
wo  man  die  Beobachtung  anzustellen  beabsichtigt,  bald  nach  ein- 
ander gleiche  Hohen  erreichen,  wobei  man  sich,  anderer  Mittel 
nicht  zu  gedenken ,  zweckmiissig  eines  Himmelsglobus  bedienen 
kann.  Indem  man  nun  das  Fernrohr  des  Theodoliten  in  einer 
dieser  Höhe  ungefähr  entsprechenden  Hohe  am  Höhenkreise  des 
Theodoliten  unveränderlich  feststellt,  fasst  man  jene  drei  Sterne 
nach  einander,  wenn  sie  die  Höhe,  in  welcher  das  Fernrohr  fest- 
gestellt worden  ist,' erreichen,  in  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreu- 
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IM,  nuM  kkbl  iuftk  sanft«  FoHiNniCfniftf  i^m  tm  Hr  lif  fcwt 
fefltfMitelllr»  Fernrolini  BtilMül  dvr  MikrowütgfMlif— be  ^m  IW 
HmaIaJ  oder  AtiwvCluil  •  Krri*«»  diw  TliMclolit«!  tr^clM'k«^  Um. 
ttiifl  miMit  aof  dem  Irlilrren  Krri««  die  dea  In  ICrde  »tn^rndm 
drri  flf^rlirit  Ifobrii  der  drei  Strrtie  enUfirrclirfideB  brt4c«  Aj*- 
nulhaldifferenteii  drr»elben.  Ilann  bat  man  alle  l>aU.  «cAcW 
tnr  lieatimnianff  der  Polkobe»  und  auMMrrdrai  norb  andrr«-r  mmiw^ 
nomisrhrr  Klemenle,  erfurdeflirb  »ind.  Ob  die»r  in  ibtrm  Pn» 
eip  und  ibrer  Anwrndunfc  einfarbe  lUrlbode,  die  nnr  de«  l*ebrwa<4 
des  in  der  Hand  jede«  fteodaien  bebndlicben  AiMnntbal  Tbt ■<■ 
lilen  voraiia«et«l,  «cbon  tirakl'Mrbe  AaHendunn  gelsftden  b«L 
fteiaa  kb  nicbl:  daiui  sie  nri  Krüft«eren  Mea*anarn  in  4  bile  ««• 
dem  eine  AaB^anderunirAKeArlUcbaU  dnribin  begletlcndr«  €•««• 
meler  anseMandl  «•  erden  anUte,  Ut  mir  aeAcbiirbrn  nmtHrm,  mh 
diee  aber  «iri^licb  jteM beben  i*l,  darüber  bia  irb  xlrtrbUJU  »«rb 
In  Cng ewiaabnit  Cm  die  Melbode  nieder  in  LttnnetnM  a«  b««i^ 
fen,  da  »ie  »irb  namenllicb  aurb  mm  (tebrja«be  f^  Lebte«  an 
Mbaran  Untetrkbbuinnlaltnfi  eiminn  dtrfle,  din  |elat  bIWf»  i« 
aili  gttler  «org«KBHei*e  <ur  MeM»unx  %«in  lloriiatiUlMinbeln  gi 
nelee  Tbendn^lnn.  abor  niebt  annleicb  im  Beeila  ffutet  llKre« 
ao  nill  icb  bier  eine  von  der  in  der  «iben  cntibnlrn  SkbrWt  g^ 
gebenen  verarbiedene  anal^tlarbe  AuitWung  de«  dieser  MnbwAe 
anm  Itrande  liegenden  a»lrutiomtprbefi  Problem«  geben.  i»dem  »cb 
mirb  rdrk»irbtKrb  der  ««eitern  lielt^rbliMigen  Aber  d%e  Ut 
keit  der  Melbode,  Abor  verocbirdene  bei  deren  Antn 
beobarbleode  VoroirbUmaaaregeln .  n.  o.  w.  anl  die  obtg«  ^kbfftH 
belieben  mnoa. 

Wir  Mollen  den  MiltelfMinkt  ^  SpbAre,  d.  b  .  »r«!  «ie  e« 
bier  blo*«  mit  den  Kualernen  #u  tbnn  baben,  dMm  ^wge  d#« 
Keobarbtrr»,  aU  dm  Atifan|i  einen  rerblMinkl«ea  liiffimiUo  i  i 
•lern«  drr  jf$:  aiifirbrom  ^  om  Anfange  der  I  »ordinAlr«  oo  ••• 
dw  |io»ili%r  Tkril  der  Alf*  Art  x  ii.ifb  lUin  NnHfuoklr  4wf  .%i» 
mntbe.  der  |i«t«»ili«i*  Tlinl  <l«  r  Ale  der  f  narb  dem  nr«o««f«|«^ 
l»rji«le  60f  A<imtilhe.  drf  |»«ittiii»#  Tbril  ilar  Ate  der  x  »»«b  ^m 
/etiilb  dr»  llrtiK.ii  lilrr«  h:fi  k«"'«!)*'!.  ««>  da«»  ^l*o  4lir4-b<-te  ^% 
lloriioiit«  dift  l.brne  drr  j  f  i*t 

iHa  dafcb  die  «U  bckaiitil  %€»r4ii*ge*rCj|rn  lleciitv^tiwnro  d#« 
drei  Strtn^  anmitlrllA^r  ge^rbrnru  l*»Ufd(i»Un«en  detttlWn 
Ü,  U,  U*;  «)!•*  \/iiHUlbr.  in  drnrn  «ir  brolM«btrC  «o#4en 
«eieti  u.  w.  w*.  ibrrglrMbrii  lli.brn  »rir«  A,  A,  A.  nnd  •.  ^  | 
orien  ibe  diri  l^f  nicbl  dl»«>r*frigenden  Winkel,  «ebbe 
dem  ibfttU'ifii^  lirgrnde  TbrJ  drf  Wrilaie  mit 
Tbeilen  der  Aien  *irt  jr.   9.  :  eioM  klir»«!. 

iHr»    «or»uftgr«ef«t.    bjibrn    mir    nacb    bekannt«  n    |«rb»r« 
afial\ti»cbeii  ttr<Moettie  offenbar  dir  drei  Mgeode«  cana 
gOlti^gen  Ifleirbongen : 


I 


coau  ;=; 


I  Mn«K-f»oAroo/     f  »mAcoo] 


1)  \  eoou'  :=co««t'ro«Aciao^   f  «inu  rooAroot'   f  ■■orot^ 
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za  desen  dann  necb  die  bekannte  Gleichung 

2)  co89<  +  cos^'  +  cosx"  ==  1 

kommt. 

Da  es  nun  hier  ganz  willkfihrlich  ist,  von  welchem  Punkte 
an  die  Azimuthe  gezählt  werden ,  und  die  Beobachtungen  die 
Azimuthaidifferenzen  zwischen  der  ersten  und  zweiten  und  zwi* 
sehen  der  zweiten  nnd  dritten  Beobachtung  liefern,  so  können 
offenbar  die  drei  Azimuthe  o»,  o)^  co^  als  bekannt  angesehen 
werden,  und  die  obigen  vier  Gleichungen  reichen  daher  zur  Be* 
Stimmung  der  vier  unbekannten  Grüssen  A,  q>,  ijß,  %  gerade  hin. 

Aus  den  drei  Gleichungen  1)  folgt  durch  Subtraction: 

coso  — ^coso'  =(coso>  —  coscoOcosAcosg) -f  (sin od — sinoDOcosAcostf; , 

coso'—  co8S''=:(cosa)^— cosoBf'OcosAcos^-f  (sind)' — sinoo'OcosAcosif; ; 

also 

(sino' — aiü(o'%co8i5 — coso')  —  (sin« — sina)0(cosc5' — coso'O 
==:((cos(9 — cosa)0(sincD' — sinoo")— (cosco'— kiosä'OI*'^*» — «incoO)cosA^®^9'« 

(€••«>' *-co»»"Xco»5 — co»5')  — (oosor— 'Co«cö')(ee«ö'— *ce85") 
=— l(co8»— coswO(®"*'*>'~"®'^*'0 — (cosoj' — eos(ii>'')(sino> — sinioOlcosAcdsif;* 

Es  ist  aber: 

(cosGD — cos(ö')(8ina)' —  sinco")  —  (cosoo'  —  cosa}'^(8\n(o  —  sincoO 
=— 8in((»—  caO — sin(o»^ — »")""«*"('ö^-^*>) 

=  — 2sin2(cö— ca'0co«2(»-2(»'+ct>'>-2«tn2(a)''—  (o)coa^(m"'^a) 


=     2sin  5(1»"— co)l  co«,^«— 2w'+  «")  -  cos2(»"-  ») 
1  1  l 

=       4810  5  («  —  »0  »>Oä(»'  —  «'OwOj  ^"'"  "■  ^^  * 

ferner 


I 


31» 


*^ 


1 


MO 


I 


■  «Ir 


f  21^11  ^  (ö"  —  u)»iii.j(ü"  I  a>«b«' 


1 


I  Ssin..  (ü  — ü>iii  .(ö  4  u')ttiiiM 


•ad  gsMt  •b#ft«« 


( 


=s     (r 


r)co«0  4  (fBrn**  -cimm)€o«0'  I  (cm 


I 


I 


f  XM«.|   tu  —  U*»*in.^(ü   I  u'»co«fti 


Swiärn 

3) 


Mir  aUo  drr  k*'irfr 


wrgn. 
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]  1 


Sllltt 


+  sin  j  (o" —  o)siQ  «(ö" + Ci))8in»' 
4-81115- (o— 60  sin  9(c3-fc3')^in(o"> 

4)  M'ziz  sin^-Co)'—  a)'0«inö-(«'+ w")cosö 
+  sin^-C©"  —  «D)sin  ö'(®"+  «)co8Ö' 
+  sin«  (w  —  co^sin  5- (w +a)')cos5" 
= — sinjCö'— -  5'08inö'(*5'+5")cosi» 
r-  8in5-(5"— 5)8in  qp(ö"+5)co8co' 
— siiiä-  (ö  — 5')8ins'(ö+  öOcosw"  > 

1 

6)        iV=  —  g-l  8in(a)  —  »')  +  8in(»'— co")  +  8lii(«)"—  ») } 

=     28in5-  (ß>  —  m^sXn  ^  (©'  —  m")B\u^ta"  —  ©) ; 

so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  zwei   folgenden  Gleichungen: 

(  IU=:NcoshcoHq)f 

6) 

( ^'=:iYco8Aco8if;; 

aus  denen  die   Prodiictc   coakcosq)   und  cos/icost/;  gefunden  wer- 
den können. 

4 
INun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

sinAcos%=  C08c5  —  co8a}cos/icos9)  —  sinoicosAcosif; , 

also 

sm  Aco8j(  =  cosü  —  -j^  cuso  —    -j^  8in  od 

oder 

iVsinAco8X=iVcosc5  —  Mcosto  —  ^f'sinco 


46S 


■in  &(•' —  «^  •!•.  J  m' f  «'Oc«*fi 


» 

I 


«rf  wdl  mi» 

Z  m  mm 


Uf,  «o  Ut 


.  1  1 
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Setzen  wir  also 

80  ist 

8)         ül"=iV8inAco8x, 

mittelst  welcher  Gleichung  das   Product  Bwhcoai  gefunden  wer- 
den kann. 

Wir  haben  jetzt  also  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Iilf  =  iVcosAcosg) , 
ül'=iVcosAcost(;, 
M^' = iVsin  Acosx ; 
aus  denen  sich 

^®>      ^^*^=m^'   ^*=iV^^'    ^«^=milJA' 
also  wegen  der  Gleichung  "2)  die  Gleichung 


*^^         iV^cosÄ«  "*■  ^sinA«""' 


ergiebt 


Bezeichnen  wir  die  absoluten  Werthe  ren  M*'  und  N  durch 
(ilf")  und  (iV),  80  kunnen  wir  vermöge  der  vorhergehenden  Glei- 
chung, wenn  u  einen  zwischen  0  und  90^  ii^enoen  Winkel  be- 
zeichnet, so  dass 

0<ti<90o 

ist,  4 

12)  COS«=-^y^^^j^,    8«nu=^y^rjjj^, 


«Iso 


cosAcosu  = T^^j ,  smAsmu  =  YNT 


tietzen.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Addition  und 
Subtraction : 


4M 

13) 

oder  urb.    «en»  (.V)   Borh  dm  shsoInlMi  \\e«tll   *mi    .VW 
ickknrl : 

mid  bat  man  nilttrl»!  ilipvrr   ltlrtcliiio|cii   k      «   miil  A  |  ■  c^^* 
den.  •«•  erbJklt  ihaii   .lurh  Irirhl: 

15)  k     1(A  f  m)  I  1(A    M).«-:' (A  f  ii>-J(A-.K. 

tl*  »bMl  birrtirl  aber  nun  oorb  dk  Mifvadc«  Bfnti—<i«  «» 
«Mtbrn. 

Wril 
bt»  «•  Ut  offettbar 

Ul   nun  H  drr   /ni*rh«-ii  0  iifi>l   *Mt*  lic^rtid«-   Wrfftb  %••   A  — • 
wrlrbrr  drr  (•Ivn-Fihii'^ 


ro«:A      Hi  ^ 


KrnillCf  .    mn   tfti 

A  -  ai  ^  I  #' 

l'iid    i«f    '«,    drr    rinr    «iti»«hrti    O    icij    iHJ^    li»cf«de    ^ 
%«in  A  f  «.  H^lrbrr  der  UcMbun^ 

%  ir»i  V«  Mir ' 
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h  +  u—Hi, 
Durch  Verbindung  der  Gleichungen 

A  — M=  +  6,  Ä  +  ii=öi 

mittelst  Addition  Erhält  man : 

2Ä=6i  +  ^^  also  Ä  =  ^-^. 
Ist  nun 

so  ist>  weil  offenbar  0<di  ist: 

und  CS  giebt  also  fiir  h  zwei  Werthe,  iiunilich 

Ist  dagegen 
so  ist  immer 

weil  6^  positiv ,  Oi  — 180^  negativ  ist ;  also  ist  immer 
und  folglich,  weil  öj  — ö  auch  positiv  ist: 


daher  immer 


Der  Werth 


ist  aber  in  diesem  Falle  nur  dann  zulässig,  wenn 


M6 


'^;^»• 


mi. 


WeiM  «•  ttrti  Wertb«  von  A  iriebf,  ••  «ir^  «m« 
BeobsclitiiiiK^n  ••Hut   den    Wrrlb   von   A   docb   «rtilft« 
Mib*  k»niii»n.   da««   krin  /««rifrl  bUlb^ii  k«iiii,  wclclictt 
d^i  Wertb«  ton  A  m«a  la  d#m  vorlief eade«  Falle  m 


BeieirbarR  «ir  neu   die  PolbAbe  dercb  #•  mid  de»  Wi 
weirbea  die  Projectioii  der  von    de«   AnCint«  det^T 
•der  den   Ange   nach   dem   Pol  getofenen    Linie  a«' 
dea  llorif enl«  mit  de«  nooillven  Tbeile  der  Ate  der  m 
laden  man  diraea  Winkel  von  den  positiven  Tbetle  der  Aae 
jr   an  darrb  dea  rerbicn  Winkel    (stf)  bindntrb   von  0 
aihll,  dvrch  Sl;  ao  bat  naa  offeabar  die  foigeadcn 

roo^  =5  roa  liroo  # , 

roa  ^  =  oinüroa  #  • 

roo|=:nin0; 


alaa  nach  V) 


•in^       ^   .    .  ; 
«v*iiiA 


Ott»  denen  »kb 


10)       oin^*:    V      L'     ■•oJ^      V       l'      .fc»    ro^i^ -s  %-        *        ^ 
'  «iMiuA  .vru*Ait>«v  .^  roi4ioi# 


oder  aurb 


IT)       .in*--  ^y.^.^  .   Un^U        j, 


rrgtebl.  «ilh'l«!  nrlrbor  l'ornirln    m*n.   ii-irbdr«  «on  A 
0   nnd    i^  loiuier   »bor   «llr   /Mri*lruli4kriC   beoimnm  k 


horrb   deo   Winkel    .'!    Mird    »IrnlMr    die    l*«|re    de«    M«Im,' 
linie   gcgm    den  pooili«rn    TbeU    der    \tm  der   j    be*ti«ifct      mtU 
do  «OD    m,  m',    m"   kennt,  »o  Miril  mao  noo  autfb   lr«ffb<    4ar   m  »\ 
lirben    Aji«otlle   der    drei    .Moroe    lu   ilrn    /etten   der  4t«« 
arbtuogeo.     d     b     ibre     Afinaulkr    in     lief  off   «of 
olo  AolAAg  ilcr  Aii«ulbe  keoti«nien    kennen.     I^i 
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aber  aus  den  bekannten  Azimuthen  und  Declinationen  der  drei 
Sterne  und  der  Polhohe  auch  leicht  ihre  Stundenwinkei  zu  den 
Zeiten  der  drei  Beobachtungen  berechnen  lassen,  und  kennt  man 
nun  noch  die  Rectascensionen  der  drei  »Sterne»  so  lassen  sich  auch 
auf  bekannte  Weise  die  den  Momenten  der  drei  Beobachtungen 
entsprechenden  Sternzeiten  bestimmen,  was  hier  nicht  weiter  er- 
läutert zu  werden  braucht. 

Man  braucht  bei  dieser  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhuhe 
nicht  einmal  Im  Besitze  eines  Theodoliten  zu  sein.  Ein  Reiss- 
brett, das  sich  durch  drei  Stellschrauheu  horizontal  stellen  lässt, 
und  eine  Kippregel,  wie  man  sie  bei  den  Messungen  mit  dem 
Messüsche  gebraucht,  überhaupt  ein  Fernrohr,  das  sich  über  der 
Schärfe  eines  Lineals  in  einer  Vertikalebene  bewegen,  und  mit- 
telst einer  Schraube  in  verschiedenen  Hüben  feststellen  lässt, 
können  schon  ausreichen.  Man  stellt  das  Reissbrett  horizontal, 
legt  die  Kippregel »  an  welcher  man  das  Femrohr  in  einer  gewis- 
sen Höhe  unveränderlich  befestigt  hat,  darauf,  bringt  durch  Ver- 
schiebung des  Lineals  der  Kippregel  auf  dem  Reissbrett  nach  und 
nach  den  ersten,  zweiten  und  (Tritten  Stern  in  den  Mittelpunkt 
des  Fadenkreuzes,  und  zieht  jedesmal  an  der  Schärfe  des  Lmeals 
auf  dem  Reissbrett,  dessen  Lage  natürlich  nicht  verrückt  werden 
darf,  mit  einem  etwas  harten  Bleistifte  eine  feine  Linie.  Dann 
sind  die  von  der  ersten  und  zweiten,  zweiten  und  dritten  Linie 
eingeschlossenen  Winkel  die  beiden  Azimuthaidifferenzen  der  drei 
Sterne,  die  man  dann  durch  hinreichend  bekannte  graphische 
Methoden ,  etwa  mit  Hülfe  eines  genauen  tausendtheiligen  Maass- 
stabes, genau  messen,  und  daraus  die  Polhuhe,  die  Lage  der 
Mittagslinie  und  die  Zeit  nach  der  im  Obigen  gegebenen  Anwei- 
sung berechnen  kann.  E^  scheint  wir  wünschenswerth,  dass  Lieb- 
haber astronomischer  Beobachtungen «  die  sich  nur  den  vorher 
erwähnten  äusserst  geringen  Instrumenten- Apparat  anzuschaffen  im 
Stande  sind,  sich  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methode 
zur  Bestimmung  der  Polhuhe,  des  Meridians  und  der  Sternzeit 
bedienen  mochten,  und  auch  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsan- 
stalten dürften  dieselbe  zu  zweckmässigen  Uebungen  vorge- 
rückterer und  für  solche  Dinge  sich  interessirender  Schüler  sowohl 
im  Beobachten,  als  auch  im  Rechnen,  benutzen  können,  nament- 
lich auf  Lehranstalten  wie  die  höheren  Bürger  -  und  Realschulen, 
welche  das  Hauptmittel  der  Bildung  ihrer  Schüler  mit  Recht  in 
der  Mathematik  suchen  und  suchen  müssen. 

Noch  will  ich  bemerken,  dass  sich  die  Formeln  13)  auf  fol- 
gende  Art  durch   Einführung  einiger .  Hülfswinkel  zur  logarithmi- 
schen Rechnung  bequem  einrichten  lassen.    Aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass  die  positiven  • 
Grössen 

m —  "''**'w 

beide  kleiner  als  die  Einheit  sind ,  so  dass  wir  also 
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ih^txrtt  kriti»rn     MrUrn  %«lf  dann  ti«N-h 

V' 

und  Höhnen  #'  xwitrWii  -UIF  iiod    |  ÜÜ^';   «a  lul»r«i  mit  §wt  Bt 
rrclliiunit  drr  llülfsMiui^l  t\  (m  ,  /#  ilii»  f«»l||#«drB  Fun»«!*. 

viid  sur  il««ÜnnunK  itcmi  k      m  u»d  A  |  m  «lie  A«*dhkkt 

CCM(A-*N)=rO*ff*  I  CO«//, 

ciNi(A  I  u)  sz  comfi'^  com ti\ 
•IttO  dir  Fornirla: 

I  I 

i  rom(k  *  ii)=     ico«  .^  (f;  f  //)co«  ^  (#•   - 1#). 

»V)         ! 

««r  KrclUNMfi  nil  l««»8aritlim«n  »ehr  ^iff 
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Problemata  guaedam  flpeometrlea. 

Auetore 

Christiano  Fr.  Lindman, 

Lectore  Strengne«. 


1. 

Sectione   conica    data   una   cum    puncto   quodam  in  -^ 

piano  ejus  sito,  per  quod  punctum  ductaerectae  sectio- 
nem  conicam  secent;  invenire  locum  geometricum  pun- 
ctorum,  ubi  eae  rectarum  partes,  quae  intrasectionem 
conicam  sint,  in  duas  partes  aequales  dividantur. 

Notissima  est  aequatio 

y«=2]»ar  +  7a:«  (I) 

in  qua  sectiones  conicae  omnes  conti nentur»  si  axis  abscissarum 
est  axis  per  verticem  transiens  et  ori|^  in  vertice  jacet.  Sit  a 
=abscissae,  /?^=ordinatae  piincti  dati  et  9=angulo,  quem  recta  per 
punctum  datum  transiens  cum  axi  abscissarum  constituit :  aequatio 
rectae  cujusvis  per  punctum  datum  ductae  erit 

y-^  =  (^-«)tg9  (2). 

Ex  bis  aequationibus  ioveniunturcoordinatae  (=.r|,  yi;^ii>yii) 
punctorum,  ubi  recta  (2)  sectionem  conicam  (l)  secet.  Si  enim 
posuerimus 

Ä=  Vp*-2p(^-fiftgqp)  tg9  +  9(^-«tg9)a, 

eiiminando  habebimus: 
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'•-  «It>-t 

»•  -  u«»  -»       — 

PoMtb  cuordiaatU  pwicti,  «M  cWr4m  In  doAs  fNifU« 

„»I  ♦.j^_i'.»«f-f<'»-:iilT>.       ,4, 


Mt   tfff».     RitrrwlMli*    kne    nodo   farillkM   icri  vU#<«f.     81   tk 
«tro^e  ne«bro   Ac<|wiÜonU  (3)  •«blraUl«r  •,    Ib?4 
Hio««  fftcto: 

^pMC  ae^iMlio,  per  (4)  di«Ua.  dAbil. 


tri.     r-^^^^p^sil« 


^•••^   «AMf«   MMT   »««•!• 

•  »rt«ft 


#1  difiii— #   •  »rtMibtt«    %.    I 
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Divisioiie  porro  per  c  (kcta  et  valore  ipsius  c  eubetituto,  ha- 
bebimus  taiidenn 

i?*-ys*-/3^-(p-^«)S+/>«=0,  (5) 

quae  est  aequatio  loci  quaesiti.  Qtiia  haic  aeqimtioDi  satisfaciunt 
coordinatac  puncti  dati,  locus  qiiaesitus  per  boc  pnnctam  trauseat» 
necesse  est*). 

Aequatio    inventa  est  sectionis  conicae,    quippe  quae  sit  se- 
'   cuodi  gradus.    Quia  genus  curvarum.  quae  in  aequatione  generali 

Ay^  +  ßxy  +  Cor«  +  Dif  +  Ex  +  F=  0 

continentur,  a  valoribus  coSflicientiuni  A^  B,  C  ita  pendet,  ut  sit 
Ellipsis  aut  Parabola  aut  Hyperbola,  prout  sit 

.< 
B^-iAC^O, 

> 

et  boc  loco  est  ^1  =  1,  i?=:0,  C=  —  y, -B*  — 4JC=4<y,  sequitur» 
ut  sit  locus  inventus  Ellipsis  aut  Parabola  aut  Hyperbola,  prent  sit 

0=0.    A  quantitate  q  eodera  modo  pendet  genus  sectionis  coni- 

> 

cae  datae,  quamobrem  locus  inventus  ejusdem  est  generis  ac  Sectio 

conica  data. 

Posita  q  =  —  l,  curva  data  abit  in  circulum,  cujus  radius  est 
=p.  Tum  initium  coprdinatarum  in  puncto  extreme  cujusvis  dia- 
netrt  sumere  licet  et  convenientissimum  videtur  ,^-axem  paral- 
lelam  diametro  per  punctum  datum  transeanti  dacere.  Ita  fit  a 
=zp  et  aequatio  (5)  banc  sibi  induit  formam: 

quae  est  aequatio  circuli,  cujus  centriMn  in  diametro  circuli  dati 
proxime  citato  jacet  cujusque  peripberia  per  punctum  datum  et 
centrum  circuli  dati  transit.  Si  punctum  datum  extra  circulum 
datum  jacet»   circulus  datus  ab  invento  bifariam  secatur.    Rectis 


*)  Po8ito,i7=0,  inTenitur 

Jl  — «,  Jii  =  — -, 

nnde  liqaet,  locara  qnaesitom  ab  axi  absciatarnm  in  duoboa  ponctit  se- 
cari,  ai  g  non  eat  =0,  altaa  non  nisi  in  «no,  acilicek  eo,  nbi  perpendica- 
laria  a  pancto  dato  dacta  aiem  abaciaaarom  atcat.  Si  g  non  eat  =0. 
conra  babet  centram,  per  qued  kec  caaa  lecoa  qnaaaitiia  traMit. 


I3ä2 


c 


V-.  .-^ 


